
΄Ασκηση 38

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f ∶ R→ R για την οποία ισχύουν

• f ′(x)f(x) = x(x + 1)e2x για κάθε x ∈ R

• f(1) = e , f(α) < 0 για α < 0

i ) Να δείξετε ότι f 2(x) = x2 ⋅ e2x , x ∈ R.

ii ) Να δείξετε ότι f(x) = xex , x ∈ R.

iii ) Να δείξετε ότι η εξίσωση f 2(x) = f(x) , x ∈ R έχει δύο ρίζες.

iv ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xex−α = α έχει ακριβώς δύο ρίζες, όπου − 1
eα+1 < α < 0.

v ) Να αποδείξετε ότι
κ

∫
−κ

(xex)dx ≠0 για κ ≠ 0.



Λύση

i ) f ′(x)f(x) = x(x + 1)e2x⇒ 2f ′(x)f(x) = (2x2 + 2x)e2x⇒ (f 2(x))′ = (x2e2x)′

΄Αρα f 2(x) = x2e2x + c

για x = 1 έχουμε f 2(1) = e2 + c⇒ c = 0

οπότε f 2(x) = x2e2x, x ∈ R

ii ) f 2(x) = (xex)2⇒ ∣f(x)∣ = ∣xex∣

xex = 0⇒ x = 0, άρα f(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

• Στο (0,+∞) η f είναι συνεχής, άρα διατηρεί πρόσημο. Αφού f(1) = e > 0, τότε
f(x) = xex για κάθε x > 0.

• Στο (−∞, 0), η f είναι συνεχής, άρα διατηρεί πρόσημο. Αφού f(α) < 0 για α < 0,
τότε f(x) = xex για κάθε x < 0.

• Για x = 0, f(0) = 0.

Συνεπώς, f(x) = xex για κάθε x ∈ R.

iii ) f 2(x) = f(x) ⇒ f(x)(f(x) − 1) = 0⇒ f(x) = 0 ή f(x) = 1

• f(x) = 0⇒ xex = 0⇒ x = 0.

• f(x) = 1

f(x) = xex⇒ f ′(x) = (x + 1)ex.
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το 1 ∉ f ((−∞,−1]) άρα η f(x) = 1 δεν έχει καμία λύση στο (−∞,−1]

το 1 ∈ f ((−1,+∞)) άρα η f(x) = 1 έχει τουλάχιστον μία λύση στο (−1,+∞) και f

γνησίως αύξουσα στο (−1,+∞), άρα μοναδική

Συνολικά η εξίσωση έχει ακριβώς δύο ρίζες.

iv )
xex−α = α⇔ x

ex

eα
= α⇔ xex = αeα⇔ f(x) = f(α)



− 1
eα+1 < α < 0⇔− 1

e ⋅ eα
< α⇔−1

e
< αeα < 0⇔−1

e
< f(α) < 0

f(α) ∈ f(A1) άρα υπάρχει μία ακριβώς ρίζα x1 ∈ (−∞,−1] ώστε f(x1) = f(α)

f(α) ∈ f(A2) άρα υπάρχει μία ακριβώς ρίζα x2 ∈ (−1,+∞) ώστε f(x2) = f(α)

Συνεπώς, η εξίσωση f(x) = f(α) έχει ακριβώς δύο ρίζες

v )

∫
κ

−κ
xexdx = [xex]
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exdx = κeκ + κe−κ − (eκ − e−κ)

Θέτω h(κ) = κeκ + κe−κ − (eκ − e−κ) , κ ∈ R

h′(κ) = (eκ + κeκ − e−κ + κe−κ) − (eκ + e−κ) = κ(eκ − e−κ)

• Αν κ > 0 τότε eκ > e0 = 1 και e−κ < e0 = 1, άρα eκ − e−κ > 0⇒ h′(κ) > 0.

• Αν κ < 0, τότε eκ < 1 και e−κ > 1, άρα eκ − e−κ < 0⇒ h′(κ) > 0
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h′(κ) > 0 για κάθε κ ≠ 0 και h συνεχής στο 0 άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο R

Οπότε για κάθε κ ≠ 0 ισχύει h(κ) ≠ h(0) = 0 άρα
κ

∫
−κ

(xex)dx ≠0 για κ ≠ 0


