
΄Ασκηση 5

Δίνεται συνάρτηση f(0,+∞) → R με f(x) = xe
1
x − α , α ∈ R για την οποία ισχύει

2

∫
1

f(x)
x3 dx = e −

√
e − 9

8 .

i ) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό α.

΄Εστω α = 3

ii ) Να αποδείξετε ότι η Cf έχει ασύμπτωτες την x = 0 και την y = x − 2.

iii ) Να αποδείξετε ότι f(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ [ρ1, ρ2], όπου ρ1 ∈ (
1
2 ,

3
4) και ρ2 ∈ (

3
2 , 2).

Δίνεται ότι e2 ≃ 7, 3.

iv ) Να υπολογίσετε τα όρια:

αʹ) lim
x→ρ−2

(f(x − ρ1)
f(x) + ηµ

1
x − ρ2

).

βʹ) lim
x→1
[(f(x) − f(1)) ⋅ ln(x − 1)].

γʹ) lim
x→ρ+1

f(x + ρ2)
f(x) .



Λύση

i )

∫
2

1

f(x)
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⎜
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e
1
x

x2 −
α

x3

⎞
⎟
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dx = ∫
2

1

e
1
x

x2 dx − α∫
2

1

1
x3 dx =

[−e
1
x ]

2

1
− [− α

2x2 ]
2

1
= −
√

e + e + α

8 −
α

2 = −
√

e + e − 9
8 ⇒ α = 3

ii ) Για α = 3 είναι f(x) = xe
1
x − 3

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+
(xe

1
x − 3) = +∞

διότι

lim
x→0+

xe
1
x = lim

x→0+
e

1
x

1
x

DLH=
e

1
x (− 1

x2 )
− 1

x2

= lim
x→0+

e
1
x = +∞

άρα η ευθεία x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf .

lim
x→+∞(f(x) − x + 2) = lim

x→+∞(xe
1
x − 3 − x + 2) = lim

x→+∞(x(e
1
x − 1) − 1) = 1 − 1 = 0

διότι θέτουμε u = 1
x
, τότε u→ 0+ και

lim
x→+∞x

⎛
⎜
⎝

e

1
x − 1

⎞
⎟
⎠
= lim

u→0+
eu − 1

u
= 1.

΄Αρα η y = x − 2 είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο +∞

iii ) Είναι f ′(x) = e
1
x (1 − 1

x
) = e

1
x (x − 1

x
)

x

f ′(x)

f(x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞ +∞

Ο.Ε.

f(1) = e − 3 < 0

Η f είναι συνεχής στο [12 ,
3
4] και ισχύει f(

1
2)⋅f (

3
4) < 0, άρα από Θ. Bolzano υπάρχει

ρ1 ∈ (
1
2 ,

3
4) ώστε f(ρ1) = 0. Επειδή η f είναι γν. φθίνουσα στο (0, 1), η ρίζα είναι

μοναδική.



Ομοίως, η f είναι συνεχής στο [32 , 2] και ισχύει f(3
2) ⋅ f(2) < 0, άρα από Θ. Bolzano

υπάρχει ρ2 ∈ (
3
2 , 2) ώστε f(ρ2) = 0. Επειδή η f είναι γν. αύξουσα στο (1,+∞), η ρίζα

είναι μοναδική.

x

f(x)

0 ρ1 ρ2 +∞

+ 0 − 0 +

΄Αρα

f(x) ≤ 0 , x ∈ [ρ1, ρ2].

iv ) αʹ)

−1 ≤ ηµ
1

x − ρ2
≤ 1⇒ f(x − ρ1)

f(x) − 1 ≤ f(x − ρ1)
f(x) + ηµ

1
x − ρ2

≤ f(x − ρ1)
f(x) + 1

lim
x→ρ−2

(f(x − ρ1)
f(x) − 1) = lim

x→ρ−2

(f(x − ρ1)
f(x) + 1) = +∞

γιατί

lim
x→ρ−2

f(x − ρ1) = f(ρ2 − ρ1) < 0 και lim
x→ρ−2

f(x) = 0

αφού ρ2 >
3
2 > 2 ⋅ 34 > 2ρ1⇔ ρ2 − ρ1 > ρ1 και ρ1 > 0 άρα ρ2 − ρ1 < ρ2

δηλαδή ρ1 < ρ2 − ρ1 < ρ2 και για x ∈ (ρ1, ρ2) έχουμε f(x) < 0

΄Αρα

lim
x→ρ−2

f(2x − ρ1)
f(x) = +∞.

οπότε από το κριτήριο παρεμβολής προκύπτει

lim
x→ρ−2

(f(2x − ρ1)
f(x) + ηµ

1
x − ρ2

) = +∞.

βʹ)

lim
x→1+
[(f(x) − f(1)) ln(x − 1)] = lim

x→1+
f(x) − f(1)

x − 1 ⋅ lim
x→1+
(x− 1) ln(x− 1) = 0 ⋅ 0 = 0

αφού

lim
x→1+
(x − 1) ln(x − 1) = lim

x→1+
ln(x − 1)

1
x − 1

DLH= 0

γʹ)

lim
x→ρ+1

f(x + ρ2) = f(ρ1 + ρ2) > 0



διότι ρ1 + ρ2 > ρ2 και f(x) > 0 για x > ρ2.

Επίσης

lim
x→ρ+1

f(x) = 0 με f(x) < 0 για x→ ρ1+

΄Αρα

lim
x→ρ+1

f(x + ρ2)
f(x) = −∞.


