
΄Ασκηση 52

Δίνεται συνάρτηση g ∶ (0, π) → R δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει

• g′′(x) = − 1
ημ2x

για κάθε x ∈ (0, π)

• g′ (π

2) = 0 και g (π

2) = 0

Επίσης, δίνεται συνάρτηση f ∶ (0, π) → R για την οποία ισχύει f(x) = 2g′(x)eg(x) + 3g(x)
για κάθε x ∈ (0, π).

i ) Να δείξετε ότι f(x) = 2συνx + 3 ln(ημx) , x ∈ (0, π).

ii ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί το σύνολο τιμών της.

iii ) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x′x σε δύο ακριβώς σημεία

με τετμημένες x1 ∈ (0,
π

3) και x2 =
π

2 . (Δίνεται ln
3
√

3
8 ≃ −0, 57)

iv ) ∫
π
2

π
6
(f(x) − 2συνx)συνxdx = 3

2 ln 2
e
.



Λύση

i ) Για κάθε x ∈ (0, π) ισχύει

g′′(x) = − 1
ημ2x

⇒ g′′(x) = (σφx)′

άρα από συνέπειες ΘΜΤ

g′(x) = σφx + c
g′(π

2 ) = 0
⇒ c = 0

g′(x) = σφx = συνx
ημx

= (ημx)
′

ημx
= (ln(ημx))′

άρα από συνέπειες ΘΜΤ

g(x) = ln(ημx) + c
g(π

2 ) = 0
⇒ c = 0

΄Αρα g(x) = ln(ημx)

f(x) = 2g′(x)eg(x) + 3g(x) = 2συνx

ημx
eln(ημx) + 3 ln(ημx)

f(x) = 2συνx
ημx
ημx + 3 ln(ημx) = 2συνx + 3 ln(ημx) , x ∈ (0, π)

ii ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, π) με

f ′(x) = −2ημx + 3συνx
ημx

= −2ημ
2x + 3συνx
ημx

= −2(1 − συν
2x) + 3συνx
ημx

f ′(x) = 2συν2x + 3συνx − 2
ημx

=
2(συνx + 2)(συνx − 1

2)
ημx

Για κάθε x ∈ (0, π) ισχύει ημx > 0 και συνx + 2 > 0 (αφού −1 < συνx < 1)

Επομένως, το πρόσημο της f ′(x) καθορίζεται από το συνx − 1
2

• f ′(x) = 0⇔ συνx = 1
2 ⇔ x = π

3

• f ′(x) > 0⇔ συνx > 1
2 ⇔ 0 < x < π

3

• f ′(x) < 0⇔ συνx < 1
2 ⇔

π

3 < x < π

x

f ′

f

0
π

3 π

+ 0 −

−∞−∞
1 + ln 3

√
3

81 + ln 3
√

3
8

−∞−∞



Η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆1 = (0,
π

3 ] και γνησίως φθίνουσα στο ∆2 = [
π

3 , π)

f((0, π)) = f(∆1) ∪ f(∆2) = (−∞, 1 + ln 3
√

3
8 ]

iii ) • Στο ∆1 = (0,
π

3 ] η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα f(∆1) = (−∞, f(π3 )]

το 0 ∈ f(∆1) άρα υπάρχει μοναδικό x1 ∈ (0,
π

3 ) τέτοιο ώστε f(x1) = 0

• Στο∆2 = [
π

3 , π) η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα με f(π2 ) = 2⋅0+3⋅ln 1 = 0

άρα x2 =
π

2 η μοναδική ρίζα στο ∆2

iv ) ΄Εχουμε

I = ∫
π
2

π
6

(f(x) − 2συνx)συνxdx = ∫
π
2

π
6

3 ln(ημx)συνxdx

Θέτω u = ημx⇒ du = συνxdx

• Για x = π

6 ⇒ u = 1
2

• Για x = π

2 ⇒ u = 1

I = 3∫
1

1
2

ln udu = 3[u ln u − u]
1

1
2
= 3

2(ln 2 − ln e) = 3
2 ln 2

e


