
΄Ασκηση 58

Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = αx + β

x − α
, x ≠ α , g(x) = x+α , x ∈ R και h(x) = 1− 1

x
, x ≠ 0.

i ) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α, β ώστε f ○ g = h.

΄Εστω α = 1 , β = −2

ii ) Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη.

iii ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί το σύνολο τιμών της.

iv ) Να δείξετε ότι f−1 = f .

v ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f−1 (g(x)) = ημx έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (π

2 , π).

vi ) αʹ) Να βρείτε το ολοκλήρωμα K(λ) =
λ

∫
2

f−1(x)dx , λ > 1.

βʹ) Να βρείτε το όριο lim
λ→+∞

K(λ) + 2
∣λ + 1∣ .



Λύση

i ) Είναι Df = R − {α} και Dg = R

Df○g = {x ∈ R ∣ g(x) ≠ α} = {x ∈ R ∣ x + α ≠ α} = R − {0} =Dh

(f ○ g)(x) = f(g(x)) = α(x + α) + β

(x + α) − α
= αx + α2 + β

x
= α + α2 + β

x

Αφού h(x) = 1 − 1
x
για να ισχύει f ○ g = h για κάθε x ≠ 0 πρέπει

α = 1 και α2 + β = −1⇒ 1 + β = −1⇒ β = −2

ii ) Για α = 1 και β = −2 έχουμε f(x) = x − 2
x − 1 , x ≠ 1

έστω x1, x2 ∈ R − {1} με

f(x1) = f(x2) ⇒
x1 − 2
x1 − 1 =

x2 − 2
x2 − 1 ⇒

(x1 − 2)(x2 − 1) = (x2 − 2)(x1 − 1) ⇒

x1x2 − x1 − 2x2 + 2 = x1x2 − x2 − 2x1 + 2⇒

x1 = x2

άρα η f είναι 1-1, άρα αντιστρέφεται

iii ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο Df με f ′(x) = (x − 1) − (x − 2)
(x − 1)2 = 1

(x − 1)2

x
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΄Αρα η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (−∞, 1) και (1,+∞) και

f(A) = (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

iv ) Θέτω y = f(x) ⇒ y = x − 2
x − 1 ⇒ yx − y = x − 2⇒ x(y − 1) = y − 2 y ≠ 1⇒ x = y − 2

y − 1

άρα f−1(x) = x − 2
x − 1 , x ≠ 1

οπότε Df =Df−1 και f−1(x) = f(x) για κάθε x ≠ 1⇒ f = f−1

v ) f−1(g(x)) = ημx⇒ h(x) = ημx⇒ 1 − 1
x
− ημx = 0

Θέτω ϕ(x) = 1 − 1
x
− ημx , x ∈ [π2 , π]



• η ϕ είναι συνεχής στο [π2 , π] ως άθροισμα συνεχών

• ϕ(π

2) = 1 − 2
π
− 1 = − 2

π
< 0

• ϕ(π) = 1 − 1
π
− 0 = π − 1

π
> 0

άρα από Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (
π

2 , π) τέτοιο ώστε ϕ(x0) = 0

vi ) αʹ) K(λ) =
λ

∫
2

x − 2
x − 1dx =

λ

∫
2

(1 − 1
x − 1)dx = [x − ln ∣x − 1∣]

λ

2
= λ − ln(λ − 1) − 2.

βʹ) Είναι

lim
λ→+∞

K(λ) + 2
∣λ + 1∣

λ > 1= lim
λ→+∞

λ − ln(λ − 1) − 2 + 2
λ + 1 =

lim
λ→+∞

1 − ln(λ − 1)
λ

1 + 1
λ

= 1 − 0
1 + 0 = 1

διότι

lim
λ→+∞

ln(λ − 1)
λ

DLH= lim
λ→+∞

1
λ − 1

1 = lim
λ→+∞

1
λ − 1 = 0


