
΄Ασκηση 71

i ) ΄Εστω συνάρτηση f ∶ R→ R παραγωγίσιμη και κυρτή , η οποία έχει πλάγια ασύμπτωτη
στο +∞ την ευθεία y = λx+β, όπου λ > 0. Επίσης, το lim

x→+∞ f ′(x) υπάρχει στο R. Να
αποδείξετε ότι:

αʹ) lim
x→+∞ f(x) = +∞.

βʹ) lim
x→+∞ f ′(x) = λ.

γʹ) Ισχύει f(x) > λx + β κοντά στο +∞.

ii ) Δίνονται οι συναρτήσεις f, g ∶ R → R για τις οποίες ισχύει ε1 ∶ y = λ1x + β1 και

ε2 ∶ y = λ2x+β2 ασύμπτωτες, αντίστοιχα, των Cf και Cg στο +∞, όπου λ1, λ2, β1, β2 ∈ R
και λ2 > 0. Να αποδείξετε ότι η ευθεία y = λ1λ2x+λ1β2 +β1 είναι ασύμπτωτη της Cf○g
στο +∞.

iii ) ΄Εστω συνάρτηση f ∶ R → R κυρτή με f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R, που έχει ασύμπτωτη
την y = 2x − 1 στο +∞. Επίσης, συνάρτηση g ∶ R → R κυρτή με g′(x) > 0 για κάθε
x ∈ R, που έχει ασύμπτωτη την y = x στο +∞.

αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση φ = f ○ g είναι κυρτή.

βʹ) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→+∞

1

(x2ημ
1
x
− x) (φ(x) − 2x + 1)

.



Λύση

i ) αʹ) Αφού η y = λx + β είναι πλάγια ασύμπτωτη της f στο +∞ τότε lim
x→+∞

f(x)
x
= λ

Επομένως

lim
x→+∞ f(x) = lim

x→+∞(
f(x)

x
⋅ x) = λ ⋅ (+∞) λ > 0= +∞

βʹ) Επειδή υπάρχει το lim
x→+∞ f ′(x) στο R, τότε

λ = lim
x→+∞

f(x)
x
= lim

x→+∞
(f(x))′
(x)′ = lim

x→+∞ f ′(x)

γʹ) Θέτω ϕ(x) = f(x) − (λx + β) , x ∈ R⇒ ϕ′(x) = f ′(x) − λ

Επειδή η f είναι κυρτή, η f ′ είναι γνησίως αύξουσα, άρα ϕ′ γνησίως αύξουσα

με lim
x→+∞ϕ′(x) = lim

x→+∞ f ′(x) − λ = 0

Συνεπώς ϕ′(x) < 0, άρα η ϕ είναι γνησίως φθίνουσα στο R

Είναι lim
x→+∞ϕ(x) = lim

x→+∞ f(x)−(λx+β) = 0 και η ϕ είναι γνησίως φθίνουσα οπότε

ϕ(x) > 0⇒ f(x) − (λx + β) > 0⇒ f(x) > λx + β κοντά στο +∞

ii ) Είναι

λ = lim
x→+∞

f(g(x))
x

= lim
x→+∞(

f(g(x))
g(x) ⋅

g(x)
x
)

Επειδή λ2 > 0, ισχύει lim
x→+∞ g(x) = +∞. Θέτοντας u = g(x), το όριο γίνεται

λ = lim
u→+∞

f(u)
u
⋅ lim

x→+∞
g(x)

x
= λ1 ⋅ λ2

και

β = lim
x→+∞[f(g(x)) − (λ1λ2)x] = lim

x→+∞[f(g(x)) − λ1g(x) + λ1g(x) − λ1λ2x] =

lim
x→+∞[f(g(x)) − λ1g(x)] + λ1 lim

x→+∞[g(x) − λ2x] =

lim
u→+∞[f(u) − λ1u] + λ1β2 = β1 + λ1β2

΄Αρα η ασύμπτωτη της Cf○g στο +∞ είναι η ευθεία y = (λ1λ2)x + β1 + λ1β2

iii ) αʹ) Είναι Dφ = {x ∈Dg ∣ g(x) ∈Df} = {x ∈ R ∣ g(x) ∈ R} = R

Η φ(x) = f(g(x)) στο R είναι παραγωγίσιμη με φ′(x) = f ′(g(x)) ⋅ g′(x)

΄Εστω x1, x2 ∈ R με x1 < x2



• Επειδή η g είναι κυρτή, η g′ είναι γνησίως αύξουσα και g′(x) > 0 άρα

0 < g′(x1) < g′(x2) (1)

• Είναι g′(x) > 0 άρα η g είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για x1 < x2 ισχύει

g(x1) < g(x2)

• Επειδή η f είναι κυρτή, η f ′ είναι γνησίως αύξουσα και f ′(x) > 0, άρα

g(x1) < g(x2) ⇒ 0 < f ′(g(x1)) < f ′(g(x2)) (2)

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (1) και (2) προκύπτει

f ′(g(x1)) ⋅ g′(x1) < f ′(g(x2)) ⋅ g′(x2) ⇒ φ′(x1) < φ′(x2)

΄Αρα η φ′ είναι γνησίως αύξουσα στο R, συνεπώς η φ είναι κυρτή στο R

βʹ) Σύμφωνα με το ερώτημα (ii), οι ασύμπτωτες των Cf , Cg στο +∞ είναι αντίστοιχα
οι ευθείες y = λ1x + β1 με λ1 = 2, β1 = −1 και y = λ2x + β2 με λ2 = 1, β2 = 0.

Η ασύμπτωτη της φ = f ○ g στο +∞ είναι η ευθεία y = λx + β με

λ = λ1 ⋅ λ2 = 2 ⋅ 1 = 2

β = λ1β2 + β1 = 2 ⋅ 0 + (−1) = −1

΄Αρα η ευθεία (ε) ∶ y = 2x − 1 είναι η ασύμπτωτη της Cφ στο +∞, οπότε

lim
x→+∞[φ(x) − (2x − 1)] = 0

Επειδή η φ είναι κυρτή στο R και έχει πλάγια ασύμπτωτη στο +∞, από το ερώτημα
(i) ισχύει φ(x) > 2x − 1 κοντά στο +∞.

Επομένως

φ(x) − 2x + 1 > 0 Ô⇒ lim
x→+∞

1
φ(x) − 2x + 1 = +∞

Είναι

lim
x→+∞(x

2
ημ

1
x
− x) u = 1

x= lim
u→0+
(ημu

u2 −
1
u
) = lim

u→0+
ημu − u

u2
DLH= συνu − 1

2u
= 0

΄Ομως, για x > 0 έχουμε ημx < x
x→ 1

x⇒ ημ
1
x
< 1

x
⇒ x2ημ

1
x
< x⇒ x2ημ

1
x
− x < 0

άρα

lim
x→+∞

1

(x2ημ
1
x
− x) (φ(x) − 2x + 1)

=

lim
x→+∞

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

x2ημ
1
x
− x
⋅ 1
φ(x) − 2x + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= (−∞)(+∞) = −∞


