
΄Ασκηση 77

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (x2 + αx)eβx , x ∈ R , α, β ∈ R , β ≠ 0.

i ) Να δείξετε ότι η f έχει δύο κρίσιμα σημεία x1, x2.

ii ) Αν ισχύει x1x2 = −2 και x1 + x2 = 0 να βρεθούν τα α,β.

΄Εστω α = 2 , β = −1

iii ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί το σύνολο τιμών της.

iv ) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα, τις θέσεις των σημείων καμπής και να
δείξετε ότι είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία x = 1.

v ) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον άξονα x′x και τις

ευθείες x = 0 , x = 1.

vi ) Να αποδείξετε ότι
1

∫
0

1
(x + 2)2

F (x)dx = −1
3F (1) +

e − 2
e
, όπου F μία αρχική της f με

F (0) = 0.



Λύση

i ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο R άρα κρίσιμα είναι τα σημεία όπου f ′(x) = 0. Είναι

f ′(x) = (2x + α)eβx + (x2 + αx)βeβx = eβx [βx2 + (αβ + 2)x + α]

∆ = (αβ + 2)2 − 4αβ = α2β2 + 4αβ + 4 − 4αβ = α2β2 + 4 > 0

άρα η f ′(x) = 0 έχει δύο ρίζες άνισες x1, x2, άρα η f έχει δύο κρίσιμα σημεία

ii ) Είναι

• x1 + x2 = −
αβ + 2
β
= 0⇒ αβ + 2 = 0⇒ αβ = −2

• x1x2 =
α

β
= −2⇒ α = −2β

οπότε (−2β) ⋅ β = −2⇒ β2 = 1.

• Αν β = 1 τότε α = −2.

• Αν β = −1 τότε α = 2.

iii ) Είναι f(x) = (x2 + 2x)e−x και f ′(x) = e−x(−x2 + 2)

f ′(x) = 0⇒ x2 = 2⇒ x = ±
√
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iv ) f ′′(x) = e−x(x2 − 2x − 2)

f ′′(x) = 0⇒ x = 1 ±
√
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Είναι
x3 + x4

2 = 1 −
√
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√

3
2 = 1, άρα οι θέσεις των σημείων καμπής είναι συμμε-

τρικές ως προς την ευθεία x = 1

v ) Στο [0,1] είναι x2 + 2x ≥ 0, άρα f(x) ≥ 0

E = ∫
1

0
(x2+2x)e−xdx = ∫

1

0
(x2+2x)(−e−x)′dx = [−(x2+2x)e−x]

1

0
+∫
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0
(2x+2)e−xdx =

−3e−1 + ∫
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(2x + 2)(−e−x)′dx = −3e−1 + [−(2x + 2)e−x]
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2e−xdx =

−3e−1 − 4e−1 + 2 + [−2e−x]
1

0
= −7e−1 + 2 − 2e−1 + 2 = 4 − 9e−1 = 4e − 9

e

vi ) ΄Εχουμε
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