
΄Ασκηση 78

΄Εστω συνεχής συνάρτηση f ∶ R → R για την οποία ισχύει (ex − 1)f(x) − x = ημx για κάθε
x ∈ R.

i ) Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f .

΄Εστω f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ημx + x
ex − 1 , x ≠ 0

2 , x = 0
.

ii ) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η εφαπτομένη της Cf στο σημείο A(0,2) και να βρεθεί η
εξίσωσή της.

iii ) Να δείξετε ότι f(x) > 0 για κάθε x ∈ R.

iv ) Να δείξετε ότι f(R) = (0,+∞).

v ) αʹ) Να αποδείξετε ότι

π
6

∫
0

f(−συνx)
f(συνx) dx >

π + 3
6 .

βʹ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ∫
1

−1

x + ημx
f(x) + f(−x)dx.

vi ) Να αποδείξετε ότι F (x) + F (−x) ≤ 2F (0) για κάθε x ∈ R, όπου F αρχική της f .



Λύση

i ) Για x ≠ 0 έχουμε
(ex − 1)f(x) = ημx + x⇒ f(x) = ημx + x

ex − 1
Επειδή η f είναι συνεχής στο x = 0

f(0) = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

ημx + x
ex − 1

DLH= lim
x→0

συνx + 1
ex

= 2

΄Αρα f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ημx + x
ex − 1 , x ≠ 0

2 , x = 0

ii ) Είναι

f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)
x − 0 = lim

x→0

ημx + x
ex − 1 − 2

x
= lim

x→0

ημx + x − 2ex + 2
x(ex − 1) =

lim
x→0

ημx + x − 2ex + 2
xex − x

DLH= lim
x→0

συνx + 1 − 2ex

ex + xex − 1
DLH= lim

x→0

−ημx − 2ex

ex + ex + xex
= −1

άρα f ′(0) = −1 και η εξίσωση της εφαπτομένης είναι

y − f(0) = f ′(0)(x − 0) ⇒ y − 2 = −1 ⋅ x ⇐⇒ y = −x + 2

iii ) Για x > 0 είναι ex − 1 > 0 και ∣ημx∣ < x⇔−x < ημx < x⇔ ημx + x > 0 άρα f(x) > 0

Για x < 0 είναι ex − 1 < 0 και ∣ημx∣ < −x⇔ x < ημx < −x⇔ ημx + x < 0 άρα f(x) > 0

και f(0) = 2 > 0 άρα ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ R

iv ) Είναι
lim

x→+∞ f(x) = lim
x→+∞

ημx + x
ex − 1 = lim

x→+∞
x

ex − 1 ⋅ (
ημx

x
+ 1) = 0

διότι

• −1
x
≤ ημx

x
≤ 1
x
με lim

x→+∞
1
x
= 0 οπότε από ΚΠ lim

x→+∞
ημx

x
= 0 και

• lim
x→+∞ f(x) = lim

x→+∞(
x

ex − 1)
DLH= lim

x→+∞
1
ex
= 0

Είναι

lim
x→−∞ f(x) = lim

x→−∞
ημx + x
ex − 1 = lim

x→−∞
1

ex − 1(ημx + x) = +∞

• lim
x→−∞(ημx + x) = lim

x→−∞x(
ημx

x
+ 1) = −∞ ⋅ 1 = −∞ και

• lim
x→−∞(e

x − 1) = −1



Η f είναι συνεχής στο R με f(x) > 0 για κάθε x ∈ R. Αφού lim
x→+∞ f(x) = 0 και

lim
x→−∞ f(x) = +∞ η f παίρνει όλες τις τιμές στο διάστημα (0,+∞) οπότε το σύνολο
τιμών είναι f(R) = (0,+∞)

v ) αʹ) Είναι

f(−x) = ημ(−x) − x
e−x − 1 = −(ημx + x)1 − ex

ex

= exημx + x
ex − 1 = e

xf(x)

άρα

f(−συνx)
f(συνx) = e

συνx

Είναι ex ≥ x+1 και το = για x = 0, άρα eσυνx ≥ συνx+1 και το = μόνο για συνx = 0

Επομένως
π
6

∫
0

f(−συνx)
f(συνx) dx =

π
6

∫
0

eσυνxdx >

π
6

∫
0

(συνx + 1)dx

π
6

∫
0

(συνx + 1)dx = [ημx + x]
π
6

0
= 1

2 +
π

6 =
3 + π

6

Συνεπώς
π
6

∫
0

f(−συνx)
f(συνx) dx >

π + 3
6

βʹ) Είναι x + ημx = (ex − 1)f(x) και f(−x) = exf(x)

άρα ο παρονομαστής γίνεται f(x) + f(−x) = f(x) + exf(x) = f(x)(1 + ex)

I = ∫
1

−1

x + ημx
f(x) + f(−x)dx = ∫

1

−1

(ex − 1)f(x)
(ex + 1)f(x)dx = ∫

1

−1

ex − 1
ex + 1dx

I = ∫
0

−1

ex − 1
ex + 1dx + ∫

1

0

ex − 1
ex + 1dx

Στο πρώτο ολοκλήρωμα I1 = ∫
0

−1

ex − 1
ex + 1dx θέτουμε u = −x, οπότε dx = −du

• Για x = −1⇒ u = 1

• Για x = 0⇒ u = 0

΄Αρα

I1 = ∫
0

1

e−u − 1
e−u + 1(−du) = ∫

1

0

1
eu − 1
1

eu + 1
du = ∫

1

0

1−eu

eu

1+eu

eu

du = ∫
1

0

1 − eu

1 + eu
du



οπότε

I = ∫
1

0

1 − ex

1 + ex
dx + ∫

1

0

ex − 1
ex + 1dx

I = ∫
1

0
(1 − ex

1 + ex
+ e

x − 1
ex + 1)dx = ∫

1

0

1 − ex + ex − 1
1 + ex

dx = ∫
1

0
0dx = 0

vi ) Θέτω g(x) = F (x) + F (−x) , x ∈ R

Η g είναι παραγωγίσιμη στο R με g′(x) = f(x)−f(−x) = f(x)−exf(x) = f(x)(1−ex)

x

g′

g

−∞ 0 +∞

+ 0 −

ΟΜ

2F (0)

Η g παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο x = 0 άρα για κάθε x ∈ R ισχύει

g(x) ≤ g(0) ⇒ F (x) + F (−x) ≤ 2F (0)


