
΄Ασκηση 79

Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ex + x − 1 , x ∈ R και g(x) = ημx , x ∈ [0,2π].

i ) Να ορίσετε τη συνάρτηση φ = f ○ g.

ii ) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της φ.

iii ) Να λυθεί η εξίσωση eημx = 1 − ημx στο [0,2π].

΄Εστω Φ αρχική της φ

iv ) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της Φ και να δείξετε ότι Φ(x) ≤ Φ(π) για κάθε x ∈ [0, 2π].

v ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ ∈ (π,2π) τέτοιο, ώστε
2π

∫
π

Φ(x)dx = π ⋅Φ(ξ).

vi ) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→π
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Λύση

i ) Είναι
Dφ = {x ∈Dg ∣ g(x) ∈Df} = {x ∈ [0,2π] ∣ ημx ∈ R} = [0,2π]

και

φ(x) = f(g(x)) = eημx + ημx − 1

ii ) Η φ είναι παραγωγίσιμη στο (0,2π) με

φ′(x) = (eημx + ημx − 1)′ = συνx ⋅ eημx + συνx = συνx(eημx + 1)

φ′(x) = 0⇔ συνx = 0
x ∈ [0, 2π]
⇒ x = π2 , x =

3π
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Επομένως φ(A) = [1
e
− 2, e]

iii ) Είναι
eημx + ημx − 1 = 0⇔ φ(x) = 0

Παρατηρώ ότι

φ(0) = φ(π) = φ(2π) = 0

και φ γνησίως μονότονη στα διαστήματα [0, π2 ] , [
π

2 ,
3π
2 ] , [

3π
2 ,2π] άρα η εξίσωση

φ(x) = 0 έχει ακριβώς 3 ρίζες, τις x = 0, x = π,x = 2π

iv ) Αφού Φ αρχική της φ, τότε Φ παραγωγίσιμη και ισχύει Φ′(x) = φ(x), άρα κρίσιμα
σημεία είναι τα εσωτερικά σημεία όπου Φ′(x) = 0⇒ φ(x) = 0

x ∈ (0, 2π)
⇒ x = π
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Επειδή η Φ παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο π, ισχύει Φ(x) ≤ Φ(π) για κάθε x ∈ [0, 2π].

v ) Στο διάστημα [π, 2π] η Φ είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα (αφού Φ′(x) = φ(x) ≤ 0
για x ∈ [π,2π]). Για κάθε x ∈ [π,2π] έχουμε

π ≤ x ≤ 2π⇔ Φ(2π) ≤ Φ(x) ≤ Φ(π)

και το = μόνο για x = 2π και x = π αντίστοιχα, άρα

∫
2π

π
Φ(2π)dx < ∫
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π
Φ(x)dx < ∫
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Φ(π)dx

(2π − π)Φ(2π) < ∫
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Φ(2π) < 1
π ∫
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Φ(x)dx < Φ(π)

Επειδή
1
π ∫

2π

π
Φ(x)dx ∈ (Φ(2π),Φ(π)) από ΘΕΤ για την Φ στο [π,2π] υπάρχει ένα

τουλάχιστον ξ ∈ (π,2π) τέτοιο ώστε

Φ(ξ) = 1
π ∫

2π

π
Φ(x)dx⇔∫

2π

π
Φ(x)dx = πΦ(ξ)

και Φ γνησίως φθίνουσα στο [π,2π], άρα το ξ είναι μοναδικό

vi ) Είναι Φ′′(x) = φ′(x) = συνx(eημx + 1)
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Η εφαπτομένη της CΦ στο A(
π

2 ,Φ(
π

2)) είναι η

y −Φ(π2) = Φ′ (π2)(x −
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2) ⇒ y = Φ(π2) + e(x −
π

2)

Η Φ είναι κοίλη στο [π2 ,
3π
2 ], η CΦ βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη, άρα

Φ(x) ≤ Φ(π2) + e(x −
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και το = μόνο για x = π2 άρα κοντά στο
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άρα
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και

−1 ≤ ημ 2026
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άρα από το Κριτήριο Παρεμβολής προκύπτει
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