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Δύο διάδρομοι πλάτους α m και β m τέμνονται κάθετα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.
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i ) Αν ισχύει 0 < β < α, lim
θ→π

2

(O∆ +∆B) = 8 και lim
x→0

ημ(βx)
x

= 1 να δείξετε ότι α = 8 και

β = 1.

Θέλουμε να μεταφέρουμε μια σκάλα από τους διαδρόμους, η οποία να μπορεί να περάσει

(στρίψει) την ορθή γωνία O που δημιουργούν οι διάδρομοι.

ii ) Να αποδείξετε ότι η απόσταση (AB) δίνεται από τη συνάρτηση

f(θ) = 8
ημθ
+ 1
συνθ

, 0 < θ < π2

iii ) Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει μοναδικό ολικό ελάχιστο και μετά να βρείτε το
μέγιστο μήκος της σκάλας που μπορεί να στρίψει στη γωνία O.

iv ) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της
h(θ) = ηµθ ⋅ f(θ) , θ ∈ [π6 ,

π

3 ] και τον άξονα x
′x.
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Λύση

i ) Από το ορθογώνιο τρίγωνο O∆B έχουμε

εφθ = O∆
∆B =

α

∆B ⇒∆B = α

εφθ
= ασυνθ
ημθ

οπότε

lim
θ→π

2

(O∆ +∆B) = lim
θ→π

2

(α + ασυνθ
ημθ
) = α + α ⋅ 01 = α⇒ α = 8

lim
x→0

ημ(βx)
x

= lim
x→0
(β ⋅ ημ(βx)

βx
) = β ⋅ 1 = β ⇒ β = 1

ii ) Το συνολικό μήκος της σκάλας είναι (AB) = (AO) + (OB)

• Στο ορθογώνιο τρίγωνο AΓO έχουμε

συνθ = ΓO
AO
= 1
AO
⇒ AO = 1

συνθ

• Στο ορθογώνιο τρίγωνο O∆B έχουμε

ημθ = O∆
OB
= 8
OB
⇒ OB = 8

ημθ

άρα

f(θ) = (OB) + (AO) = 8
ημθ
+ 1
συνθ

, 0 < θ < π2

iii ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, π2) με

f ′(θ) = −8συνθ
ημ2θ

+ ημθ
συν2θ

= ημ
3θ − 8συν3θ
ημ2θ ⋅ συν2θ

f ′(θ) = 0⇒ ημ3θ = 8συν3θ⇒ εφ3θ = 8⇒ εφθ = 2

Επειδή η εφθ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, π2) και 2 ∈ f ((0,
π

2)) = (0,+∞) υπάρχει

μοναδικό θ0 ∈ (0,
π

2) με εφθ0 = 2

Για 0 < θ < θ0⇒ εφθ < 2⇒ f ′(θ) < 0

Για
π

2 > θ > θ0⇒ εφθ > 2⇒ f ′(θ) > 0.
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Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για θ = θ0. Το μέγιστο μήκος σκάλας που μπορεί να

στρίψει ισούται με το f(θ0)

Είναι εφθ0 = 2 οπότε

συν
2θ0 =

1
1 + εφ2θ0

= 1
1 + 4 =

1
5 ⇒ συνθ0 =

1√
5

ημ
2θ0 =

εφ2θ0

1 + εφ2θ0
= 4

5 ⇒ ημθ0 =
2√
5

΄Αρα

f(θ0) =
8
2√
5

+ 1
1√
5

= 4
√

5 +
√

5 = 5
√

5 m

iv ) Είναι

h(θ) = ημθ ⋅ ( 8
ημθ
+ 1
συνθ

) = 8 + ημθ
συνθ

= 8 + εφθ

Επειδή θ ∈ [π6 ,
π

3 ] είναι h(θ) > 0, άρα

E =

π
3

∫
π
6

h(θ)dθ =

π
3

∫
π
6

(8 + εφθ)dθ =

π
3

∫
π
6

8dθ +

π
3

∫
π
6

ημθ

συνθ
dθ =

8(π3 −
π

6) − [ln(συνθ)]
π
3
π
6
= 4π

3 − (ln(συν
π

3) − ln(συνπ6)) =

4π
3 − ln(1

2) + ln(
√

3
2 ) =

4π
3 + ln
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