
 

Θέματα από ΙΕΠ Παράγραφος 3.3 Έλλειψη 

 

Θέμα 2 
 
20658 (Μονάδεσ 8 – 8 – 9) 

Δίνεται θ ζλλειψθ  c  με εξίςωςθ  

2 2
  

1
4 16

x y
. 

α) Να δικαιολογιςετε ότι  4 ,  2  και  2 3 . 

β) Να βρείτε τα μικθ των αξόνων και τισ εςτίεσ τθσ ζλλειψθσ  c . 

γ) Να ςχεδιάςετε τθν ζλλειψθ  c  και τον κφκλο  
2 2

16x y  ςτο ίδιο ςφςτθμα αξόνων. 

 
20718 (Μονάδεσ 8  – 8 – 9) 

Δίνεται θ ζλλειψθ C  με εξίςωςθ 
2 2

1
9 25
 

x y
. 

α) Να βρείτε τισ εςτίεσ τθσ. 
β) Να ςχεδιάςετε τθν ζλλειψθ C  ςε ορκοκανονικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. 
γ) Να ςχεδιάςετε ςτο ίδιο ορκοκανονικό ςφςτθμα τισ εφαπτόμενεσ ςτισ κορυφζσ τθσ C  και να γράψετε 

τισ εξιςϊςεισ τουσ.   
 
 
20865 (Μονάδεσ 14 – 11) 

Δίνονται οι ελλείψεισ 𝐶1: 𝑥2 + 4𝑦2 = 4 , 𝐶2 : 
𝑥2

16
+

𝑦2

4
= 1 

και οι γραφικζσ τουσ παραςτάςεισ ςτο παρακάτω ςχιμα. 
α) Να βρείτε τα μικθ των αξόνων και τισ εςτίεσ των δφο 

ελλείψεων. 
β) Από το ςχιμα φαίνεται ότι οι δφο ελλείψεισ ζχουν τθν 

ίδια εκκεντρότθτα. Να αποδείξετε ότι αυτό είναι 
αλθκζσ. 

 
 
20883 (Μονάδεσ 12 – 13) 
Δίνεται θ εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ C: 16x2 + 25y2 = 400.  
α) Να βρείτε τα μικθ ΒΒ’, ΑΑ’ του μικροφ και τον μεγάλου άξονα τθσ ζλλειψθσ, κακϊσ και τισ εςτίεσ τθσ Ε 

και Ε’.                                            
β) Αν Ε’(-3,0) και Ε(3,0), να γράψετε τθν εξίςωςθ τθσ παραβολισ που ζχει εςτία το ςθμείο Ε’ και 

διευκετοφςα τθν ευκεία  που διζρχεται από το Ε και είναι παράλλθλθ ςτον άξονα y’y.                                                                                             
 
21308 (Μονάδεσ 9 – 8 – 8) 

Σε καρτεςιανό επίπεδο Οxy δίνεται θ ζλλειψθ 
𝑥2

25
+

𝑦2

16
  = 1. Να βρείτε: 

α) Τισ ςυντεταγμζνεσ των εςτιϊν Ε και Εϋ τθσ ζλλειψθσ και τθν απόςταςι τουσ.  
β) Το μικοσ του μικροφ άξονα και το μικοσ του μεγάλου άξονα τθσ ζλλειψθσ.  
γ) Τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ (ε) τθσ ζλλειψθσ ςτο ςθμείο τθσ 𝛣(0,4).  

 
 
21647 (Μονάδεσ 10  – 7 – 8) 
Η ζλλειψθ C  ζχει εςτίεσ τα ςθμεία (4,0), ( 4,0)  ΄  και μεγάλο άξονα 10. Να βρείτε: 

α) τθν εξίςωςθ τθσ C . 
β) τθν εκκεντρότθτά τθσ C . 

γ) τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ C  ςτο ςθμείο τθσ 
9

(4, )
5

 .  



 

21648 (Μονάδεσ 10 – 8 – 7) 

Η ζλλειψθ C  ζχει εςτίεσ τα ςθμεία (3,0), ( 3,0)  ΄  και διζρχεται από το ςθμείο 
12

(4, )
5

 .  

α) Να αποδείξετε ότι το μικοσ του μεγάλου άξονα είναι 10. 
β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ C . 

γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ C  ςτο ςθμείο τθσ 
12

(4, )
5

 .  

Δίνεται ότι 1369 37  

 
 
22168 (Μονάδεσ 10 – 10 – 5) 

 Δίνονται θ παραβολι y2 = 2px και θ ζλλειψθ 
x2

α2
+

y2

β2 =1. 

α) Αν θ παραβολι διζρχεται από το ςθμείο Α(1,2), να βρείτε: 

i. Τθν εξίςωςθ τθσ παραβολισ. 

ii. Τθν εςτία Ε τθσ παραβολισ.               
β) Να βρεκεί θ εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ με κζντρο το Ο, αν θ μια εςτία τθσ είναι το ςθμείο  Ε(1,0) και ο 
μεγάλοσ άξονασ τθσ ζχει μικοσ ίςο με 4.                                                                                            
 
 
22192 (Μονάδεσ 10 – 5 – 10) 

Δίνεται θ ζλλειψθ (C) με εξίςωςθ:  
x2

225
+

y2

81
= 1      (1) 

 

α) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των εςτιϊν Ε και Εϋ. 
β) Να αποδείξετε ότι το ςθμείο Β 0,9  είναι ςθμείο τθσ ζλλειψθσ. 
γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ζλλειψθσ ςτο ςθμείο τθσ Β 0,9 . 
 
 
22268 (Μονάδεσ 15 – 10) 

Δίνεται θ εξίςωςθ   
𝜒2

9
  +  

𝑦2

4
 = 1 (1). 

α) Να γράψετε ςτο τετράδιό ςασ ςυμπλθρωμζνθ τθν παρακάτω πρόταςθ :  
«Τα ςθμεία του επιπζδου που επαλθκεφουν τθν εξίςωςθ (1) βρίςκονται ςε μια καμπφλθ που ονομάηεται  
……………….. Οι  εςτίεσ τθσ Ε και Ε’ , ζχουν  ςυντεταγμζνεσ Ε(….., …..) και Ε’(….., …..) . Το μικοσ του 
μεγάλου άξονα είναι ίςο με ….. και θ εκκεντρότθτα τθσ  είναι ίςθ με ………». 
β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ ε θ οποία εφάπτεται ςτθν καμπφλθ που περιγράφει θ εξίςωςθ (1), 

ςτο ςθμείο τθσ Β(0,-2).  
 
 
22556 (Μονάδεσ 10 – 10 – 5) 
Η ζλλειψθ του διπλανοφ ςχιματοσ ζχει κορυφζσ τα 
ςθμεία Α′ −5 , 0 , Α 5 , 0 , Β′ 0 , −4   και  B(0 , 4).  
α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Τα μικθ των αξόνων τθσ ζλλειψθσ είναι 
 Α′Α = 10 και   Β′Β =8 .        

ii. Οι εςτίεσ τθσ ζλλειψθσ είναι τα ςθμεία 
Ε′ −3 , 0  και  Ε 3 , 0 .                

β)  Ζςτω Μ ζνα ςθμείο τθσ ζλλειψθσ. Να αποδείξετε 
ότι  ΜΕ′ +  ΜΕ = 10.    

 
 
 
 



 

22558 (Μονάδεσ 12 – 8 – 5) 
Η ζλλειψθ του διπλανοφ ςχιματοσ ζχει εςτίεσ τα ςθμεία 
Ε′(−2 , 0)  και Ε(2 , 0) και μικοσ μεγάλου άξονα 
 Α′Α  = 8. 

α) Να αποδείξετε ότι θ ζλλειψθ ζχει εξίςωςθ  
x2

16
 +  

y2

12
 = 1 .                                

β) Ζςτω Σ και Ρ τα ςθμεία τθσ ζλλειψθσ που ζχουν τθν ίδια 
τετμθμζνθ με τθν εςτία Ε(2 , 0). Επίςθσ το  Σ ζχει κετικι 
τεταγμζνθ και το Ρ αρνθτικι τεταγμζνθ. 

i. Να αποδείξετε ότι Σ 2 , 3  και  Ρ 2 , −3  .  

ii. Να βρείτε το μικοσ του τμιματοσ  ΣΡ .               
 

 
 
 

22564 (Μονάδεσ 10 – 10 – 5) 

Δίνονται οι ελλείψεισ  C1:
𝑥2

12
+

𝑦2

6
= 1 και  C2:

𝑥2

6
+

𝑦2

12
= 1.         

α) Να αποδείξετε ότι τα ςθμεία Α 2,2  και Β(−2,2) ανικουν 
και ςτισ δφο ελλείψεισ.  
β) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ε1 τθσ 

ζλλειψθσ C1 ςτο ςθμείο Α και θ  εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ 
ε2 τθσ ζλλειψθσ C2 ςτο ςθμείο Β είναι αντίςτοιχα 

𝑥 + 2𝑦 − 6 = 0  και  −2𝑥 + 𝑦 − 6 = 0  . 
γ) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτομζνεσ ε1, ε2 είναι κάκετεσ.                      
  

 
 
 
 
 

 

Θέμα 4 
 
20666 (Μονάδεσ 10 – 8 – 7) 
Η τροχιά τθσ Γθσ γφρω από τον Ήλιο είναι μια 
ζλλειψθ με μία εςτία τον Ήλιο. Η ελάχιςτθ 
απόςταςθ του κζντρου τθσ Γθσ από το κζντρο του 
Ήλιου είναι 𝛲𝛨 =  147,5 εκατομμφρια 𝐾𝑚 και θ 
μζγιςτθ 𝛢𝛨 =  152,5 εκατομμφρια 𝐾𝑚. Στο 
ςχιμα κεωροφμε ότι τα ςθμεία 𝛨 και 𝛤 είναι τα 
κζντρα του Ήλιου και τθσ Γθσ αντίςτοιχα. 
Θεωροφμε ορκογϊνιο ςφςτθμα αξόνων με αρχι 
το μζςο του 𝛨𝛦 και 𝑥′𝑥 τον μεγάλο άξονα τθσ 
ζλλειψθσ, ενϊ ο άξονασ 𝑦′𝑦 είναι θ μεςοκάκετοσ του 𝛨𝛦.  
α) Να αποδείξετε  𝛲𝛢 = 300 εκατομμφρια 𝐾𝑚,  𝐻𝐸 = 5 εκατομμφρια 𝐾𝑚 και ότι θ εκκεντρότθτα τθσ 

ζλλειψθσ είναι 𝜀 =
1

60
. 

β) Για μια τυχαία κζςθ τθσ Γθσ πάνω ςτθν ελλειπτικι τροχιά, να υπολογίςετε τθν περίμετρο του τριγϊνου 

𝛨𝛤𝛦.  

γ) Αν ονομάςουμε 𝑡′𝑡 τθν εφαπτομζνθ ευκεία τθσ ζλλειψθσ ςτο 𝛤, να αποδείξετε ότι οι γωνίεσ  𝑡′𝛤 𝐻  και 

𝑡𝛤 𝐸 είναι ίςεσ. 
 
 
 



 

20722 (Μονάδεσ 6 – 7 – 6 – 6) 
Ζςτω ( , ) x y  μεταβλθτό ςθμείο του επιπζδου για το οποίο ιςχφει ( ) ( ) 10   ΄ , όπου Ε(3,0) και 

Εϋ(-3,0).  
α) Να βρείτε το είδοσ τθσ καμπφλθσ C  πάνω ςτθν οποία κινείται το ςθμείο   και να γράψετε τθν 

εξίςωςι τθσ, αιτιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ.  
 

Ζςτω 
2 2

: 1
25 16

 
x y

C  και ( ) : 3 5 25  x y . 

β) Να αποδείξετε ότι C  και ( )  ζχουν ζνα μόνο κοινό ςθμείο   και να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του 

ςθμείου  . 
γ) Να ερμθνεφςετε γραφικά το ςυμπζραςμα του ερωτιματοσ β) και να ςχεδιάςετε ςτο ίδιο 

ορκοκανονικό ςφςτθμα τθν ζλλειψθ C  και τθν ευκεία  . 

δ) Να ςχεδιάςετε τθ διχοτόμο τθσ γωνίασ ˆ΄  και να βρείτε τθν εξίςωςι τθσ .  
 
20726 (Μονάδεσ 10 – 5 – 10) 
Ζνασ καταςκευαςτισ μπιλιάρδων κζλει να καταςκευάςει ζνα ελλειπτικό μπιλιάρδο όπωσ αυτό του 
παρακάτω ςχιματοσ (ςχιμα 1). Το περίγραμμα του μπιλιάρδου είναι ζλλειψθ με εςτίεσ τα ςθμεία 

(3,0)  και ( 3,0) ΄ . Η μοναδικι τρφπα του μπιλιάρδου ζχει ςχιμα κφκλου (ο μαφροσ κφκλοσ ςτο 

ςχιμα 1) με κζντρο το ςθμείο ΄ . Για να ςχεδιάςει ο καταςκευαςτισ το περίγραμμα του μπιλιάρδου 
πάνω ςε μία ξφλινθ επίπεδθ επιφάνεια, τοποκζτθςε ςτα ςθμεία   και ΄  δφο καρφιά ςτα οποία ζδεςε 
τισ άκρεσ ενόσ ςχοινιοφ μικουσ 10 μονάδων μικουσ. Στθ ςυνζχεια με ζνα μολφβι διατθροφςε το ςχοινί 
τεντωμζνο, ϊςτε αυτό, κατά τθν κίνθςι του, να διαγράψει ζλλειψθ C  όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω 
(ςχιμα 2). 
α) Να βρείτε τα μικθ του μεγάλου και του μικροφ άξονα τθσ ζλλειψθσ C . 
β) Να γράψετε τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ C  και να βρείτε τθν εκκεντρότθτά τθσ. 
γ) Ζνασ παίκτθσ τοποκετεί μια άςπρθ μπάλα (ο άςπροσ κφκλοσ ςτο ςχιμα 1) ακριβϊσ ςτο ςθμείο  . 

Σκοπεφει να χτυπιςει τθν άςπρθ μπάλα ϊςτε αφοφ αυτι προςκροφςει πρϊτα ςτο ελλειπτικό 
περίγραμμα του μπιλιάρδου, ςτθ ςυνζχεια να πζςει ςτθν τρφπα. Αν κεωριςουμε ότι ο παίκτθσ κα 
χτυπιςει με όςθ δφναμθ απαιτείται για να φτάςει θ μπάλα ςτθν τρφπα και το χτφπθμα κα είναι ςτο 
κζντρο τθσ μπάλασ ϊςτε αυτι να κυλά χωρίσ να περιςτρζφεται, να βρείτε ςε ποιο ςθμείο τθσ 

ζλλειψθσ C  πρζπει να ςθμαδζψει, ϊςτε με ζνα μόνο χτφπθμα θ μπάλα να μπει ςτθν τρφπα: 
1) μόνο ςτα άκρα του μεγάλου άξονα 
2) μόνο ςτα άκρα του μικροφ άξονα 
3) μόνο ςτα άκρα του μικροφ άξονα και ςτο ζνα άκρο του μεγάλου άξονα 

4) ςε οποιοδιποτε ςθμείο τθσ C  εκτόσ από το ζνα άκρο του μεγάλου άξονα 
Επιλζξτε τθ μοναδικι ςωςτι απαντιςεισ αιτιολογϊντασ τθν απάντθςι  ςασ. 

  

 
                              Σχιμα 1 

 M

 E E΄

 
 

 

 

                       Σχιμα 2 

 



 

22273 (Μονάδεσ 12 – 13) 

Δίνεται θ ζλλειψθ με εξίςωςθ   
𝑥2

9
  +  

𝑦2

4
 = 1 (1). 

α) Να προςδιορίςετε δικαιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ τισ ςυντεταγμζνεσ : 
i. Των ςθμείων που θ ζλλειψθ τζμνει τουσ άξονεσ x’x και y’y. 

ii. Των εςτιϊν Ε και Ε’ τθσ ζλλειψθσ. 
β) Να βρείτε τισ εξιςϊςεισ των ευκειϊν που διζρχονται από το ςθμείο Α(0 , 4) και εφάπτονται ςτθ 
καμπφλθ που περιγράφει θ εξίςωςθ (1).  
 
21655 (Μονάδεσ 8 – 7 – 5 – 5) 
Στο διπλανό ςχιμα δίνεται θ ζλλειψθ C  με κζντρο 
το (0,0) , εςτίεσ τα ςθμεία , ΄  και κορυφζσ τα 

ςθμεία (5,0), ( 5,0), ,    ΄ ΄ . Αν είναι γνωςτό 

ότι το τετράπλευρο  ΄ ΄  είναι τετράγωνο, να 
βρείτε:  
α) τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων , , ,   ΄ ΄ .  

β) τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ C . 
γ) Ζςτω   τυχαίο ςθμείο τθσ C , που δεν 
ταυτίηεται με κάποιο από τα , ΄ .  

i. να αποδείξετε ότι όλα τα τρίγωνα ΄  
ζχουν τθν ίδια περίμετρο τθν οποία να 
προςδιορίςετε. 
ii. να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του   για τισ οποίεσ το εμβαδόν του τριγϊνου ΄  παίρνει τθ 

μζγιςτθ τιμι του, τθν οποία και να προςδιορίςετε. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


