
 

Θέματα από ΙΕΠ Παράγραφος 3.4 Υπερβολή 

 

Θέμα 2 
 
16128 (Μονάδεσ 10 – 5 – 10) 

Δίνεται θ υπερβολι  𝐶 :
𝑥2

16
−

𝑦2

9
= 1. 

α) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των εςτιϊν 𝛦΄ και 𝛦. 
β) Αν το 𝑁 είναι τυχαίο ςθμείο τθσ  𝐶 , να βρείτε τθν τιμι τθσ διαφοράσ  (𝛮𝛦΄) − (𝛮𝛦) . 
γ) Να ςχεδιάςετε τθν υπερβολι  𝐶 . 
 
17942 (Μονάδεσ 12  – 13) 

Δίνεται θ κωνικι τομι με εξίςωςθ  ( C ) 
𝑥2

4
−

𝑦2

9
= 1. 

α) Να προςδιορίςετε το είδοσ τθσ κωνικισ τομισ και να βρείτε μία εςτία τθσ. 
β) Να εξετάςετε αν το ςθμείο Μ(1,2022) μπορεί να ανικει ςτθν  𝐶 . 

  
20721 (Μονάδεσ 8 – 8 – 9) 

Δίνεται θ υπερβολι C  με εξίςωςθ 
2 2

1
9 16

x y
  . 

α) Να βρείτε τισ εςτίεσ τθσ C . 

β) Να βρείτε τισ εξιςϊςεισ των αςυμπτϊτων τθσ C . 

γ) Να ςχεδιάςετε τθν υπερβολι C  και τισ αςφμπτωτζσ τθσ ςτο ίδιο ςφςτθμα αξόνων. 
 
 

  
20869 (Μονάδεσ 10 – 7 – 9) 
Στο διπλανό ςχιμα φαίνονται θ υπερβολι 𝐶: 𝑥2 − 𝑦2 = 1, θ 
εςτία τθσ 𝛦, θ εφαπτομζνθ τθσ 𝜁 ςτο ςθμείο 𝛢 1,0  και το 
ςθμείο 𝛤 ςτο οποίο αυτι τζμνει τθν αςφμπτωτθ ευκεία 𝜀1 τθσ 
υπερβολισ. 
α) Να βρείτε τισ εςτίεσ 𝛦′ ,𝛦 και τισ αςφμπτωτεσ 𝜀1 , 𝜀2 τθσ 

υπερβολισ.  
β)  i. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ 𝜁. 
     ii.  Να αποδείξετε ότι το ςθμείο 𝛤 ζχει ςυντεταγμζνεσ  1,1 . 

  
 
 
 
21218 (Μονάδεσ 12 – 13) 
Δίνονται οι υπερβολζσ  𝐶1 : 𝑥2 − 𝑦2 = 1,    𝐶2 : 𝑦2 − 𝑥2 = 1.  

α) Να αποδείξετε ότι οι εςτίεσ τθσ 𝐶1είναι οι 𝛦1  2, 0 , 𝐸′1 − 2, 0 . 

β) Αν 𝛦2 , 𝛦′2 οι εςτίεσ τθσ 𝐶2τότε να αποδείξετε ότι το 𝐸1𝐸2𝐸′1𝐸′2είναι τετράγωνο. 
  

 
21649 (Μονάδεσ 10 – 8 – 7) 

Η υπερβολι C  ζχει εςτίεσ τα ςθμεία (5,0), ( 5,0)  ΄  και εκκεντρότθτα 
5

4
. Να βρείτε: 

α) τθν εξίςωςθ τθσ C . 
β) τισ εξιςϊςεισ των αςφμπτωτων τθσ C . 

γ) τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ C  ςτο ςθμείο τθσ 
9

(5, )
4

 .  

 



 

21651 (Μονάδεσ 10 – 8 – 7) 
Η υπερβολι C  ζχει εςτίεσ τα ςθμεία (5,0), ( 5,0)  ΄  και διζρχεται από το ςθμείο (4,0) .  

α) Να αποδείξετε ότι ζχει εκκεντρότθτα 
5

4
. 

β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ C . 

γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ C  ςτο ςθμείο τθσ 
9

(5, )
4

 .  

  
 
22051 (Μονάδεσ 13  – 12) 
Δίνεται θ υπερβολι  x2 − y2 = 1. Να αποδείξετε για τισ 
αςφμπτωτεσ ευκείεσ ε1 και ε2 τθσ υπερβολισ ότι: 
α) Συμπίπτουν με τθν διχοτόμο του 1ου και 3ου τεταρτθμορίου και 

τθν διχοτόμο του 2ου και 4ου τεταρτθμορίου, αντίςτοιχα. 
β) Είναι ευκείεσ κάκετεσ μεταξφ τουσ. 

 
 

 
22169 (Μονάδεσ 10 – 5 – 10) 

Δίνεται θ υπερβολι 
x2

α2 −
y2

β2 = 1 με αςφμπτωτθ τθν y =  
3

4
 x. Η απόςταςθ των κορυφϊν τθσ Α και Αϋ είναι 8. 

α)  i. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ υπερβολισ.   
     ii. Ποιεσ είναι οι εςτίεσ τθσ υπερβολισ;                                                                

β) Να βρείτε τθν εφαπτομζνθ τθσ 
x2

16
−

y2

9
  = 1 ςτο ςθμείο τθσ (5,

9

4
 ).                     

 
22196 (Μονάδεσ 10 – 10 – 5) 
Δίνεται θ υπερβολι (C) με εξίςωςθ:      x2 − y2 = 25      (1) 
α) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των εςτιϊν Ε και Εϋ. 
β) Να βρείτε τισ αςφμπτωτεσ (ε1), (ε2) τθσ υπερβολισ. 
γ) Τι γωνία ςχθματίηουν οι αςφμπτωτεσ (ε1), (ε2); Να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ. 

 
22269 (Μονάδεσ 5 – 5 – 5 – 10) 

Δίνεται θ υπερβολι με εξίςωςθ :    
𝑥2

4
  -  𝑦2 = 1 (1). 

α) Να προςδιορίςετε δικαιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ : 
i. Τισ ςυντεταγμζνεσ των εςτιϊν τθσ. 

ii. Τθν εκκεντρότθτά τθσ. 
iii. Τισ εξιςϊςεισ των αςφμπτωτων τθσ υπερβολισ. 

β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ ε που εφάπτεται ςτθν υπερβολι ςτο ςθμείο τθσ,  Α( 5,
1

 2
) .   

 
 
22559 (Μονάδεσ 12 – 8 – 5) 
Η υπερβολι ςτο διπλανό ςχιμα ζχει εςτίεσ τα ςθμεία Ε′ −10 , 0  
και Ε 10 , 0  και κορυφζσ τα ςθμεία Α′ −8 , 0  και  Α 8 , 0 .   

α) Να αποδείξετε ότι θ υπερβολι ζχει εξίςωςθ  
x2

64
 − 

y2

36
  = 1.                               

(Μονάδεσ 12) 
β) Ζςτω  Μ ζνα ςθμείο τθσ υπερβολισ. 

i. Να αποδείξετε ότι   ΜΕ′ −  ΜΕ  = 16.                 (Μονάδεσ 8)             

ii. Αν  ΜΕ = 9, να βρείτε τθν απόςταςθ του ςθμείου Μ από 
τθν εςτία  Ε′.    

  
 



 

22561 (Μονάδεσ 8 – 8 – 9) 
Στο διπλανό ςχιμα θ υπερβολι C ζχει εξίςωςθ x2 − y2 = 9, οι 
ευκείεσ δ1 και δ2 είναι οι αςφμπτωτεσ τθσ C και θ ε είναι θ 
εφαπτομζνθ τθσ C ςτo ςθμείο τθσ  Μ(5 , 4). 
α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Οι εξιςϊςεισ των αςφμπτωτων είναι δ1: y = x και  
δ2: y = −x.             

ii. Η εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ςτο Μ είναι ε: 5x − 4y = 9.                
β) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου τομισ των ευκειϊν ε 

και δ1 κακϊσ και τισ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου τομισ των 
ευκειϊν ε και  δ2 . 

                                                                                                                             
 

22566 (Μονάδεσ 8 – 9 – 8) 
 Δίνεται θ υπερβολι με εξίςωςθ 4x2 − y2 = 4.  
α) Να αποδείξετε ότι οι ςυντεταγμζνεσ τθσ κορυφισ τθσ υπερβολισ είναι Α(1,0) και Aϋ(-1,0) 
β) Να αποδείξετε ότι οι αςφμπτωτεσ τθσ υπερβολισ είναι οι y = 2x και y = −2x. 
γ) Να αποδείξετε ότι θ ευκεία που διζρχεται από τθν κορυφι  Α και είναι παράλλθλθ προσ τθν 

αςφμπτωτθ y = −2x  ζχει εξίςωςθ y = −2x + 2                                                   
 
22567 (Μονάδεσ 10 – 10 – 5) 

Στο καρτεςιανό επίπεδο Οxy θ υπερβολι C:  
x2

α2 − 
y2

β2  = 1 

τζμνει τον άξονα x′x ςτα ςθμεία Α′ −4 , 0  και  Α 4 , 0  και 

ζχει αςφμπτωτεσ τισ ευκείεσ  y = 
3

4
 x και y = − 

3

4
 x .   

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. α = 4 και  β = 3 ,   

ii. οι εςτίεσ τθσ  C είναι τα ςθμεία Ε′ −5 , 0  και 
Ε 5 , 0 .                 

β) Να ςχεδιάςετε το διπλανό ςχιμα, ςυμπλθρϊνοντάσ το με τθν παραπάνω υπερβολι C .    
  

 

Θέμα 4 
 
20653 (Μονάδεσ 8 – 8 – 9) 
Κατά τθ διάρκεια μιασ επιχείρθςθσ εντοπιςμοφ ενόσ 
αγνοοφμενου ςε μια αχανι δαςϊδθ επίπεδθ περιοχι, δφο 
παρατθρθτζσ 𝑀1 και 𝑀2 βρίςκονται ςε διαφορετικά ςθμεία. O 
αγνοοφμενοσ εκτοξεφει φωτοβολίδεσ που διακζτει και οι δφο 
παρατθρθτζσ ςθμειϊνουν τισ χρονικζσ ςτιγμζσ που ακοφνε τον 
ιχο τθσ εκπυρςοκρότθςθσ του όπλου. Είναι γνωςτό ότι ο 
παρατθρθτισ 𝑀1 ακοφει ςε όλεσ τισ εκριξεισ τον ιχο με διαφορά 
4 𝑠𝑒𝑐 αργότερα από τον παρατθρθτι 𝑀2. 
α) Αν ονομάςουμε 𝛲 τθν κζςθ του αγνοοφμενου, να αποδείξετε 

ότι:   𝛲𝛭1 −  𝛲𝛭2 = 1360 𝑚. Θεωροφμε ότι θ ταχφτθτα διάδοςθσ του ιχου είναι 340 𝑚/𝑠𝑒𝑐. 
β) Να αποδείξτε ότι θ κζςθ 𝛲 του αγνοοφμενου ανικει ςε ζναν κλάδο υπερβολισ με εςτίεσ τα ςθμεία 𝑀1 

και 𝑀2.  
γ) Αν γνωρίηουμε ότι θ απόςταςθ  𝑀1𝑀2  είναι 1378 𝑚, να αποδείξετε ότι αυτι θ υπερβολι ζχει 

εξίςωςθ 
𝑥2

6802 −
𝑦2

1112 = 1, κεωρϊντασ ωσ άξονα 𝑥΄𝑥 τθν ευκεία 𝑀1𝑀2 και κζντρο τθσ υπερβολισ τθν 

αρχι των αξόνων. Δίνεται ότι 372 = 1369. 
 
 



 

21656 (Μονάδεσ 3 – 3 – 9 – 5 – 5) 
Ζςτω υπερβολι C  με κζντρο το (0,0) , εςτίεσ τα ςθμεία (5,0), ( 5,0)  ΄  και κορυφζσ τα ςθμεία 

(4,0), ( 4,0)  ΄ .  

α) Να βρείτε:  
i. τισ εξιςϊςεισ των αςυμπτϊτων τθσ υπερβολισ C . 
ii. τθν εξίςωςθ τθσ υπερβολισ C . 

β) Να ςχεδιάςετε ςτο ίδιο ορκοκανονικό ςφςτθμα, τθν υπερβολι C , τισ αςφμπτωτεσ τθσ C  και το 
ορκογϊνιο βάςθσ τθσ C .  

γ) Αν   τυχαίο ςθμείο τθσ C , να βρείτε τθν τιμι τθσ παράςταςθσ      ΄ .  

δ) Αν ( 80,6)  ςθμείο τθσ C , να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ ˆ΄ . 

 
22174 (Μονάδεσ 9 – 9 – 7) 
Πλανιτθσ κινείται πάνω ςε επίπεδο, ελλειπτικά γφρω από τον ιλιο 
του. Στο καρτεςιανό επίπεδο ο ιλιοσ βρίςκεται ςτθν εςτία τθσ 
ζλλειψθσ Ε(γ,0), ενϊ θ άλλθ εςτία είναι ςτο Εϋ(-γ,0). Η εκκεντρότθτα 
τθσ τροχιάσ είναι 0,6 ενϊ ο μεγάλοσ άξονασ 10.       
α) Να βρεκεί θ εξίςωςθ τθσ τροχιάσ. 

β) Θεωροφμε ότι ο πλανιτθσ κινείται πάνω ςτθν 
2 2

x y
1

25 16
  . 

i. Τθ ςτιγμι που ο πλανιτθσ βρίςκεται ςτο ςθμείο 
16

Γ 3,
5

 
 
 

 

εκπζμπεται από αυτόν ςιμα που κινείται κατά τθ διεφκυνςθ τθσ 
εφαπτομζνθσ τθσ τροχιάσ του προσ τθ μεριά του άξονα Οy. Να 
εξετάςετε αν αυτό το ςιμα κα περάςει από το ςθμείο Δ(0,5).                                                                                                                      

ii. Κομιτθσ κινείται ςτο ίδιο επίπεδο με τον πλανιτθ και πάνω ςτθν καμπφλθ 
2 2

x y
1

25 16
   με x > 0. 

Ποια είναι τα ςθμεία ςυνάντθςθσ των δφο τροχιϊν;                   
 

32206 (Μονάδεσ 7 – 6 – 6 – 69) 

Η υπερβολι C  ζχει εςτίεσ τα ςθμεία (5,0), ( 5,0)  ΄  και διζρχεται από το ςθμείο 
9

(5, )
4

 .  

α) Να αποδείξετε ότι ζχει εκκεντρότθτα 
5

4
. 

β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ C . 

γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ ˆ  .  
δ) Να βρείτε το ςυνθμίτονο τθσ οξείασ γωνίασ που ςχθματίηουν οι αςφμπτωτζσ τθσ.  

Δίνεται ότι 1681 41 . 

 


