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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  1 

Όριο – υνέχεια υνάρτησης 

                       1. Η ϋννοια τησ υνϊρτηςησ 
 

 

 

 

 

Α. Οριςμϐσ υνϊρτηςησ 

 

 

 

 

 

 

 

▶ Για να οριςτεύ μια ςυνϊρτηςη f αρκεύ να δοθοϑν δϑο ςτοιχεύα:   
α) το πεδύο οριςμοϑ τησ                                                                                 
β) η τιμό τησ  f(x), για κϊθε x του πεδύου οριςμοϑ τησ. 

 

 

 

▶ Σο πεδύο οριςμοϑ Α μιασ ςυνϊρτηςησ  f  ςυμβολύζεται ςυνόθωσ με  Df    

▶ Σο ςϑνολο που ϋχει για ςτοιχεύα του τισ τιμϋσ τησ  f  ςε ϐλα τα  x ∈ A, λϋγεται ςϑνολο τιμών τησ  f                     
και ςυμβολύζεται με  f(A). Εύναι δηλαδό  f A) =  y / y = f x), x ∈ A  

 

Η ϋννοια τησ ςυνϊρτηςησ 
ειςόχθηκε ςτα μαθηματικϊ 
απϐ τον  Leibniz το 1694.  
τον Euler ,το 1748, 
οφεύλεται ο ϐροσ 
“ςυνϊρτηςη”  function) 
καθώσ και ο ςυμβολιςμϐσ 
f(x). 
Ο LEONARD EULER                 
(1707–1783) 
όταν ο μεγαλϑτεροσ 
μαθηματικϐσ του 18ου 
αιώνα και ο 
παραγωγικϐτεροσ ϐλων 
των εποχών 

 Έςτω Α υποςϑνολο των πραγματικών αριθμών.     

Πραγματικό ςυνϊρτηςη με πεδύο οριςμοϑ το Α λϋγεται  μια 

διαδικαςύα f , με την οπούα κϊθε ςτοιχεύο x του Α 

αντιςτοιχύζεται ςε ϋνα και μοναδικϐ πραγματικϐ αριθμϐ y .                 

Σο y ονομϊζεται τιμό τησ f ςτο x και ςυμβολύζεται με f(x)                     

  2018 Ε−𝟐𝟎𝟏𝟗 ) 
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▶ Όταν δύνεται η γραφικό παρϊςταςη μιασ 

ςυνϊρτηςησ  f , τϐτε : 

α) Σο ςϑνολο Α των τετμημϋνων τησ  Cf   εύναι το 

πεδύο οριςμοϑ τησ  f                                                            

β) Σο ςϑνολο  f(A) των τεταγμϋνων τησ  Cf   εύναι 

το ςϑνολο τιμών τησ f                                                       

γ) Η τιμό τησ  f  ςτο   x0 ∈ A  εύναι η τεταγμϋνη 

του ςημεύου τομόσ τησ ευθεύασ  x = x0   και τησ  Cf                         

 

 

Β. Γραφικό  Παρϊςταςη  υνϊρτηςησ 

▶ Έςτω f  μια ςυνϊρτηςη με πεδύο οριςμοϑ                               
το Α και Oxy ϋνα ςϑςτημα ςυντεταγμϋνων                         
ςτο επύπεδο.                                                                                           
Σο ςϑνολο των ςημεύων  M(x , y)  για τα οπούα 
ιςχϑει  y = f(x)  λϋγεται γραφικό παρϊςταςη 
τησ f και ςυμβολύζεται με  Cf   

▶ Επειδό κϊθε ςτοιχεύο x του Α αντιςτοιχύζεται 
ςε ϋνα και μοναδικϐ πραγματικϐ αριθμϐ y,                                                                          
δεν υπϊρχουν ςημεύα τησ  Cf   με την ύδια 
τετμημϋνη.                                                                                            
Άρα κϊθε κατακϐρυφη ευθεύα ϋχει με τη 
γραφικό παρϊςταςη τησ  f  το πολϑ ϋνα κοινϐ 
ςημεύο 

  

 

▶ Γραφικϋσ Παραςτϊςεισ Βαςικών υναρτόςεων 

 

① Η  ΠΟΛΤΩΝΤΜΙΚΗ  ΤΝΑΡΣΗΗ   𝐟 𝐱) = 𝛂𝐱 + 𝛃 

 

 

 

 

 

 ② Η  ΠΟΛΤΩΝΤΜΙΚΗ  ΤΝΑΡΣΗΗ   𝐟 𝐱) = 𝛂𝐱𝟐  , 𝛂 ≠ 𝟎 

 

                  

 

 

 

 

ΠΡΟΟΦΗ 
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 ③ Η  ΠΟΛΤΩΝΤΜΙΚΗ  ΤΝΑΡΣΗΗ   𝐟 𝐱) = 𝛂𝐱𝟑  , 𝛂 ≠ 𝟎 

 

 

 

 

 

④ Η  ΡΗΣΗ  ΤΝΑΡΣΗΗ   𝐟 𝐱) =  
 𝛂 

𝐱
  , 𝛂 ≠ 𝟎   

 

 

 

 

 

 

⑤ ΟΙ  ΤΝΑΡΣΗΕΙ   𝐟 𝐱) =  𝐱   ΚΑΙ   𝐟 𝐱) =   𝐱  

 

 

 

 

 

 

⑥ Η  ΕΚΘΕΣΙΚΗ  ΤΝΑΡΣΗΗ   𝐟 𝐱) = 𝛂𝐱 , 𝟎 < 𝛼 ≠ 1   

 

 

 

 

 

Η γραφικό 

παρϊςταςη τησ 

ςυνϊρτηςησ  

𝐟 𝐱) =   𝐱    εύναι 

ςυμμετρικό ωσ 

προσ τον ϊξονα y’y 
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⑦ Η  ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ  ΤΝΑΡΣΗΗ   𝐟 𝐱) = 𝐥𝐨𝐠𝛂𝐱 , 𝟎 < 𝛼 ≠ 1   

 

 

 

 

 

 

 

⑧ ΟΙ  ΣΡΙΓΩΝΟΜΕΣΡΙΚΕ  ΤΝΑΡΣΗΕΙ   ημx , ςυνx , εφx 
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▶ Μια ςυνϊρτηςη  f: A → ℝ  λϋγεται ϊρτια ϐταν:         

●  για κϊθε  x ∈ A  το  −x ∈ A                                          

●  ιςχϑει f −x) = f(x)  για κϊθε  x ∈ A                       

→  Η γραφικό παρϊςταςη μιασ ϊρτιασ 

ςυνϊρτηςησ εύναι ςυμμετρικό ωσ προσ τον                   

ϊξονα y’y                                              

▶ Μια ςυνϊρτηςη  f: A → ℝ  λϋγεται ϊρτια ϐταν:         

●  για κϊθε  x ∈ A  το  −x ∈ A                                          

●  ιςχϑει f −x) = f(x)  για κϊθε  x ∈ A                       

→  Η γραφικό παρϊςταςη μιασ ϊρτιασ 

ςυνϊρτηςησ εύναι ςυμμετρικό ωσ προσ τον                   

ϊξονα y’y                            

 

 

▶ Όταν δύνεται η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f , μποροϑμε να ςχεδιϊςουμε και τισ γραφικϋσ 
παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων  −f  και   f   

① Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  −𝐟   εύναι 
ςυμμετρικό, ωσ προσ τον ϊξονα x’x τησ γραφικόσ 
παρϊςταςησ τησ  f  ,                                                                                      
γιατύ αποτελεύται απϐ τα ςημεύα  M′ x ,−f x)   που 

εύναι ςυμμετρικϊ των  M x , f x)   ωσ προσ τον                       

ϊξονα x’x . 

② Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ   𝐟                
αποτελεύται απϐ τα τμόματα τησ  𝐂𝐟  που βρύςκονται             
πϊνω απϐ τον ϊξονα  x’x  και απϐ τα ςυμμετρικϊ ωσ προσ 
τον ϊξονα x’x των τμημϊτων τησ  𝐂𝐟  που βρύςκονται                 
κϊτω απϐ τον ϊξονα αυτϐν. 

 

 

▶ Μετατϐπιςη Γραφικών Παραςτϊςεων                                                                                                                             

① Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  

g x) = f x) + κ  με  κ > 0  προκϑπτει απϐ την 

κατακϐρυφη μετατϐπιςη τησ  Cf                                            

κατϊ κ μονϊδεσ προσ τα πϊνω.                                                                                                          

② Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  

g x) = f x) − κ  με  κ > 0  προκϑπτει απϐ την 

κατακϐρυφη μετατϐπιςη τησ  Cf                                           

κατϊ κ μονϊδεσ προσ τα κϊτω.                                                                                                          

③ Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  

g x) = f x + κ)  με  κ > 0  προκϑπτει απϐ την 

οριζϐντια μετατϐπιςη τησ  Cf                                                

κατϊ κ μονϊδεσ αριςτερϊ.                                                                                                                  

④ Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ  

g x) = f x − κ)  με  κ > 0  προκϑπτει απϐ την 

οριζϐντια μετατϐπιςη τησ  Cf                                                     

κατϊ κ μονϊδεσ δεξιϊ.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

 

 

 

 

 

Άρτιεσ - Περιττϋσ    

υναρτόςεισ 
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Γ. Ιςϐτητα  υναρτόςεων 

 

 

 

 

 

Δ. Πρϊξεισ  μεταξϑ  υναρτόςεων 

● Θεωροϑμε τισ ςυναρτόςεισ  f: A → ℝ  και  g: B → ℝ .                                                                                                

Αν εύναι  Α ∩ Β ≠ ∅ , τϐτε με πεδύο οριςμοϑ το  Α ∩ Β  ορύζουμε  τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ :                           

▶ ϊθροιςμα, η οπούα ςυμβολύζεται με  f + g  και ϋχει τϑπο   f + g) x) = f x) + g(x)   

▶ διαφορϊ, η οπούα ςυμβολύζεται με  f − g  και ϋχει τϑπο   f − g) x) = f x) − g(x)   

▶ γινϐμενο, η οπούα ςυμβολύζεται με  f ∙ g  και ϋχει τϑπο   f ∙ g) x) = f x) ∙ g(x)   

 

● Θεωροϑμε τισ ςυναρτόςεισ  f: A → ℝ  και  g: B → ℝ .                                                                                                

Αν εύναι  Α ∩ Β ≠ ∅ , τϐτε με πεδύο οριςμοϑ το  Α ∩ Β −  x g x) = 0   ορύζουμε τη ςυνϊρτηςη  πηλύκο       

η οπούα ςυμβολύζεται με   
 f 

g
  και ϋχει τϑπο:    f 

g
  x) =

 f(x) 
g(x)

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Δϑο ςυναρτόςεισ f , g  λϋγονται ύςεσ ϐταν :                                                                

▶ ϋχουν το ύδιο πεδύο οριςμοϑ Α και                                                                         

▶ για κϊθε  x ∈ Α  ιςχϑει  f(x) = g(x)           (2007−2012 Ε−2016) 
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Ασκήσεις 

Domain of definition    
ό απλώσ domain                    
το πεδύο οριςμοϑ                     
ςτα Αγγλικϊ 

A. Εϑρεςη πεδύου οριςμοϑ ςυνϊρτηςησ 

1.1 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f x) = 
2x − 1

x2  + 2x − 3
                            β)  f x) =  

x + 4

 2x − 3 − 5
                                γ)  f x) =  x2 − 3x − 4                                                                                             

δ) f x) = ln −x2 + 3x + 10)             ε) f x) =  
5x− 4

 3−  x + 1 
                                 ζ)  f x) = 

ex

ln x − 2)
 

1.2 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f x) = 
5x

  x  3  −  x  2  − 2x  
        β) f x) =  x + 1 +   3 − x          γ)  f x) =  

x − 5

x + 2
          δ)  f x) = 

5

3−  x − 2 
  

1.3 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f x) =  5 −  x + 1        β) f x) =   2x + 1 − 7        γ) f x) = ln   
x + 2

x − 4
           δ) f x) = 

x + 1

x3  − 3x2  + x + 2
   

1.4 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f x) = 
1

x2 – x − 2
+  

5

x − 3
       β)  f x) =  x2 −  4        γ)  f x) =  12 − x − x2          δ) f x) = ln 1 − x2) 

1.5 Να  βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f x) = 
x−2

e2x − ex  − 2
         β) f x) = 

4

 ln x − 1) – 1 
       γ)  f x) = ln ex − 1)         δ)  f x) =  

  ex  − 1  

ex  − 2
                                                                                                            

1.6 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω    ςυναρτόςεων                                                                                                                    

α) f x) =  
 4−  3 − x 

lnx
            β) f x) = log  x − 3)       γ)  f x) =  

ex

  e  x  − e  − x             δ)  f x) =   x −  1 
 x−2

  

1.7 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                                                

α) f x) = 
 x − 7

x2− 9x + 8
                  β) f x) = 

 x3  − 8

2x  − 16
                         γ) f x) = 

 x − 2

x2− 9x + 8
 + ln 81 − x2) 

1.8 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                     

α) f x) = ln 
x − 1

x + 2
                        β) f x) = 

x2+ 1

lnx  − 1
                      γ) f x) =  ln x − 3) 

1.9 Να βρεύτε τα πεδύα οριςμοϑ των παρακϊτω ςυναρτόςεων                                                                                     

α) f x) = 
5x − 7

2ημ x − 2ςυν  x
        β) f x) = 

x2+ 8

ςφ x −  3
           γ) f x) = 

 x

εφx − 1
                                                                         

δ) f x) = 
ln 1 + x)

2x  − 1
          ε) f x) = ln x2 + x − 2) + ln 

x + 3

3 − x
 

1.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
2x2+ 5x + 2

x3  + 8
                                                                                                               

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                           

β) Να λϑςετε την ανύςωςη  f x) ≥  
 1

 4 
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1.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln  1 −
1

 x2                                                                                                                         

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ         β) Να λϑςετε την ανύςωςη  f x) < 0    

 

B. Σιμό υνϊρτηςησ ςτο  𝐱𝟎 

1.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x2 −  1 .                                                                                                                                                    
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ  f   και τισ τιμϋσ  f −3)  και  f(f(2)).                                                                                                 
β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) = 8 .                                                                                                                                                         

γ) Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ    
  f α+ β)− f α− β)  

αβ
   με  α ,β ≠ 0     

1.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  
  x2  + 10x + 2α   

x3+ α
   για την οπούα ιςχϑει  f(1)=3 .                                                                                     

α) Να βρεύτε την τιμό του α και το πεδύο οριςμοϑ  τησ ςυνϊρτηςησ f                                                                                                  
β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f(x) ≤ 1. 

1.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 
  ln x + α)  

ln β − x)
  για την οπούα ιςχϑει  f(−1) = 1 και  f(−6) = 0 . Να βρεύτε:                                                                                                                                                                          

α) τουσ αριθμοϑσ  α  και  β                                       β) το πεδύο οριςμοϑ τησ  f      

          

Γ. υναρτόςεισ Πολλαπλοϑ Σϑπου 

1.15 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
2x − 3  ,        αν          x ≤ 4

x2 − 1  ,          αν   4 < x ≤ 10
   . Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ 

ςυνϊρτηςησ και να υπολογύςετε τισ τιμϋσ  f −3) , f 4) , f 10). 

1.16 Δύνεται η  f x) =  
x +  α  ,        αν − 6 ≤ x < −1

x2 +  β  ,   αν − 1 ≤ x < 7
     για την οπούα ιςχϑει  f(−2) = 5  και  f(5) = 24 .                                                                                                                                                                                                    

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                              
β) Να βρεύτε τουσ αριθμοϑσ  α  και  β                                                                                                                                                      
γ) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(−1) και  f(f(−3))                                                                                                                                                
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f(x) = 3 . 

1.17 Δύνεται η  f x) =  
x2 − αx , x ≥ 2
αx − 8  , x ≤ 2

  . Να βρεύτε τον αριθμϐ α 

1.18 Δύνεται η  f x) =  
αlnx + β ,   αν  x > 0
αex −  β  ,   αν x ≤ 0

    για την οπούα ιςχϑει  f 0) = −1  και  f 1) = 3. Να βρεύτε:                                   

α) το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                                                                
β) τουσ αριθμοϑσ  α  και  β          

 1.19  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
2 − x2   ,        αν    x ≤ 1
1 − x  ,             αν   x > 1

   .                                                                                                                     

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                   
β) Nα υπολογύςετε τισ τιμϋσ  f 1) , f f 4)                                                                                                                                                

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f ςυνα) =  
7

 4 
                                                                                                                      

δ) Να βρεύτε τα  λ ∈ ℝ για τα οπούα ιςχϑει  f λ2 − 4λ + 6) = −10 
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Δ. Εϑρεςη Σϑπου υνϊρτηςησ –  υναρτηςιακϋσ χϋςεισ 

1.20 Να βρεύτε τον τϑπο ςυνϊρτηςησ f για την οπούα ιςχϑει:  3f x) − 2f  
1
 x 
 = 5x2  ,∀ x ≠ 0 .                                    

1.21 Να βρεύτε τον τϑπο τησ f για την οπούα ιςχϑει:    f x) + x ≤ 2x2 ≤ f x + 1) − 3x − 1 , x ∈ ℝ   . 

1.22 Να βρεύτε τον τϑπο ςυνϊρτηςησ f για την οπούα ιςχϑει:  f x) + 2f 3 − x) = 2x − 1 ,   x ∈ ℝ . 

1.23  Να βρεύτε τον τϑπο ςυνϊρτηςησ f για την οπούα ιςχϑει:  f x) + x ≤ x2 ≤ f x + 1) − x ,  x ∈ ℝ.    

1.24 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f(x) + 3 f(2 − x) = −4x ,  x ∈ ℝ   . Να βρεύτε :                                                                                                                          
α) την τιμό  f(1)                                      β) τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f 

1.25 Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  για την  οπούα ιςχϑει:  f x) + 3x ≤ x2 ≤ f x − 2) + 7x − 10 , x ∈ ℝ       

1.26 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶  0, +∞) → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   f x ∙ y) = f x) + f y), x , y > 0. Να δεύξετε:                                                              

α)  f(1)=0        β)  f y) = −f  
1
 y 
 , y > 0        γ)  f  

x
 y 
 = f x) − f y) , x , y > 0        δ) f x3) = 3f x)  , x > 0                                                                                                                                                                               

1.27 Να βρεύτε τον τϑπο ςυνϊρτηςησ f  για την οπούα ιςχϑει :  f x − 3) − 2f 1 − x) = x2 − 2x ,  x ∈ ℝ                                                                                      

1.28 Να βρεύτε τον τϑπο ςυνϊρτηςησ f  για την  οπούα ιςχϑει:  f 2 x) = 4ex f x) − ex) , x ∈ ℝ   .    

1.29 Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f : ℝ − {0 , 1} → ℝ  με  f x) + 3f  
1

 x 
  = 

2x + 1

x − 1
  ,   x ∈ ℝ − {0 , 1} 

1.30 Ένα ιςοςκελϋσ τρύγωνο ϋχει περύμετρο 8 cm και η βϊςη του εύναι  x cm .                                                                            
Να εκφρϊςετε το εμβαδϐν του τριγώνου ςυναρτόςει του  x . 

1.31 ϑρμα μόκουσ 20 cm κϐβεται ςε δϑο τμόματα. Με το ϋνα απϐ αυτϊ, μόκουσ x cm, καταςκευϊζουμε 
τετρϊγωνο και με το ϊλλο ιςϐπλευρο τρύγωνο.  Να βρεύτε το ϊθροιςμα των εμβαδών των δϑο                          
ςχημϊτων ωσ ςυνϊρτηςη του x   χολικϐ) 

1.32 το παρακϊτω ςχόμα το ΕΒΓΔ εύναι  τετρϊγωνο πλευρϊσ 2                                
και  ΑΒ = 1. Να εκφρϊςετε το εμβαδϐν του γραμμοςκιαςμϋνου  χωρύου 
ςυναρτόςει του  x , ϐταν το ςημεύο Μ  διαγρϊφει                                                               
το ευθϑγραμμο τμόμα ΑΓ. χολικϐ) 

1.33 Ένα ορθογώνιο ΚΛΜΝ με ϑψοσ  x cm  εύναι                                                            
εγγεγραμμϋνο ςε τρύγωνο ΑΒΓ βϊςησ  ΒΓ = 10 cm                                                                     
και ϑψουσ  ΑΔ = 5 cm. Να εκφρϊςετε το εμβαδϐν Ε                                                                  
και η περύμετροσ Ρ  του ορθογωνύου                                                                                       
ωσ ςυνϊρτηςη του x  χολικϐ)  

 

Ε. Γραφικό Παρϊςταςη υνϊρτηςησ 

1.34 Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ με τουσ ϊξονεσ   των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                    
α) f x) = x2 + 2x − 8               β)  f x) =  2x − 1 − 5                   γ)  f x) = ln x − 2)                                                                                               

δ) f x) = ex + 2                        ε)  f x) = 
x2  + x − 6

x − 2
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1.35  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ με τουσ ϊξονεσ   των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                    

α) f x) = ln2x − lnx         β) f x) = x3 − 3x2 + 4          γ) f x) = e2x − 3ex + 2         δ) f x) = ex2− x−2 − 1  

1.36  Να βρεύτε την ςχετικό θϋςη με τον ϊξονα x’x  των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                              

α)  f x) =  −2x2 + 5x + 3               β) f x) = x3 − 2x2 − 5x + 6                 γ) f x) =  
9x2 − 9x − 4

3x + 1
             

1.37 Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cf   βρύςκεται πϊνω απϐ τον ϊξονα x’x :                                                                 
α) f x) = x3 − 4x                      β) f x) = 1 − lnx                         γ) f x) = 2ex − 2 

1.38 Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cf     βρύςκεται κϊτω απϐ τον ϊξονα x’x :                                                                 

α) f x) = 
x + 1

x3− 3x2− 4x + 12
                       β) f x) = ln x + 1) + ln(1 − x) 

1.39 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 3 x) − 2f 2 x) + 4f x) = −x2 + x − 1 .                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι η  Cf   βρύςκεται κϊτω απϐ τον ϊξονα των x’x  

1.40 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει   f 3 x) − 2f 2 x) + 5f x) = −e2x − ex , x ∈ ℝ   .                          
Να δεύξετε ϐτι η Cf   βρύςκεται κϊτω απϐ τον  ϊξονα  x’x 

1.41 Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                                                 
α) f x) = x3 + 3x2 − 2x + 1  και   g x) = x2 + x + 1                                                                                                                         
β) f x) = x3   και  g x) = x2 + x − 1                                                                                                                                                         
γ) f(x) = x lnx − 2x  και  g(x) = x                                                                                                                                                                      

δ) f x) = 32x+5  και  g x) = 3x+2 +  2      

1.42  Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ των γραφικών παραςτϊςεων των ςυναρτόςεων:                                                                 

α) f x) = x2 − 3x + 2    , g x) = 
6

 x 
                    β) f x) = x + 1 + 

1

 x + 1 
  ,   g x) = x2 + x + 2                                                                                                                      

1.43 Να βρεύτε την ςχετικό θϋςη των γραφικών παραςτϊςεων  f  και  g  :                                                                                   
α) f x) = x3 + x   και   g x) = 3x2 − 2               β) f x) = ln2x    και  g x) = lnx + 2                                                                                                                               
γ)  f x) = g x) + x2 − 1 ,  x ∈ ℝ   .    

1.44 Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cf    βρύςκεται πϊνω απϐ την Cg  ϐταν :                                                   

α) f x) = x2    και   g x) = 6x − 8                          β) f x) = x3 − 3x2 − 2   και   g x) = x2 − 4x + 1                                                                                                                          
γ) f x) = x2 − ex   και   g x) = x2ex − 1     

1.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = 
x − 1

x2 – x − 12
   .    Να βρεθοϑν:                                                                                                                  

α) το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                      β) τα ςημεύα ςτα οπούα η  Cf  τϋμνει τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                     
γ) τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf  βρύςκεται πϊνω απϐ τον ϊξονα  x’x 

1.46 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = 
  x2  + x + 3  

x − 2
   και   g x) = x2 + 2x . Να βρεθοϑν:                                                                        

α) τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  ,  Cg                                                                                                                                                                    
β) τα διαςτόματα που η  Cg  βρύςκεται πϊνω απϐ την  Cf                                                                                                                  

1.47  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 4x − 2x+1  και   g x) = 2x+1 − 8 . Να βρεθοϑν:                                                                                                                          
α) τα κοινϊ ςημεύα των  Cf ,  Cg                            β) τα διαςτόματα που η   Cf  βρύςκεται πϊνω απϐ την  Cg                                                                                                                                         

1.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − x + 2   και η ευθεύα  ε : 6x − y − 4 = 0. Να βρεθοϑν:                                                                        
α) τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  και τησ ε                  β) τα διαςτόματα που η Cf  βρύςκεται πϊνω απϐ την ε .                                                                                                                                               
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1.49 Δύνεται η   f x) =  
ex − 1  ,        αν   x ≤ 0
lnx  ,               αν   x > 0

  . Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ Cf   :                                                         

α) με τον ϊξονα x’x                              β) με την ευθεύα   y = 1                                                                                                                                          

1.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
λx + 5

x2 + λx + 1
  . Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε:                                                                                                                 

α) η f  να ϋχει πεδύο οριςμοϑ το ℝ                 β) η  Cf   να διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Α 1 , λ + 1) 

1.51 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 + 2α  και  g x) = 2βx2 + 5x ,α,β ∈ ℝ  .                                                                   
Να βρεθοϑν  οι αριθμού α , β ώςτε οι  Cf  ,  Cg  να ϋχουν κοινϊ ςημεύα πϊνω ςτισ ευθεύεσ  x = 1 και x = −2                                                      
Κατϐπιν να βρεθοϑν ϐλα τα  κοινϊ ςημεύα των Cf  ,  Cg  

1.52 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 + αx + β   και  g x) = x3 − 3x2 + β − 6α  , με  α , β ∈ ℝ  .                                                    
Αν η Cf   τϋμνει τον ϊξονα  x’x ςτο  −3  και η  Cg  τϋμνει τον ϊξονα  y’y ςτο   −6  να βρεύτε :                                                                                        
α) τουσ αριθμοϑσ α και β                                β) τα διαςτόματα που η  Cf   εύναι κϊτω απϐ την Cg                                                                                                                                                      

1.53 Η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  x − α)ex + β τϋμνει τον ϊξονα  y’y ςτο                                            
ςημεύο με τεταγμϋνη 1  και την ευθεύα  x = 1  ςτο ςημεύο με τεταγμϋνη 2 . Να βρεύτε :                                                          
α) τισ τιμϋσ των α και β                                      β) τα κοινϊ ςημεύα τησ  Cf   με την ευθεύα  y = 2x                                                                                                                         

1.54 Δύνεται η  f x) = x2 + αx + α − 4 ,α ∈ ℝ . Αν η  Cf   διϋρχεται απϐ το ςημεύο Μ −3 , 5) , να βρεύτε :                                                                                                                 
α) τον πραγματικϐ αριθμϐ α                                                                                                                                                                     
β) τα ςημεύα τομόσ τησ Cf  με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                               
γ) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την γραφικό παρϊςταςη τησ  g x) = −4x + 1                                                                   

δ) τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   βρύςκεται πϊνω απϐ τη γραφικό παρϊςταςη τησ h x) = 
2x2− x−3 

2
   

1.55  Δύνεται η  f x) = ln(x2 − 2x + α) ,α ∈ ℝ .  Αν η  Cf   διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων , να βρεύτε:                                                                                                                                              
α) τον πραγματικϐ αριθμϐ α  και το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                                   
β) τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   βρύςκεται κϊτω απϐ τον ϊξονα  x’x                                                                                          
γ) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την ευθεύα  y = 2ln3 .  

1.56 Δύνεται η  f x) =  
x2 + α  ,                   x ≤ 1
 x − 2 + α + 1  , x > 1

 .  Αν η  Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Μ 1 ,−3), να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                                  

α) τον πραγματικϐ αριθμϐ α                                    β) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τουσ ϊξονεσ        

1.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln 
α  − x

α  + x
  . Αν η  Cf   διϋρχεται απϐ το ςημεύο Μ 1 ,−ln3)                                                                                                                                                                    

α) Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                       
α1) τον πραγματικϐ αριθμϐ α                   α2) το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                                                             
β) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι περιττό.                                                                                                                                            
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τουσ ϊξονεσ            

1.58 Δύνεται η περιττό ςυνϊρτηςη   f x) = x3 − 4x + α  με  α ∈ ℝ . Να βρεύτε:                                                                           
α) τον αριθμϐ α                                                                                                                                                                                           
β) τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cf  βρύςκεται  πϊνω απϐ τον ϊξονα  x’x                                                                                       
γ) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τη γραφικό παρϊςταςη τησ  g x) = −4x2 − 3x + 4 

1.59 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f: ℝ∗ → ℝ  ώςτε :  2xf x) − x f  
1
 x 
 = x2 − 3x − 4  , x ∈ ℝ∗. Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                                                          

α) τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                                                                        
β) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf  με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                                                                                                                                                                     
γ) τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf   βρύςκεται πϊνω απϐ τον ϊξονα  x’x     
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1.60 Δύνεται ςυνϊρτηςη f: ℝ → ℝ  για την οπούα  ιςχϑει   f  
x
 e 
 ≤ lnx ≤ f x) − 1  , x > 0. Να βρεύτε:                               

α) τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                            β) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf  με τουσ ϊξονεσ  

1.61 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g :  ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει  f 8 − 3x) + f x) = 2g(x) ,  x ∈ ℝ.                                           
α) Να δεύξετε ϐτι οι  Cf  , Cg   ϋχουν κοινϐ ςημεύο                                                                                                                 

β) Αν  3f x) − 2f 2 − x) = 2x − x2 , ∀x ∈ ℝ ,   να βρεύτε τουσ τϑπουσ των f , g  και το κοινϐ ςημεύο .                                                                                                                                                                                                                                

1.62  το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό                       
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                                                                         
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε το f(−1)                                                                                                                                                                                   
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη f(x)=0                                                                                                                                                           
ε) Να λϑςετε τισ ανιςώςεισ  f(x)>0                                    
και  f(x)<0.                                                                                                                                 
ζ) Να εξετϊςετε αν το   −1  εύναι τιμό                              
τησ ςυνϊρτηςησ . 

1.63  το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό                        
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                                                                            
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε το f(2)                                                                                                                                                                                                                                                                             
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη f(x) = 0                                                                                                                                                               
ε) Να λϑςετε τισ ανιςώςεισ  f(x) > 0  και  f(x) < 0.                                                                                                                                 

ζ) Να εξετϊςετε αν το 0 εύναι τιμό τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

1.64 το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό  
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                                                                                   
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
γ) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ  f(x) = 0 , f(x) = 2                                                
και f(x) =  −2  ,                                                                                                                                                             
δ) Να λϑςετε τισ ανιςώςεισ  f(x) > 0 και  f(x) < 0,                                                              
f x) ≤ 2    , f x) < −2                                                                                          

ε) Να εξετϊςετε αν η f εύναι ϊρτια ό περιττό 

1.65 το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό  
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                                                      
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε την τιμό   f f −2)                                                                                                                                                                 

δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f(x) = 2                                                                                                                                                             
ε) Να λϑςετε την ανύςωςη  f x) ≥ 0                                    
 και την f x) < 2         
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1.66  το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό                                       
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                         
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε τισ τιμϋσ f(7) , f f 4)   και  f f 6)                                                                                                                                                               

δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f(x) = 0 , f(x) =  −2                                                                                                                                                         
ε) Να λϑςετε την ανύςωςη   f x) < 0                                   
ζ) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ             
f 2 x) + 2f x) − 3 = 0                                                                     
η) Να βρεύτε τα x ώςτε να ιςχϑει  f 2 x) ≤ 2f(x) 

 

1.67 Να προςδιορύςετε την ςυνϊρτηςη f τησ                                         
οπούασ η γραφικό παρϊςταςη εύναι:  χολικϐ)                            

 

 

 

1.68  το παρακϊτω ςχόμα φαύνονται οι                                  
γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των ςυναρτόςεων f και g                                                                                                                
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ και το                                                                
ςϑνολο τιμών των ςυναρτόςεων  f , g                                                                             
β) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f g 0)   , g f 0)                                                                                                                                                  

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f(x) = g(x)                                                                                                                                                       
δ) Να λϑςετε την ανύςωςη f(x) > g(x)                                                                                                                                                      
ε) Να λϑςετε την ανύςωςη  g(x) ≤ 0   

 

1.69 Να κϊνετε τη γραφικό παρϊςταςη των παρακϊτω ςυναρτόςεων :                                                                                

α) f x) =  
1 − x  ,    x ≤ 0

x2 + 1  , x > 0
                    β) f x) =  

−x  ,    x < 0

 x  ,     x ≥ 0
  

1.70 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  
2x + 4  ,−3 ≤ x ≤ −1
−x + 1  ,−1 < x ≤ 2    

                                                                                                      

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ  f   και τα  ςημεύα τομόσ τησ  Cf  με τουσ ϊξονεσ                                                            
β) Να ςχεδιϊςετε τη  Cf                                                                                                                                                                              
γ) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f 

1.71 Να παραςτόςετε γραφικϊ τη ςυνϊρτηςη                                                                                                                                            

α) f x) = 1 + 
 x 

x
          β) f x) = x ∙  x           γ) f x) =  

−x + 3 , x < 1
x + 1 ,     x ≥ 1

               δ) f x) =  lnx                                           

Και απϐ τη γραφικό παρϊςταςη να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f              χολικϐ ) 

1.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  
1 − x  , x ≤ 2

x2 − 5  , x > 2  
                                                                                                                                  

α) Να βρεθοϑν οι τιμϋσ  f 0), f 1), f −1), f(2)                                                                                                                                                              
β) Να ςχεδιϊςετε τη  Cf  
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1.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2   ,−2 < x ≤ 1
1
x

  , x > 1           
                                                                                                                              

α) Να ςχεδιϊςετε τη  Cf                                   β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f 

1.74  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − αx2 + αx − 1 με  α ∈ ℝ. Αν η  Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α 2 , 1):               
α) Να βρεύτε τον αριθμϐ α                                                                                                                                                                       
β) Να ςχεδιϊςετε τη  Cf  

 

Ζ. Ιςϐτητα υναρτόςεων 

1.75 Να εξετϊςετε αν εύναι ύςεσ οι ςυναρτόςεισ                                                                                                                                   

α)  f x) =  
  e3x  − 2xex   

xex     ,   g x) = 
  e  2x   

x
 −2                          β)  f x) =  

x2− 4

x2 + 2 x 
  , g x) = 1 − 

2

 x 
                                                                                                                      

1.76  Να εξετϊςετε αν εύναι ύςεσ οι ςυναρτόςεισ                                                                                                                                   

α)  f x) =  
  x − 1  

x + 1
   ,     g x) = 

x2− 1  

 x+1)2                                        β)  f x) =  
x2− 16

x2 − 4 x 
  , g x) = 1 + 

4

 x 
                                                                                                                                                                                            

γ) f x) =  x + 3        ,    g x) = 
x − 9  

 x − 3
  

1.77 Να αποδεύξετε ϐτι εύναι ύςεσ οι ςυναρτόςεισ   f x) =  
 x3  − 8  

x2+ 2x + 4
  , g x) =  x + 3)2 − x2 − 5x − 11 

1.78 Να εξετϊςετε ςε ποιεσ απϐ τισ παρακϊτω περιπτώςεισ εύναι f = g. την περύπτωςη που                                      
εύναι  f ≠ g  να προςδιορύςετε το ευρϑτερο δυνατϐ υποςϑνολο του  ℝ  ςτο οπούο να ιςχϑει  f(x) = g(x)                                                        

α) f x) =  x2 − x − 6  και  g x) =  x + 2 x − 3                     β) f x) = 
x2  + 4x + 3

x2− 1
   ,   g x) =  

x2  − 9

x2  − 4x + 3
                                                                                                           

γ) f x) = ln  
 x2

1 − x
    και   g x) = 2lnx − ln(1 − x)       

1.79 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  για τισ οπούεσ ιςχϑει    f x) + g(x))2 = 4f x) ∙ g x).                                                                 
Να δεύξετε ϐτι  f = g    

1.80 Δύνονται οι f , g : ℝ∗  → ℝ   για τισ οπούεσ ιςχϑει : 
 f x) 

2
+ g x) 

2

2x
 = f x) + g x) − x  , ∀ x ≠ 0 .                                                                               

Να δεύξετε ϐτι  f = g    

1.81 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχϑει  f 2 x) + g2 x) + 8x2 ≤ 4x f x) + g(x))                                                                       
Να αποδεύξετε ϐτι οι ςυναρτόςεισ  f ,  g εύναι ύςεσ. 

1.82 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ  για τισ  οπούεσ οι ςυναρτόςεισ                                                                                    
f x) = αx2 x − 1) + βx x − 2) + γ  και  g x) = x3 + 3x2 − 8x + 5  εύναι ύςεσ . 

1.83 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) =  
λx2  – 3x + λ

x − λ2     και   g x) =  
x2−  λ  + 2)x + 2λ  −1

x −3λ  + 2
                                                                              

Να βρεύτε για ποια τιμό του λ οι ςυναρτόςεισ  f και  g  εύναι ύςεσ. 

1.84 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) =  
 λ  + 1)x − 2λ  − 1

x − 2λ2 + λ  − 2
    και   g x) =  

  1 − λ)8+ λ x +  λ  − 3)5  − 4

x − λ2− 2λ
                                                         

Να βρεύτε για ποια τιμό του λ οι ςυναρτόςεισ   f και  g  εύναι ύςεσ. 
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1.85 Να βρεθεύ ο  λ ∈ ℝ  ώςτε να εύναι ύςεσ οι ςυναρτόςεισ   f x) = 
  −λx3+ 3x – 4  

x2− λx + 4
 και  g x) =  −λx − 1                                                                                                                                                                                                                                                                                             

1.86 Να βρεύτε τα α , β ∈ ℝ , ώςτε οι  f x) =  
x2− αx + β

x – α  + 2
 , g x) =  

x2  – α  + β  − 1)x  + 2α  − 3

x + β−1
   να εύναι ύςεσ. 

1.87 Να βρεύτε τα α , β ∈ ℝ , ώςτε οι  f x) =  
2x + 5

x2− 7x + 10
 , g x) = 

α

x − 2
+

β

x − 5
    να εύναι ύςεσ .        

1.88 Δύνεται η  f x) = α − 5 − 
α

   x   
  ,  α ∈ ℝ  τησ   οπούασ η  Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο Μ −3 ,−1).                                                                                                                                                                                                                                                                       

α)Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ  καθώσ και τον αριθμϐ α .                                                                                 
β)Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ Cf με τουσ ϊξονεσ                                                                                                                                          
γ)Να βρεύτε για ποια τιμό του x  η Cf  βρύςκεται  πϊνω απϐ την γραφικό παρϊςταςη τησ  g x) =  x − 4                                                                                                                                                         

δ) Να εξετϊςετε αν οι ςυναρτόςεισ  f  και   h x) =  
x2  − 36

  x2 + 6 x   
    εύναι ύςεσ .     

         

 Η. Πρϊξεισ μεταξϑ υναρτόςεων 

1.89 Δύνονται οι  f x) =  x − 1  και   g x) =   
x2− 4

x2− 3x
 .   Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  

 f 

g
 

1.90 Δύνονται οι  f x) =  x − 1  και  g x) =  6 − x . Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
                                                                                                    

1.91 Δύνονται οι  f x) =  x − 1  και  g x) =  2 − x .  Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
     

1.92 Δύνονται οι  f x) = 
x2− 9

x + 2
  και  g x) =   

x − 1

x2− x − 6
  . Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  

 f 

g
 

1.93 Δύνονται οι    f x) = 
x

 lnx  
    και   g x) =  1 − 2x .  Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  

 f 

g
                                                                                                     

1.94 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = lnx − 3  , g x) = ex − 2. Να λϑςετε την ανύςωςη:   
 f 

g
   x) ≥ 0 

1.95 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = 1 + 
1

 x 
    και   g x) =  

x

1 − x
                                                                                                     

Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f ∙ g ,  
 f 

g
                                       (χολικϐ) 

1.96 Οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων  f x) = 
x2+ α

x − 2
  και  g x) =  

7x + 5α

2 − x
  με  α ∈ ℝ , 

τϋμνονται πϊνω ςτην ευθεύα  x = −3 .                                                                                                                                              
α) Να βρεύτε τον αριθμϐ α                                                                                                                                                                                                          

β) Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  f + g , f − g ,  f ∙ g ,  
 f 

g
                                                                                                                   

γ) Να βρεύτε τα διαςτόματα ςτα οπούα η  Cf ∙g   βρύςκεται κϊτω απϐ τον ϊξονα  x’x                                                                                        
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 Οριςμϐσ  ϑνθεςησ  υναρτόςεων 

 

 

 

 

 

 

▶ Η  gof  ορύζεται αν  Αgof ≠ ∅  δηλαδό αν  f(A) ∩ B ≠ ∅  

▶ Αν  f , g  εύναι δϑο ςυναρτόςεισ και ορύζονται οι  fog  και  gof  τϐτε αυτϋσ δεν εύναι υποχρεωτικϊ ύςεσ. 

▶ Αν  f , g , h  εύναι τρεισ ςυναρτόςεισ και ορύζεται η  ho gof)  , τϐτε ορύζεται και η   hog)of                                                      

και ιςχϑει  ho gof) =  hog)of                                                                                                                                                            

Ση ςυνϊρτηςη αυτό τη λϋμε ςϑνθεςη των  f , g  και  h   και τη ςυμβολύζουμε με  hogof .       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                             2. ϑνθεςη υναρτόςεων 
 

 Αν  f , g  εύναι δϑο ςυναρτόςεισ με πεδύο οριςμοϑ  Α και Β  αντύςτοιχα, 

τϐτε ονομϊζουμε  ςϑνθεςη τησ  f  με την  g  και τη ςυμβολύζουμε με  𝐠𝐨𝐟  ,                   

τη ςυνϊρτηςη  με τϑπο   gof) x) = g f(x))                                                                                       

και πεδύο οριςμοϑ  Αgof = {x ∈ A / f(x) ∈ B} 
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Ασκήσεις 

Composite function                   
of  f  and  g ,                                          
η ςϑνθεςη τησ f με                     
την g   

 

 

 

Α. Οριςμϐσ ϑνθεςησ υναρτόςεων 

2.1 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) =  2 − x  και  g x) = x2 + 2x − 6 .  Να ορύςετε την fog . 

2.2 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  
 x + 1 

x + 2
  , g(x) = 

 x − 3 

x − 2
  . Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ  fog , gof , fof . 

2.3 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  
 2x − 1 

x + 1
   , g(x) = 

 x − 1 

x 
 .  Ιςχϑει  fog = gof  ;                                                                                                                              

2.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  g x) = 
  x + 3  

x − 2
 . Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  gog . 

2.5 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  2 − x  και  g x) = lnx . Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ  fog και gof 

2.6 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  x − 2  και  g x) = ln 6 − 2x) . Να ορύςετε τισ  fog και gof                                                                                                               

2.7 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = 
 x  

x + 1 
 και  g x) =  2x + 8 . Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ fog και gof 

2.8 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 
ex

 ex  – 1 
  και   g x) = ln(x − 1). Να ορύςετε τισ fog , gof , fof. 

2.9 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ln 1 − ex)  και  g x) = lnx2 . Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fog . 

2.10 Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  gof  αν :                                                                                                                                                          

α) f x) = x2   και  g x) =  x                β) f x) = ημx  και  g x) =  1 − x2        χολικϐ) 

2.11 Δύνονται οι  f x) = x2 + 1  και  g x) =  x − 2  . Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ fog , gof    χολικϐ) 

2.12 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x − 1  και  g x) = x2 − 2x + 3 . Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των 
γραφικών παραςτϊςεων  fog  και  gof . 

2.13 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) =  2x − 1  και  g x) = ln 9 − x2) .                                                                                              

α) Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  gof .                                                                                                                                                  

β) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τησ  γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  gof  με τον ϊξονα x’x     

2.14 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 2x + α  και  g x) = 3x + 2α , α ∈ ℝ .  Αν οι γραφικϋσ τουσ 
παραςτϊςεισ τϋμνονται πϊνω ςτην ευθεύα  x = 1 , να βρεύτε τον αριθμϐ α  και να δεύξετε ϐτι  fog = gof  

2.15 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ . Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                      
α)  αν οι ςυναρτόςεισ  f , g εύναι περιττϋσ , τϐτε και η fog  εύναι περιττό .                                                                                     
β)  αν η ςυνϊρτηςη f  εύναι ϊρτια  και η g εύναι περιττό , τϐτε η  fog εύναι ϊρτια . 
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2.16 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  x + 3  και  g x) = x2 + 1                                                                                               
α) Να ορύςετε, αν ορύζονται, τισ fog και gof                                                                                                                                         
β) Να εξετϊςετε αν η fog  εύναι ϊρτια ό περιττό                                                                                                                                        
γ) Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  gof 

2.17 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 
x2− 4x + 3

x – 3 
  , g x) = ln(x − 1) . Να βρεύτε :                                                                                                                                      

α) τα πεδύα οριςμοϑ των ςυναρτόςεων και να απλοποιόςετε  τον τϑπο τησ f                                                                                                                                
β) την ςυνϊρτηςη  gof                                                                                                                                                                                        
γ) τα διαςτόματα ςτα οπούα η Cgof    βρύςκεται κϊτω απϐ τον  ϊξονα x’x                                                                                              

2.18. Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x + α

   x + 1  
 ,  α ∈ ℝ τησ οπούασ η  Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Μ −2 , 3).                                   

α) Να βρεύτε τον αριθμϐ  α                                                                                                                                                                                 
β) Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fof                                                                                                                                                            

γ) Να εξετϊςετε αν οι ςυναρτόςεισ   fof) x)  και  g x) =  
−x − 1

x2+ x
  εύναι ύςεσ 

2.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2− α

   x + 1  
 , α ∈ ℝ  τησ οπούασ η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα x’x                                                         

ςτο ςημεύο με τετμημϋνη 1                                                                                                                                                                               
α) Να βρεύτε τον αριθμϐ  α                                                                                                                                                                                 
β) Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fof                                                                                                                                                            

γ) Να εξετϊςετε αν οι ςυναρτόςεισ   fof) x)  και  g x) =  
x2− x

x + 1
  εύναι ύςεσ 

2.20 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶   0 , +∞) → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   2f x) − f  
1 
 x 
 = lnx3 , x > 0.                                                  

α) Να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη  f .                                                                                                                                                                  

β) Αν g x) =  
  ex  + 2  

ex  − 1
  να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη gof  καθώσ και τα ςημεύα τομόσ τησ με τουσ ϊξονεσ . 

2.21 Δύνονται οι f x) = lnx , g x) =  
α  − x

x + 3
   , α ∈ ℝ . Αν η  Cg  διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Α −5 ,−4) :                                                                                                                                      

α) να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ  α                                                                                                                                                     
β) να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fog                                                                                                                                                              
γ) να αποδεύξετε ϐτι η  fog  εύναι περιττό  

2.22 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = lnx  και  g x) =  
 x  

1 − x 
  .  Να ορύςετε την fog .      ΘΕΜΑ  2017 ) 

2.23 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f: ℝ → ℝ με  f x) = x2 + 1  και  g: [2 , +∞) →  ℝ  με  g x) =  x − 2                             
Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  gof       ΘΕΜΑ  2019Ε )                                                                                                                                                       

2.24 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f ∶   1 , +∞) → ℝ   με   f x) = 
x + 2

 x −1  
    ,  g x) = ex                                                        

Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  fog       ΘΕΜΑ  2020 )                                                                                                                                                        
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Β. Αποςϑνθεςη  υναρτόςεων 

2.25 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  ώςτε   fog) x) = 3x2 − 6x + 10 και f x) = 3x + 1                          
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.26 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  ώςτε   fog) x) = ημ2x + x4 + 1 και f x) = 2x − 5                          
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.27  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  ώςτε   fog) x) = x2 + 4 και f x) = e2x−5                                                           
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.28 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f και g : ℝ → ℝ  ώςτε   fog) x) = 2x + 1  και f x) = lnx , x > 0  .                                  
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.29 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει   fog) x) = x + 8  και f x) = ex+1 .                                        
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) . 

2.30 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  ώςτε   fog) x) = 4x2 − 14x + 13  και g x) = 2x − 3 .                                   
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x) . 

2.31 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει   fog) x) = 2x2 − 11x + 16 και g x) = x − 3                             
Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x) . 

2.32 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑει  fog) x) =  
2 − x

  2 + x  
 , x > 0 και g x) = lnx .                                                                                  

 Να βρεύτε  την ςυνϊρτηςη  f(x) . 

2.33 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x), αν  gof) x) = 
x

2x2+ 2x + 1
  και  f x) = 2x + 1   

2.34 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x), αν  gof) x) = 
2x − 1

x2− x + 1
  και  g x) = x − 2   

2.35 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει   fog) x) = 4x2 − 1  και g x) = 2x + 1                                               
α) Να βρεύτε   την ςυνϊρτηςη  f(x) .                                                                                                                                       
β) Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  fof  

2.36 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) ώςτε να ιςχϑει                                                                                                                           

α)  gof) x) = 4x2 − 2x + 1  και  f x) = 1 − 2x                       β)  gof) x) = x + 2 και  f x) = ex − 1 

2.37 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) ώςτε να ιςχϑει                                                                                                                                          
α)  fog) x) = x2 + 3  και  f x) = x3 − 1                     β)  fog) x) = 9x2 − 3ημx + 1 και  f x) = 3x + 1 

2.38 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x) ώςτε να ιςχϑει                                                                                                                                         

α)  fog) x) = x2 + 2x + 2 και g x) = x + 1              β)  fog) x) =  1 + x2  και g x) = −x2  χολικϐ) 

2.39 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x)  αν  f ex) = 3x2 − 2x + 4 ,  x ∈ ℝ             

2.40 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x)  αν  f 2x − 1) = 4x2 − 6x + 3  ,  x ∈ ℝ          

2.41 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  f(x) αν  f lnx) = x2 + 3lnx + 1  , x > 0                                                                         

2.42 Έςτω η ςυνϊρτηςη f  για την οπούα ιςχϑει:  f 2x − 3) = x2 − 3x + 2  ,  x ∈ ℝ . Να βρεύτε :                                         
α) τον τϑπο τησ  f                               β) τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf  με τουσ ϊξονεσ                  
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2.43 Δύνονται οι  f , g : ℝ → ℝ  με    gof) x) = 3x2 − 6x + 10  και  g x) = 3x − 2 . Να βρεύτε  :                                                                                                                     
α) τη ςυνϊρτηςη  f                                                                                                                                                                                   
β) τα  x  για τα οπούα η Cf  βρύςκεται πϊνω   απϐ την  Cg  

2.44 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  για τισ οπούεσ ιςχϑει  gof) x) = 4x2 + 4  και  f x) = 2x − 1                                          
α) Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  g(x) .                                                                                                                                                      
β) Να βρεύτε τα διαςτόματα που η Cgof   βρύςκεται πϊνω απϐ την Cg  

2.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln 
1 + x

1 − x
                                                                                                                                                              

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ  f                                                                                                                                                                          
β) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι περιττό                                                                                                                                                         

γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με την ευθεύα  y = f f 0)                                                                                                                                                                  

δ) Αν επιπλϋον ιςχϑει   gof) x) = 
1 + x

1 − x
  να βρεύτε να τον τϑπο τησ  g 

2.46 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f , g : ℝ → ℝ  με    gof) x) = 2ex ex + 1) − 15  και  g x) = 2x − 3                                     
α) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τουσ ϊξονεσ                                                                                                               
γ) Θεωροϑμε τισ ςυναρτόςεισ  h x) = ln x + 6)   και  φ x) = x + ln ex + 1). Να εξετϊςετε αν οι 
ςυναρτόςεισ  hof  και φ  εύναι ύςεσ. 

 

Γ. Εϑρεςη Πεδύου Οριςμοϑ ϑνθεςησ 

2.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f :  −2 , 1 → ℝ . Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ   f(2x − 3)  

2.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f :  0 , 1 → ℝ .Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ f(lnx)  

2.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : (0 , 1] →  ℝ . Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ των ςυναρτόςεων :                                 
α) f(3x − 2)               β) f(lnx)                γ) f ex) 

2.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f :  −1 , 4 → ℝ .  Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ   g(x)=f(x2 − 5) 

2.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : [1 , 9] →  ℝ . Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ των ςυναρτόςεων :                                 
α) h x) = f(4x2 − 7)               β) g(x) = f(lnx)                γ) φ x) = f 3 − x)  

2.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f :  −2 , +∞) → ℝ  και η ςυνϊρτηςη  g(x) = 
ex +1

ex +1+ 1
                                                                 

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ  gof                                                                                                                                    

β) Αν επιπλϋον ιςχϑει   gof) x) = 
2 + x

3 + x
  , να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη f                                                                           

γ) Θεωροϑμε τη ςυνϊρτηςη  h x) =  
e2x− 3ex  + 2

ex− 1
                                                                                                                       

γ1) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ  h  και να απλοποιόςετε τον τϑπο τησ .                                                                        
γ2) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  foh                                                                                                                                                  
γ3) Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  foh  και να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ.     
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Δ. Εϑρεςη  τιμόσ   𝐟 𝐱𝐨)  ϐταν  εύναι  γνωςτό  η  fof 

2.53 Δύνεται η f: ℝ → ℝ  για την  οπούα ιςχϑει   fof) x) = 3x − 2 , x ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό f(1). 

2.54 Δύνεται η f: ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   fof) x) = x2 + x , x ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό f(0). 

2.55 Δύνεται η f: ℝ →  0 , +∞)  ώςτε   fof) x) = 3x2 + 2x − 80 , x ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό f(5).                                                                

2.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f: ℝ → ℝ  για την  οπούα ιςχϑει   fof) x) = 3x + 4 , x ∈ ℝ .                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι   f 3x + 4) = 3f x) + 4 , x ∈ ℝ .                                                                                                                                  

β) Να υπολογύςετε την τιμό  f(−2) .         

 

Ε. Εϑρεςη  Μεταβλητών  ςτην  ϑνθεςη 

2.57 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = αx − 1  και  g x) = 7x − α ,α ∈ ℝ .                                                                                                                        
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α  οι ςυναρτόςεισ  fog  και  gof  εύναι ύςεσ. 

2.58 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = αx + 1 , g x) =  3α − 2)x + α2 − 1 ,α ∈ ℝ .                                                        
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α  ιςχϑει  fof = g . 

2.59  Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 2x − 1  και  g x) = 3αx + 1 , α ∈ ℝ .                                                                                     
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α  οι ςυναρτόςεισ  fog  και  gof  εύναι ύςεσ.       

2.60 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 2x + 3,  g x) = αx2 + βx + γ  , h x) = 4x2 + βx + 2γ .                                                                                                               
Να προςδιορύςετε τουσ αριθμοϑσ α , β , γ   για τουσ οπούουσ ιςχϑει  gof = h  

2.61 Δύνεται η f x) = 
  3 − αx  

2 − x
 . Να βρεθεύ ο  α ∈ ℝ ώςτε για κϊθε  x ≠ 2 να ιςχϑει   fof) x) = x                                                                                                                                          

2.62 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = x + 1  και  g x) = αx + 2 ,α ∈ ℝ .                                                                                     
Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του α  οι ςυναρτόςεισ  fog  και  gof  εύναι ύςεσ.    χολικϐ) 

2.63 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  με    gof) x) = 3x2 − 9x + 10  και  g x) = 3x − 2                                                          
α) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f                                                                                                                                                                
β) Θεωροϑμε τη ςυνϊρτηςη  h x) = αx + β . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των  α,β ∈ ℝ  οι ςυναρτόςεισ                                         
foh  και  hof  εύναι ύςεσ . 

                                                                                                       

 

 

 

 

                                         

 

 

 

Ο Λϋοναρντ Όιλερ ( 1707 – 1783) όταν πρωτοπϐροσ  Ελβετϐσ  

μαθηματικϐσ και φυςικϐσ. 

Θεωρεύται ωσ ο κατ' εξοχόν μαθηματικϐσ του 18ου αιώνα, και 
ϋνασ απϐ τουσ ςημαντικϐτερουσ μαθηματικοϑσ που ϋχουν 
υπϊρξει ποτϋ.  
 
τον Euler ,το 1748, οφεύλεται ο ϐροσ “ςυνϊρτηςη”  function) 
καθώσ και ο ςυμβολιςμϐσ f(x). 
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▶ Αν μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα 

ό γνηςύωσ φθύνουςα ςε ϋνα διϊςτημα Δ του 

πεδύου οριςμοϑ τησ, τϐτε λϋμε ϐτι η  f  εύναι 

γνηςύωσ μονϐτονη  ςτο Δ. 

▶ Η ςυνϊρτηςη f  λϋγεται αϑξουςα                                           

ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμοϑ τησ ,                                                                                    

ϐταν για κϊθε  x1 ,  x2 ∈ Δ   με  x1 < x2                                                                

ιςχϑει :   f x1) ≤ 𝑓 x2) 

▶ Η ςυνϊρτηςη f  λϋγεται φθύνουςα                                           

ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμοϑ τησ ,                                                                                    

ϐταν για κϊθε  x1 ,  x2 ∈ Δ   με  x1 < x2                                                                

ιςχϑει :   f x1) ≥ 𝑓 x2) 

 

 

 

 

▶ Σο  ολικϐ) μϋγιςτο και το  ολικϐ) ελϊχιςτο 

μιασ ςυνϊρτηςησ  f  λϋγονται ολικϊ ακρϐτατα 

τησ  f . 

▶ Άλλεσ ςυναρτόςεισ παρουςιϊζουν μϐνο 

μϋγιςτο , ϊλλεσ μϐνο ελϊχιςτο, ϊλλεσ μϋγιςτο 

και ελϊχιςτο και ϊλλεσ οϑτε μϋγιςτο, οϑτε 

ελϊχιςτο. 

 

 

 

 
ΠΡΟΟΦΗ 

 

             

 

Α. Οριςμϐσ  Γνηςύωσ  Αϑξουςασ 

 

        

 

 

 

Β. Οριςμϐσ  Γνηςύωσ  Υθύνουςασ 

 

 

 

 

 

 

Γ. Οριςμϐσ  Ολικοϑ  Μεγύςτου 

   

 

 

 

 

Δ. Οριςμϐσ  Ολικοϑ  Ελαχύςτου 

 

 

 

 

                3. Μονοτονύα υνϊρτηςησ 

 Η ςυνϊρτηςη f  λϋγεται γνηςύωσ αϑξουςα                                           

ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμοϑ τησ ,                                                                                    

ϐταν για κϊθε  x1 ,  x2 ∈ Δ   με  x1 < x2                                                                

ιςχϑει :   f x1) < 𝑓 x2) 

 Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμοϑ το Α                                  

θα λϋμε ϐτι παρουςιϊζει ςτο  xo                                     

ολικϐ μϋγιςτο  το  f x0)                                                             

ϐταν  f(x) ≤ f(x0)  για κϊθε  x ∈ A                                   

 2010 Ε−2014) 

 Η ςυνϊρτηςη f  λϋγεται γνηςύωσ φθύνουςα                                           

ςε ϋνα διϊςτημα Δ του πεδύου οριςμοϑ τησ ,                                                                                    

ϐταν για κϊθε  x1 ,  x2 ∈ Δ   με  x1 < x2                                                                

ιςχϑει :   f x1) > 𝑓 x2) 

ΠΡΟΟΦΗ 

 Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμοϑ το Α                                  

θα λϋμε ϐτι παρουςιϊζει ςτο  xo                                     

ολικϐ ελϊχιςτο  το  f x0)                                                             

ϐταν  f(x) ≥ f(x0)  για κϊθε  x ∈ A                                    
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Ασκήσεις 

Strictly increasing 
(decreasing) function                   
η γνηςύωσ αϑξουςα 
(φθύνουςα) ςυνϊρτηςη  

 

 

 

Α. Τπολογιςμϐσ  Παραγώγων  Βαςικών  υναρτόςεων 

3.1 Να βρεθοϑν οι παρϊγωγοι των ςυναρτόςεων                                                                                                         
α) f x) = 3x + 7                 β) f x) = x2 + 5x + 2016                         γ) f x) = x3 + 4x2 − 2x + 1                                                                            

δ) f x) = 3ex + 2lnx + 7 x                                ε) f x) = 3ςυνx + 2ημx +  
4

 x 
 −2x 

3.2 Να βρεθοϑν οι παρϊγωγοι των  ςυναρτόςεων                                                                                                         
α) f x) = xex           β) f(x) = xlnx           γ) f x) = x2ημx         δ) f x) = x3lnx         ε)  f x) =  x2 − 2x)ex 

3.3 Να βρεθοϑν οι παρϊγωγοι των ςυναρτόςεων                                                                                                         

α) f x) = 
2x

x + 1
                      β) f x) = 

3x − 1

2x + 5
                       γ)  f x) = 

x2  − 3x

2x + 3
                 δ)  f x) = 

  x2   

ex                                                                                     

ε) f x) = 
  x – 3  

ex                     ζ) f x) = 
x

  lnx   
                          η)  f x) = 

ημ x

  ςυν x  
  

3.4 Να βρεθοϑν οι παρϊγωγοι των ςυναρτόςεων                                                                                                         
α) f x) = ln x2 − 3x)            β) f x) = ημ 2x + 3)                    γ) f x) = ςυν x2 + 5x)                                                                                       

δ) f x) = ex2 − 5x + 3            ε) f x) =  4x − 5                           ζ) f x) =  3x − 2)5  

 

Β. Μελϋτη Μονοτονύασ 

3.5 Να μελετηθοϑν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ ωσ                                   
προσ την μονοτονύα :                                                                                    
α) f x) = 2x3 + 6x − 1             β) f x) = ex + lnx                                                      
γ) f x) = −x5 − x3 − lnx 

3.6 Να μελετηθοϑν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ   ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                                       

α)  f x) = 1 − 3x +  1 − 2x            β) f x) = 4e3−x + 2020        γ) f x) = x5 − 
1

2x
 

3.7 Να μελετηθοϑν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ   ωσ προσ την μονοτονύα :                                                                  

α)  f x) =  1 − x                    β) f x) = 2 ln x − 2) − 1              γ)  f x) = 3e1− x + 1                                                                         
δ) f x) =  x − 1)2 − 1 , x ≤ 1      χολικϐ) 

3.8 Ομούωσ :    α)  f x) = x2 +  x                        β) f x) = 
2

 x 
 −lnx + 1        γ) f x) =   

2

3
 

x

 − 4x 

3.9 Ομούωσ :    α) f x) = ln x − 1) − e2−x         β) f x) = 
1 − x

1 +  x
                   γ)  f x) =  x − 1 + 2 x 

3.10 Ομούωσ:     α) f x) = 
3 x

2 + x
              β) f x) = 

x + 1

x − 3
             γ)  f x) = 

x + 1

2x − 1
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3.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
1

2
 

x

  +αx3 + α − 25  τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται απϐ το Μ −2 , 0)                                

α) Να βρεύτε την τιμό του α .                                                                                                                                                                     
β) Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ τησ  Cf   με τον ϊξονα  y’y                                                                                                               
γ) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα 

3.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2 + 1 , x ≥ 0
x + 2  , x < 0

                                                                                                                    

α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα ςτα διαςτόματα   −∞ , 0) και  [0 , +∞)                                                
β) Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  f                                                                                                                                    
γ) Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι γνηςύωσ μονϐτονη ςτο ℝ 

3.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
α + βx3  , x ≤ 1

α − 1 + βx  , x > 1      
 τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται απϐ τα                                         

ςημεύα Α −1 , 4)  και  Β 3 ,−1) .                                                                                                                                           
α) Να βρεύτε τουσ αριθμοϑσ α και β                                                                                                                                            
β) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                             
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τουσ ϊξονεσ . 

3.14 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ . Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                      
α) αν οι ςυναρτόςεισ  f , g εύναι γνηςύωσ αϑξουςεσ , τϐτε και η fog  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα .                                                                                     
β) αν οι ςυναρτόςεισ  f , g εύναι γνηςύωσ φθύνουςεσ   τϐτε η  fog  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα .                                             
γ) αν η  f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και η  g  γνηςύωσ αϑξουςα, τϐτε οι ςυναρτόςεισ  fog και gof   εύναι 
γνηςύωσ φθύνουςεσ. 

3.15 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ →  0, +∞). Αν η  f εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και η  g εύναι γνηςύωσ 

αϑξουςα , να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  h =  
f

  g  
  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα . 

3.16 Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f , g  που εύναι  γνηςύωσ αϑξουςεσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ .                                                                                  
Να αποδεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f +  g  εύναι γνηςύωσ αϑξουςεσ . 

3.17 Δύνεται η γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Να βρεύτε το εύδοσ τησ μονοτονύασ τησ f                                                           
αν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται απϐ τα ςημεύα :                                                                                                                    
α)  Α 2 , 5)   και   Β 4 , 3)                             β) Γ −1 , 6)  και  Δ 3 , 8) 

3.18 Δύνεται η γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Αν η Cf  τϋμνει τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y                                                     
ςτα ςημεύα  με τετμημϋνη  −2  και τεταγμϋνη 1  αντύςτοιχα  τϐτε:                                                                                                                                         
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                   
β) Αν  g  γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ , να εξετϊςετε ωσ προσ την μονοτονύα τισ ςυναρτόςεισ  gog , fog . 

3.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την  οπούα ιςχϑει  f 3 x) + 2f x) = 5x + 2  ,  x ∈ ℝ  .                                                             
Να δεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f  εύναι  γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ           

3.20 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 3 x) + ef(x) = 2x − 3  ,  x ∈ ℝ  .                                                             
Να δεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f   εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο  ℝ        
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 Γ. Μονοτονύα  και  Ανιςώςεισ 

3.21 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη   f x) =  
1

 x 
 −lnx                                                                                                                                                                                                                               

α)Να μελετηθεύ η f ωσ προσ την μονοτονύα    β)Να λυθεύ η ανύςωςη     
1

x2 +  5
−  

1

2x2 +  1
< ln

x2 +  5

2x2  +  1
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

3.22 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + x   .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α)Να μελετηθεύ η f ωσ προσ την μονοτονύα     β)Να λυθεύ η ανύςωςη  ln x2 + x + 1) + x2 < ln x + 2) + 1                                                                                                                                                                                      

3.23 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = x2007 +  2007x                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

β) Να λϑςετε την ανύςωςη   20073x−1 − 2007x+3 >  x + 3)2007 −  3x − 1)2007  

3.24 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 +  2x    .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      
β) Να λϑςετε την ανύςωςη   x3 + x2)3 −  x + 1)3 > 2 x + 1 − x3 − x2)   

3.25 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) =  
2
 3 
 

x
  − 2x                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η  f ωσ προσ  την μονοτονύα           β) Να λϑςετε την ανύςωςη   
4

 9 
 

x
−  

2

 3 
 

x
< 2x                                                                                                                                                          

3.26 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = 2x + x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα          β) Να λϑςετε την   23x−x2
− x2 < 26−2x − 5x + 6                                                                                                                                                                                           

3.27 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = 2x + 4x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα            β) Να λϑςετε την ανύςωςη  21− x + 4 < 4x + 6                                                                                                                                                                                         

3.28 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη     f x) =  
1

 x 
  −  x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η  f ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                                     

β) Να λϑςετε την ανύςωςη    
1

2x2  + 3
−

1

x2  + 2x + 6
 >  2x2 + 3 −  x2 + 2x + 6 

3.29 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = x + ln 1 + ex)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα          β) Να λϑςετε την ανύςωςη   x − 1)2 > 𝑙𝑛  
1 + e2x

1 + ex 2                                                                                                                             

3.30 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = e−x − 2x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα        β) Να λϑςετε την  ex2−1 + 4x2 < ex−x2
+ 2(1 + x)                                                                                                                                                                                             

3.31 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = ex + lnx  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ   την μονοτονύα        β) Να λϑςετε την ανύςωςη  ex2
+ lnx > ex                                                                                                                                                                                            

3.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = αx − lnx  , x > 0 , α ∈  0 , 1)                                                                                   
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                               

β) Να λϑςετε την ανύςωςη   αx2+ x + 4 − αx2+9 <  ln x2 + x + 4) − ln x2 + 9)             

3.33 Δύνεται η   f x) = αx + x + 1  , α > 1                                                                                                                                                                   
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                     

β) Να λϑςετε την  αx2− 9 − αx − 3 < 6 + x − x2            
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3.34 Να λϑςετε την ανύςωςη  e1− x < 1 + lnx   

3.35 Να λϑςετε την ανύςωςη   5x3 +  lnx < 
2

 x 
 + 3                                                                                                                    

3.36 Να λϑςετε την ανύςωςη   ex +  3x >  
  1  

2
 

x

    

3.37 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 +  lnx                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
α) Να μελετηθεύ η f  ωσ προσ   την μονοτονύα                                                                                                                   
β) Να βρεύτε για ποια τιμό του x  η Cf  βρύςκεται κϊτω  απϐ την γραφικό παρϊςταςη                                                                 
τησ  ευθεύασ  y = 1                                                                                                                                                                                   

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   3 x + 1)2 −   2 x + 3)2 > ln 
2 x  +  3

3 x  +  1
 

3.38 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = x + ln x + 2)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                   
β) Να λϑςετε την ανύςωςη    f x4 + 1) − f x2 + 1) > 0                                                                                                     

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  ln 
3x

x2+ 2
  < 𝑥2 − 3x + 2 

3.39 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + ex                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      

β) Να αποδεύξετε ϐτι  e3 − ex < 𝑙𝑛  
  x  

3
     για κϊθε  x > 3 

3.40 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = 8e2− x −  2x                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      
β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f x) < 4                                                                                                                                                        

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη    8  e2− x2
−  e2− x >  −2x 1 − x)                                                                                                          

3.41 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = e− x − x3                                                                                                                                       
α) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                              
β)Να λυθοϑν οι ανιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1)  ex x3 + 1) < 1            β2)  f f x) < 
1

 e 
  −1              β3)  e− x − 

2

 x 
 < x3 − ln32 

3.42 Δύνεται  η   f x) = ex +  ln x + 1) − 1                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                                         

β) Να λϑςετε την ανύςωςη   ex2
+  ln x2 +  1) > 1                                                                                                                              

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   ex2
−  ex+2 > 𝑙𝑛 

x + 3

 x2 +  1 
 

3.43 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 +  5x + 1                                                                                                                
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                                   

β) Να λυθεύ η ανύςωςη   3x + 18)3 −  7x + 12)3 < 
57x +12  − 53x +18

 57x +12 +1 +  53x +18 +1
 

3.44 Αν η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο  ℝ  και  η  Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Α −2 ,−3) ,                                                                              
να λϑςετε  την ανύςωςη   2 f  x2 −  3x) +  6 ≤ 0  .  
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3.45 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  f ςτο ℝ .                                                                                                                              
Να λϑςετε την ανύςωςη :   fof) x2 + x) <   fof) x + 1)                                        

3.46  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = αx3 + 2αx − 3 ,  α ∈ ℝ .   Aν η Cf   τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςτο 1  :                                         
α) να βρεύτε τον αριθμϐ  α                                                                                                                                                                             
β) να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                   
γ) να λϑςετε την ανύςωςη   f  f x) + 3x2 + 3) + 3 > 0 .  

3.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = αx5 +  αx + 2 ,  α ∈ ℝ . Aν η Cf   διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Κ −1 , 4):                                         
α) να βρεύτε τον αριθμϐ  α                                                                                                                                                                             
β) να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                   
γ) να λϑςετε την ανύςωςη    fof) x) > 2 . 

3.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
  1  

3
 

x
+  αx ,  α ∈ ℝ. Aν η Cf   διϋρχεται απϐ το ςημεύο Μ −2 , 11):                                         

α) να βρεύτε τον αριθμϐ  α                                                                                                                                                                             
β) να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                   
γ) να λϑςετε την ανύςωςη   3x x + 4) < 1 .                                                                                                                                   

δ) να λϑςετε την ανύςωςη   
  1  

3
 

2 x 

+  
  1  

3
 

2 x +1

>  
  1  

3
 
 x +1

+  
  1  

3
 
 x +2

+ 2 x − 2 

3.49 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ με f  γνηςύωσ φθύνουςα και  g  γνηςύωσ αϑξουςα                                           
α) Να μελετόςετε ωσ προσ τη μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  fog                                                                                                            
β) Να λϑςετε την ανύςωςη :    fog)(x2 − 4x) ≥  fog) x − 4)   

3.50 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  οι οπούεσ εύναι γνηςύωσ φθύνουςεσ .                                                                
α) Να δεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f +  g  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                             
β) Να λϑςετε την ανύςωςη  f x2 + 3) − f 3x + 1) > 𝑔 3x + 1) − g(x2 + 3) 

3.51 Δύνεται η γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f   ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   
απϐ τα  ςημεύα   A(5 , 13)  και  Β 7 , 11 )  τϐτε :                                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  
β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f f x) − 6) < f 7) + 2                                                                                                               

3.52 Δύνεται η γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                            
απϐ τα  ςημεύα   A(0 , 2)  και  Β 2 ,−3)  τϐτε :                                                                                                                                                                       
α) να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                    

β)να λυθεύ η ανύςωςη  f  f e2x − 3ex + 2  < −3 

3.53 Δύνεται η γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f   ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   
απϐ τα  ςημεύα   A(−4 , 3)  και  Β 3 ,−2 )  τϐτε :                                                                                                                                                                       
α) να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  
β) να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  fof                                                                                                                                                 

γ) να λυθεύ  η ανύςωςη  f  f  ex − 1 − 5  > −2 .                                                                                                                                        

3.54 Δύνεται η γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                                   
απϐ τα  ςημεύα   A(2 ,−1)  και  Β 5 , 2 )  τϐτε :                                                                                                                                                                       
α) να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                  

β) να λϑςετε την ανύςωςη    2f
2

(x)  ≤ 4 ∙ 2f(x) 
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3.55 Δύνεται η γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f   ςτο ℝ . Aν η γραφικό τησ παρϊςταςη διϋρχεται                            
απϐ τα  ςημεύα   A 1 , 5)  και  Β −2 , 7)  τϐτε :                                                                                                                                                                       
α) να βρεύτε το εύδοσ μονοτονύασ τησ  f                                                                                                                                                    
β) να λυθεύ η ανύςωςη   f  f  x − 4) − 6) − 5 < 0                                                                                                                            
γ) να λυθεύ η ανύςωςη   f x) ∙  f x) − 12) < −35                                                                                                                   
δ) να λυθεύ η ανύςωςη   f 2x − 1) + f x + 3) < 𝑓 5 − x) + f(7 − x) 

3.56 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ                                                                                                
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = f x) − x  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ                                                                               
β) Να λυθεύ η ανύςωςη   f x2 − 2x) − f 3x − 6) >  x2 − 5x + 6 

3.57 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με  f 2) = 8                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = x3 − f x)   εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ                                                                               
β) Να λυθεύ η ανύςωςη  8x3 <  f 2x) 

3.58 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶   0, +∞) → ℝ   η οπούα εύναι γνηςύωσ αϑξουςα.                                                                                                                  
Να δεύξετε ϐτι  f(x) + f(3x) <  f(2x) + f(7x) 

3.59 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = 2 − ex+1                                                                                                                                            
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                  
β) Να μελετηθεύ η  fof  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                             
γ) Για κϊθε x < 0 να δεύξετε ϐτι  f 5x) < 𝑓 7x) 

3.60 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη   f x) =  
1

 x 
 −lnx                                                                                                                                                                                                                               

α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                  
β) Για κϊθε θετικϐ ακϋραιο ν , να αποδεύξετε ϐτι :  f 5ν) + f 7ν) > 𝑓 6ν) + f 8ν)                                                           
γ) Για κϊθε θετικϐ ακϋραιο x , να αποδεύξετε ϐτι :   f 2x) + 1 > f 3x) + f ex) 

3.61 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 8x                                                                                                                                       
α) Να μελετηθεύ η f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                       
β) Για κϊθε  x > 1 να αποδεύξετε ϐτι :    f x3) + f 2x) > 𝑓 x2) + f 2)                                                                               
γ) Για κϊθε x < 0 να αποδεύξετε ϐτι :     f 3x) + f 5x) > 𝑓 2x) + f 4x) 

3.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την  οπούα ιςχϑει  f 3 x) + f x) = x  ,  x ∈ ℝ  .                                                             
α) Να δεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f  εύναι  γνηςύωσ αϑξουςα ςτο   ℝ                                                                              
β) Να λϑςετε την ανύςωςη  f x3) < 𝑓 3x − 2)   

3.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ  γνηςύωσ φθύνουςα και  ∀x ∈ ℝ  ιςχϑει  f 3 − x) + f x + 5) = 0                                                              
Να λϑςετε την ανύςωςη :    f x2 + 2x − 4) < 0 . 

3.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  γνηςύωσ αϑξουςα και  ∀x ∈ ℝ  ιςχϑει  f 6 − x) + f x + 4) = 0 .                                                                                    
α) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη f x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα                                                                                                      
β) Να λϑςετε την ανύςωςη :    f x2 + x + 5) > 0 . 

3.65 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = ex +  lnx                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            
α) Να μελετηθεύ η f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                      

β) Να αποδεύξετε ϐτι για κϊθε  x > 0 με  x ≠ 1    ιςχϑει   ln 
x2+ 1

2x
  > e2x − ex2+1                                                                             

γ) Να αποδεύξετε ϐτι για κϊθε  x > 0   ιςχϑει  ln  
x + 1

x
 

x

  > 𝑥 ex − ex+1                                                                

δ) Να αποδεύξετε ϐτι η γραφικό παρϊςταςη τησ  g x) = f x + α) − f x + β)  , α > β > 0                                
βρύςκεται  πϊνω απϐ τον ϊξονα  x’x              
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3.66  Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx − e−x                                                                                                                                       
α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ  την μονοτονύα                                                                                                                                                                    

β) Να δεύξετε ϐτι  
1

ex −
1

ex 2+ 1
 > ln 

x

x2+ 1
  ,  x > 0                                                                                                                                

γ) Για κϊθε  x , y > 0  με   x > y , να δεύξετε ϐτι : 3lnx + e−y3
< 3𝑙𝑛𝑦 + e−x3

                                                                                            

δ) Για κϊθε  x > 0  να αποδεύξετε ϐτι   ln  1 +
1

x
 >

1

ex +1 −
1

ex                                                                                                                                                                                            

3.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  ώςτε:   f 2x − 1) = −2x + 4 1 − e2x   , ∀x ∈ ℝ                                                            

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = 3 − x − 4ex+1                                                                                                                                                
β) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                                    

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   3 − x)e−x−1 = 4                                                                                                                                    
δ) Αν  h x) = lnx + 1, να δεύξετε ϐτι η γραφικό παρϊςταςη τησ  foh  τϋμνει την ευθεύα με                                        

εξύςωςη    y + 4e2 = 2  ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο                                                                                                                                             

ε) Να δεύξετε ϐτι  
  π   

e
  >

e4e

e4π                         

3.68 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  για τισ οπούεσ ιςχϑει  g x) = f 2x − 5) − f 4 − x) ,∀x ∈ ℝ                       
Επύςησ η ςυνϊρτηςη  f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα .                                                                                                                                
α) Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  g  ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                  
β) Να λϑςετε την ανύςωςη  g ex − 2) > 0                                                                                                                                      

γ) Αν για τον πραγματικϐ αριθμϐ α ιςχϑει  g eα) + g e3α > 𝑔 e2α + g e5α   να δεύξετε ϐτι  α > 0                                   

δ) Να αποδεύξετε ϐτι δεν υπϊρχει γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  h: ℝ → ℝ  για την οπούα οι 
ςυναρτόςεισ  foh  και g  εύναι ύςεσ. 

                     

Δ. Μονοτονύα  και  Εξιςώςεισ 

3.69  Να λυθεύ η εξύςωςη  2x5 +  3ex = 3  .        

3.70  Να λυθεύ η εξύςωςη  x3 +  lnx − 1 = 0  .                  

3.71  Να λυθεύ η εξύςωςη   
2

 x 
  = 1 + ln x − 1) .            

3.72 Να λυθεύ η εξύςωςη   e3− x − 1 = ln x − 2)         

3.73 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx − 
1

 x 
 + 1                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

α) Να μελετηθεύ η  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                                       

β) Να λυθεύ η εξύςωςη    ln 2x + 3) + 1 =  
1

2x + 3
                                                                                                              

γ) Να λυθεύ η ανύςωςη  2x2lnx + x2 < 1   

3.74 Να αποδεύξετε ϐτι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των  f x) = ex  και  g x) = 1 − ln(x + 1)  ϋχουν μϐνο 
ϋνα   κοινϐ ςημεύο                       
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▶ Μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι 1-1, αν και μϐνο αν: 

α) για κϊθε ςτοιχεύο y του ςυνϐλου τιμών τησ,                

η εξύςωςη  f x) = y  ϋχει ακριβώσ μια λϑςη                  

ωσ προσ x .                                                                              

β)δεν υπϊρχουν ςημεύα τησ  Cf   με την ύδια 

τεταγμϋνη. Αυτϐ ςημαύνει ϐτι κϊθε οριζϐντια 

ευθεύα τϋμνει τη  Cf   το πολϑ ςε ϋνα ςημεύο. 

▶ Αν μια ςυνϊρτηςη f : A→ ℝ   εύναι                      

γνηςύωσ μονϐτονη τϐτε η f εύναι ςυνϊρτηςη 1-1 

 

 

 
ΠΡΟΟΦΗ 

 

   

 

Α. Οριςμϐσ  υνϊρτηςησ  1-1 

 

 

 

 

 

●  Για τισ αςκόςεισ, χρηςιμοποιοϑμε την 

παρακϊτω πρϐταςη,                                                                                                                  

η οπούα αποδεικνϑεται με απαγωγό ςε ϊτοπο :                                                                                                                      

Μια ςυνϊρτηςη  f : A→ ℝ  εύναι ςυνϊρτηςη  1-1                                                                                                                          

ϐταν για κϊθε  𝐱𝟏 , 𝐱𝟐 ∈ 𝚨 ιςχϑει η ςυνεπαγωγό :                                                                                                                                   

Αν  𝐟(𝐱𝟏) = 𝐟(𝐱𝟐)  τϐτε   𝐱𝟏 = 𝐱𝟐  

 

 

 

 

 

 

 

▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ .                                                                           

▶ Πρϊγματι , η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x  , x ≤ 0

 
1
x

 , x > 0
      εύναι ςυνϊρτηςη 1-1 ,                                                            

αλλϊ δεν εύναι γνηςύωσ μονϐτονη ,                                                                          
αφοϑ εύναι γνηςύωσ αϑξουςα για  x ≤ 0 ,                                                       
ενώ γνηςύωσ φθύνουςα για  x > 0   

 

 

 

 

4. Αντύςτροφη  υνϊρτηςη  
 

Μια ςυνϊρτηςη  f : A→ ℝ                                                   

λϋγεται ςυνϊρτηςη  1-1  ϐταν                                                

για κϊθε  x1 , x2 ∈ Α ιςχϑει η ςυνεπαγωγό :                                          

Αν  x1 ≠ x2   τϐτε   f x1) ≠ f x2) 

 2005 Ε−2015 Ε) 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν μια ςυνϊρτηςη  f : A → ℝ  εύναι 1-1  τϐτε 

εύναι και γνηςύωσ μονϐτονη        ( 2018 ) 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 32 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 33 
 

 

Β. Αντύςτροφη  υνϊρτηςη 

   

 

 

 

 

 

 

 

Γ. Ιδιϐτητεσ  Αντύςτροφησ  υνϊρτηςησ 

● Έςτω ϐτι  f ∶ A → ℝ  μια 1-1 ςυνϊρτηςη. Απϐ τον τρϐπο που ορύςτηκε η ςυνϊρτηςη, προκϑπτουν :       

α) Η αντύςτροφη  f−1  ϋχει πεδύο οριςμοϑ το ςϑνολο τιμών  f(A)  τησ  f                                                                                           

β) Η αντύςτροφη  f−1  ϋχει ςϑνολο τιμών το πεδύο οριςμοϑ Α τησ f                                                                                                    

γ) Ιςχϑει ϐτι  𝐟−𝟏 𝐟 𝐱) = 𝐱  για κϊθε  x ∈ A                                                                                                                                        

δ) Ιςχϑει ϐτι  𝐟  𝐟−𝟏 𝐲) = 𝐲  για κϊθε  y ∈ f(A)   

● Οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των  Cf   και  Cf−1   των ςυναρτόςεων  f  και  f−1  εύναι ςυμμετρικϋσ                       

ωσ προσ την ευθεύα  y = x  που διχοτομεύ τισ γωνύεσ  xOy  και  x’Oy’ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μια ςυνϊρτηςη  f ∶ A → ℝ  ϋχει αντύςτροφη αν εύναι 1-1.                                                                                                    

Σϐτε για κϊθε ςτοιχεύο y  του ςυνϐλου τιμών  f(A) τησ f , υπϊρχει μοναδικϐ ςτοιχεύο  x  του πεδύου 

οριςμοϑ τησ Α, για το οπούο ιςχϑει  f x) = y .                                                                                                               

Επομϋνωσ ορύζεται μια ςυνϊρτηςη  g ∶ f(A) → ℝ  με την οπούα κϊθε   y ∈ f(A)  αντιςτοιχύζεται ςε 

ϋνα μοναδικϐ  x ∈ A  Για το οπούο ιςχϑει  f x) = y.                                                                                                                                

Η g  λϋγεται αντύςτροφη τησ  f  και ςυμβολύζεται με  𝐟−𝟏  .                                                                                                

Επομϋνωσ ϋχουμε   f x) = y ⇔ f−1 y) = x               ( 2019 )                                                                                                                 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. υνϊρτηςη 1-1 

4.1 Να εξετϊςετε αν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι 1-1 :                                                                                                                 

α) f x) = 3ex−3 −5                  β)  f x) =  
3 lnx  − 2

4
                                   γ) f x) =  

3 − x

x + 1
                                                                                         

δ) f(x) = 1 −  3 − 2x             ε) f(x) =  2 ln(x + 1) − 3                       ςτ)  f x) = 
2 ex− 1

ex  + 2
 

4.2 Να αποδεύξετε ϐτι οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ  εύναι 1-1 :                                                                                                  

α) f x) =  
2x + 3

x − 1
                 β) f x) = 2 +  3x − 4                       γ) f x) = 3x2 − 6x + 1  , x ≥ 1 

4.3 Να εξετϊςετε αν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ   εύναι 1-1 :                                                                                                                 

α) f x) =  3 −  2 − x          β)  f x) = ln  
1 + x
1 − x

            γ)  f x) = 1 − 2x − 3ex         δ)  f x) = e−2x −  x 

4.4 Να εξετϊςετε αν οι παρακϊτω ςυναρτόςεισ εύναι 1-1 :                                                                                                                    

α) f(x)= 2 x5+ 7x3 + 3x − 5      β) f x) = 3ex + 2 lnx − 1     γ) f(x)=  
  1  

2
 

x
− 4x3     δ) f(x)= 

  5  

x
 − 3 lnx 

4.5 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
ex  ,          x ≤ 0
−x + 1  , x > 0 

                                                                                                                               

α) Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό παρϊςταςη τησ  Cf                                                                                                                                      
β) Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                            
γ) Να γρϊψετε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ  Cf    

********************************************************************************************************** 

4.6 Να αποδεύξετε ϐτι δεν εύναι 1-1   οι ςυναρτόςεισ :                                                                                                                             

α)  f x) =  
x2− 1

x2+ 1
           β) f x) =  x − 3) x − 4) + 2018        γ)  f x) = ln  x + 1)     δ) f x) =  x − 3 − 2        

4.7 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ για την οπούα  ιςχϑει  x − 2)f x − 3) −  x − 3)f x) = 1 ,  για κϊθε x ∈ ℝ                                                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f 0) , f 2)                                                                                                                                                     
β) Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι 1-1 

4.8 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για τον οπούα  ιςχϑει  6f x2) − f 2 x) ≥ 9  , για κϊθε x ∈ ℝ .                              
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f 0) , f 1)                                                                                                                                                                  
β) Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι 1-1 

4.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f 2 x) + f x) + 1 ≤ 3f x2 − x) για κϊθε x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι η  f   δεν εύναι 1-1 

4.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  2f x) ≥ f 1) + f(2) για κϊθε x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι η  f   δεν εύναι 1-1 

4.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x3 − 3x2 + 4.                                                                                                                                   
α) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  f  με τουσ ϊξονεσ.                                                                       
β) Να εξετϊςετε αν η f εύναι 1-1 

******************************************************************************************************** 
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4.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  (fof)(x) + f 3 x) = 3x − 2 , για κϊθε x ∈ ℝ.                                   
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 

4.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f 3 x)  +  4f x) = 2x + 3 , για κϊθε x ∈ ℝ.                                   
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 

4.14 Έςτω  f , g : ℝ → ℝ δϑο ςυναρτόςεισ ώςτε να ιςχϑει   gof) x) = x3 + 3f x) + 2   , για κϊθε x ∈ ℝ.             
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1          

4.15 Έςτω η ςυνϊρτηςη f ∶  0, +∞) → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 5 x) + 3f x) = ln 2x + 1)  , x > 0 .           
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 

4.16 Έςτω  f , g : ℝ → ℝ δϑο ςυναρτόςεισ, ϐπου η ςυνϊρτηςη  gof  εύναι  1-1 .                                                                            
Να δεύξετε ϐτι και η  ςυνϊρτηςη f   εύναι 1-1. 

4.17 Έςτω f , g : ℝ → ℝ  δϑο ςυναρτόςεισ ώςτε  η  fog  να εύναι 1-1                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ϐτι η g  εύναι 1-1                β) Αν  ∀ x > 0 ιςχϑει  g  f lnx) + 1 ) = g(x + 2)  να βρεύτε την f      

********************************************************************************************************** 

4.18  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = αex−1 +  α − 3) x + 3  τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ το Κ(1, 9).                                    
α) Να δεύξετε ϐτι  α = 5                      β) Να εξετϊςετε αν η f εύναι 1-1 

4.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x + α

 x2 + 1 
, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ το Μ −1, −1).  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                    

α) τον αριθμϐ  α.                                         β) το ςημεύο τομόσ τησ  Cf   με τον ϊξονα y’y                                                                                                                            
γ) αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι 1-1.    

4.20  α) Να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη   g x) = ex − e− x   εύναι  1-1                                                                          

β) Αν για την  f ∶  0, +∞) → ℝ  ιςχϑει  ef(x) − e−f(x) = x −  
  1  

x
   ,   x > 0 , να βρεύτε την f                                                                              

4.21  α) Να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = x + lnx   εύναι  1-1                                                                          
β) Αν για την ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ   ιςχϑουν  x + ex = f x) + lnf(x),  f(x)  > 0 , να βρεύτε την f  

********************************************************************************************************** 

4.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ για την  οπούα ιςχϑει :  f x − y) = f x) − f y) , ∀ x , y ∈ ℝ                      
α) Να αποδεύξετε ϐτι  f 0) = 0                                                                                                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ϐτι  f −x) = −f x)                                                                                                                                     
γ) Αν η εξύςωςη  f x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα το 0 , να αποδεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f  εύναι 1-1       

4.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει :   f x) − f(y) ≥  x − y   , ∀ x , y ∈ ℝ                      
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1   

 

Β. Εξιςώςεισ και ςυναρτόςεισ 1-1 

4.24  Να λϑςετε τισ  εξιςώςεισ :     α) ln(x −  1) = 2 −  x        β) ex = 1 − x2021          γ) 3x = 5 –  2x 

******************************************************************************************************* 

4.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  3x + x3   .                                                                                                                          

α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1           β) Να λϑςετε την   3x2−4x − 3−x+4 = − x2 − 4x)3 +  −x + 4)3 
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4.26 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  αx − x  , 0 < α < 1                                                                                                                                                      

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1              β) Να λϑςετε την εξύςωςη  αk
2
−4 − αk−2 =  κ2 − 4) −  κ − 2) 

4.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  ex−1 + x + 1  .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                               
β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) =  3                                                                                                                                      

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  ex−1 + x − 2 > 0 

4.28 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  x5 + x3 + x − 3  .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                       
β) Να λϑςετε την εξύςωςη    x5 + x3 + x = 3                                                                                                                                                 

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  e 5x + e 3x + e x < 3 .         

4.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + x                                                                                                                                                      
α) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                           

β) Να λϑςετε την εξύςωςη    ex +  x 
3

+ ex =   x + 1 
3

+ 1                                                                                            

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   
1 + x2− x3

x3  
 =  lnx + 1)3 + lnx 

4.30 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  x +  x − 1                                                                                                                                                      

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1             β) Να λϑςετε την εξύςωςη   2x2 − x + 1 −  x2 + 7 = 6 + x − x2  

4.31 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =   ex + 1 + lnx                                                                                                                                                      
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1)   ex2
+ 1 + 2lnx =  e + 1     β2)  e3x + 1 + ln3 + lnx = 3 + ln ln8)   β3)  x + 1 + ln lnx) = f  

e

 x 
  

4.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  ex + lnx + x − 1                                                                                                                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1            β) Να λϑςετε την  ex2+1 − e2x = ln2x − ln x2 + 1) − x2 + 2x − 1     

4.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  2 − x − lnx  .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι κϊθε οριζϐντια ευθεύα τϋμνει τη Cf  το πολϑ ςε ϋνα ςημεύο .                                                                                                                                                                                   
β) Να λϑςετε την εξύςωςη   f x) + ln2 = 0                                                                                                                                                 

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   x + 1) x − 2) = ln 
x +  3

x2  + 1 
  

4.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x + ln(x + 1).                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1                         β) Να λυθεύ η εξύςωςη  f ex + x − 1) = 0  ςτο A = [0, +∞) . 

4.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
1

 x 
  −lnx + 1                                                                                                                    

α) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1                                 β) Να λυθεύ η εξύςωςη  lnxx + x = 1  , x > 0                                                                                                                       

γ) Να λυθεύ η εξύςωςη  ln 
x2+ 1

3x2+ 2
=

2x2+ 1

 x2+ 1) 3x2+ 2)
 

4.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  e3−x − x + 2  .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1)  x − e3−x = 2               β2)  e3−x2+1 − x2 + 1 = −2              β3)  e−x2+4x+3 − e9−x + 5x = x2 + 6  
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4.37 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 +  e x − 1 .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1)  f x) = e                     β2)  f x2 − 6x + 8) = 0                 β3)  x + 3)3 −  x2 + 1)3 = ex2+1 − ex+3                                                                                                                              

β4) ln3x + x = e1−x −  x − 1)3   

4.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex + x − 1  .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1)  ef(x) + f x) = 1                 β2)  x − 1)2 = e2x − ex2
+ 1                  β3) f  ex2

− 4x = f e4x − x2                                                                                                                                                     

β4) ex2+2x+2 +  x + 1)2 = e                              β5) ex2− 3x +  
x2− 3x

ex   = 1 

4.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  e−x − lnx  .                                                                                                                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                            

β) Να λϑςετε την εξύςωςη  lnα = 
1

eα
2 −

1

eα
    

4.40 Να λϑςετε την εξύςωςη  ln  
ex  +  1

 e−x   + 1 
 = 7 e−x + 1)3 − 7 ex + 1)3  .                                                                                                                                                         

4.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx −  
1

x
.                                                                                                                          

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1)  xx = e1−x, x > 0       β2)  
1

x2 +  5
−  

1

2x2 +  1
= ln

x2 +  5

2x2  +  1
        β3) f x) + f x2) = f x3) + f x6), x > 0 

4.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx −  
 2 

x
.                                                                                                                          

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  

β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ   g : ℝ → (0 , +∞)  αν ιςχϑει   lng x) − 
2

g(x)
 = x − 

2

ex   , x ∈ ℝ                                                            

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   ln  
2x2 +  1

x2 +  2
 = 

1

2x2 +  1
−  

1

x2 +  2
           

********************************************************************************************************* 

4.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει (fof)(x) +  f 3 x) = 2x + 5 ,  για κϊθε x ∈ ℝ.                                    
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                            β) Να λυθεύ η εξύςωςη   f(2x3 + x − 2) = f 2 − x)     

4.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    fof) x) = f x) + ex−1 , x ∈ ℝ .                                                            
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι 1-1                           β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x3 − 5x) = f 2x − 6) 

4.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει   ημf x) + f 3 x) − 2x = π3   , x ∈ ℝ .                           

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                             β) Να λυθεύ η εξύςωςη   f et + 1 − f 2e−t = 0       

4.46 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f, g : ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχϑει  fog) x) + eg(x) = 2012x + 2015 .                                                        
α) Να αποδεύξετε ϐτι η g εύναι 1-1                       β) Να λϑςετε την εξύςωςη  g x + 1) − g x2 + 1) = 0                                                                             

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 37 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 38 
 

 

4.47 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ∗ με  (fof)(x) = (x − 2) f(x) , x ∈ ℝ.                                                                                                       
α) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  εύναι  1-1                           β) Να βρεύτε την τιμό  f 3)                                                                                                                                                                                

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f x + 1 − f  x − 1) − f x − 2) = 0. 

4.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  fof)(x) − f(x) = −x + 2 , x ∈ ℝ.                                                            
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι 1-1                               β) Να βρεύτε την τιμό  f(2)                                                                                                                                                                                        
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η f  δεν εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                 
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f 4 − f  x − 1) = 2 

4.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  fof)(x) − f(x) = 2x + 2 , x ∈ ℝ.                                                            
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι 1-1                               β) Να βρεύτε την τιμό  f(−1)                                                                                                                                                    

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x2 + x − 1) + 2 x + 1) = f f x)      

4.50  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  fof)(x) − f(x) = x , x ∈ ℝ.                                                            
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι 1-1                               β) Να βρεύτε την τιμό  f(0)                                                                                                                                                               
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f x3 + ex) = f 1)         

4.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την  οπούα ιςχϑει (fof)(x) + f 3 x) = 2x + 3 ,  για κϊθε x ∈ ℝ.                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                           β) Να λυθεύ η εξύςωςη  f(2x3 + x) − f 4 − x) = 0                             

γ) Να λυθεύ η εξύςωςη  f f x2 + x) − f f 8 − x) = 2x2 + 4x − 16 

4.52 Έςτω f, g : ℝ → ℝ δϑο ςυναρτόςεισ , για τισ οπούεσ ιςχϑει (gof)(x) = 2x5 + ef(x)+1 , x ∈ ℝ.                                              
α) Να δεύξετε ϐτι  f   εύναι  1-1                                    β) Να λϑςετε την εξύςωςη   f lnx) = f 1 − x3).   

*********************************************************************************************************        

4.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  g x) = x + 3 ex − 2 καθώσ και η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα                                               

ιςχϑει   (gof)(x) =  8 −  3 ex − 2  για κϊθε  x ∈ ℝ.                                                                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ϐτι η  g  εύναι  1-1                                 β) Να βρεύτε την τιμό  f(2)                                                                                                                                                                                         
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f  f  x − 3) + ex − 1) − f(ex + 1)=0. 

4.54 Έςτω f , g : ℝ → ℝ δϑο ςυναρτόςεισ                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι αν η ςυνϊρτηςη fog  εύναι  1-1 τϐτε και η ςυνϊρτηςη g εύναι 1-1                                                   

β) Αν για κϊθε  x ∈ ℝ  ιςχϑει  f g x) = 2x + ex  τϐτε να λϑςετε την  g  ex2
− e2x = g 4x − 2x2) 

4.55 Θεωροϑμε ςυνϊρτηςη f  οριςμϋνη και γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  0 , +∞)  καθώσ και την                                    
ςυνϊρτηςη   g x) = f x) − 2lnx  , x > 0                                                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη g  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                    
β) Αν το ςημεύο Α 1 , 2) ανόκει ςτην γραφικό παρϊςταςη τησ f , τϐτε να λϑςετε :                                                                                              
β1) την εξύςωςη  f x − 1) = 2 + 2ln x − 1)                     β2) την ανύςωςη  ln lnx)2 <  𝑓 lnx) − 2 

4.56 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα f : ℝ → ℝ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η g : ℝ → ℝ , με  g x) = f(x) − x   εύναι γνηςύωσ  φθύνουςα.                                                                                   
β) Να λυθεύ η εξύςωςη  f x2 − 3x) − f 2x − 6) = x2 − 5x + 6. 

********************************************************************************************************  

4.57 Έςτω η  f ∶  0, +∞) → ℝ  με  f x) − f y) = f  
  x  
y
 .  Αν η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα τϐτε :                                                                                                                                                                                                                                                             

α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f  1-1                                                                                                                                                                                        
β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) + f x2 + 3) = f x2 + 1) + f x + 1) 
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4.58 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0, +∞) → ℝ   με  f x ∙ y) = f x) + f y) , ∀ x , y > 0                                                  
Αν η εξύςωςη  f(x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα τϐτε :                                                                                                                                                       

α) Να δεύξετε ϐτι  f 1) = 0            β) Να δεύξετε ϐτι  f  
1

x
   = −f x)          γ) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f  1-1                                                                                                                                                 

δ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f x) + f x2 + 1) = f x + 8) 

4.59 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0, +∞) → ℝ   με  f x) − f y) = f  
x

y
      , ∀ x , y > 0                                                             

α) Να βρεύτε το f 1)                                                                                                                                                                                            

β) Να δεύξετε ϐτι  f  
1

x
  = −f x)  ,    ∀ x > 0                                                                                                                      

γ) Αν επιπλϋον εύναι γνωςτϐ ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα τϐτε :                                                        
γ1)  Να δεύξετε ϐτι η εύναι f  1-1                         γ2)  Να λϑςετε την εξύςωςη  f x2) + f 2) = f 12x − 16) 

 

Γ. Εϑρεςη Αντύςτροφησ υνϊρτηςησ 

4.60 Να βρεύτε τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων :        α) f(x) = 2x + 5                 β)  f x) = 
 3x – 2 

x + 1
  

4.61 Να βρεύτε τισ αντύςτροφεσ  των ςυναρτόςεων:       α) f x) = e3x−1 + 2          β)  f x) =  
 x −  1 

x − 2
 

4.62 Να βρεύτε τισ αντύςτροφεσ των ςυναρτόςεων        α) f x) = 
 x – 2 

3x + 5
                β)  f x) =  

ex  

1 + ex  

4.63 Ομούωσ :              α) f(x) =  1 +  ln(x − 3)                  β)  f x) = 2 +  x − 1 

4.64 Ομούωσ :              α) f x) = 2ex−3 − 1                         β)  f x) = 2 +  ex − 1 

4.65 Ομούωσ :              α) f x) = 1 − ex−1                            β)  f x) = 2 −  3 − x   

4.66 Ομούωσ:               α) f x) = x2 − 4x + 5 , x ≥ 2        β)  f x) =  x2 − 8x + 10 , x ≤ 4 

4.67 Ομούωσ :              α) f x) = x2 + 4x + 1 , x ≥ −2     β) f x) = x2 + 2x + 3 , x ≤ −1  

4.68 Ομούωσ :              α) f x) = x3 + 1                                  β)  f x) = x3 − 3x2 + 3x − 6 

4.69 Ομούωσ :               α) f x) = x3 + 8                                  β)  f x) = x3 + 3x2 + 3x + 3 

4.70 Ομούωσ :               α) f x) = −x3 + 3x2 − 3x + 2        β) f x) =
1
3

x3 − x2 + x                                                                                    

4.71 Ομούωσ :              α) f x) = 8x3 − 3                               β) f x) =  
 ex  + 1 

ex                                                                                                  

4.72 Ομούωσ :               α) f x) =  
e x  − 1

e  x  + 1
                                 β) f x) = ln  

x − 1

 x – 2 
 

 

4.73 Ομούωσ :         α) f x) = 3x − 2          β) f x) = x2 + 1           γ) f x) =  x − 1) x − 2) + 1     χολικϐ) 

4.74 Ομούωσ :         α) f x) =  1 − x
3

        β) f x) = ln(1 − x)      γ) f x) = e−x + 1           χολικϐ) 

Inverse  Function  

Αντύςτροφη 

υνϊρτηςη  
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4.75 Ομούωσ :         α) f(x) =   ex− 1 
ex + 1

        β)  f x) =  x − 1   (χολικϐ)   

4.76 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ    f x) =  4 −  1 + x   

4.77 Ομούωσ :         α)  f x) =  
 x

1 +  x
         β) f x) = ln e −  x − e2  

4.78 Ομούωσ :        α)  f x) = 3 + ex−2       β) f x) = ln 1 − e−x) 

4.79 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ    f x) =  
e− x  −  e x  

2
                                              

4.80 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 4x + 2 , g x) = 2f−1 x) + 1 . Να βρεύτε την g−1 . 

4.81 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  
ex  ,          x ≤ 0

x2 + 1  , x > 0
  

4.82 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  
lnx − 2  ,          0 < 𝑥 < 1

 x − 1  ,                    x ≥ 1
  

4.83 Ομούωσ :         α) f x) =  
2x + 1  , x ≤ 1

x2 + 2  , x > 1
             β) f x) =  

1 −  1 − x  , x ≤ 1

x2 − 2x + 2  , x > 1
  

4.84 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  e
x−1 + 1  , x ≥ 1

3x − 1       , x < 1
  

********************************************************************************************************** 

4.85 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα  ιςχϑει   2f 3 x) + 4f x) = x + 4 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                            
Να βρεύτε, αν υπϊρχει, την αντύςτροφη τησ f. 

4.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει   f 3 x) − 3f 2 x) + f x) + x = 2017, ∀x ∈ ℝ.                                                                            
Να βρεύτε, αν υπϊρχει, την αντύςτροφη τησ f. 

4.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει   ef(x) + 2017f 3 x) + 2018 = x ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                            
Να βρεύτε, αν υπϊρχει, την αντύςτροφη τησ f. 

********************************************************************************************************* 

4.88 Έςτω η  f ∶ ℝ →  1 , +∞)   για την οπoύα ιςχϑει   f 2 x) − 2 f x) = e2x − 1.  Να βρεύτε :                                                                                              
α) τον τϑπο τησ  f x)                                                                                                                                                                                       
β) τον τϑπο τησ   f−1(x) . 

4.89 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) = αx + β , α ≠ 0.  Να βρεύτε τα α , β ∈ ℝ  αν  f x) = f−1 x) + 4 .  

4.90 Αν  f x) =  2α − 1)x − 3β , να βρεθοϑν τα α , β ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει  f = f−1  

4.91 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = α + ex−1, α∈ ℝ .                                                                                                                               
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                        
β)  Αν ιςχϑει  f−1 4) = 1 , τϐτε :                                                                                                                                                                                        
β1) Να βρεύτε το α                                                                                                                                                                                    
β2) Να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                     
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4.92 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = 
 α  – x 

1 + x
 ,  α ∈ ℝ. Αν η Cf   διϋρχεται απϐ το ςημεύο Κ −3 , −2) τϐτε                                              

α) Να βρεύτε τον αριθμϐ  α                                                                                                                                                                          
β) Να αποδεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f   εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                 
γ) Να δεύξετε ϐτι  f = f−1 

4.93 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = 
 3x + α  

1 − x
 ,  α ∈ ℝ.  Αν η Cf   διϋρχεται απϐ το ςημεύο Κ 2 , −6) τϐτε                                              

α) Να βρεύτε τον αριθμϐ  α                                                                                                                                                                          
β) Να αποδεύξετε ϐτι  η ςυνϊρτηςη  f    εύναι αντιςτρϋψιμη και να βρεύτε την  f−1                                                                                                                                                                
γ) Να βρεύτε ςυνϊρτηςη g  ώςτε να ιςχϑει    gof)(x) = f−1(x) . 

4.94 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ex + 1   και  g x) =  
 ex  + 1 

ex  − 1
                                                                                    

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                         
β) Να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη g εύναι περιττό                                                                                                                            
γ) Να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη  gof−1 

4.95 Να βρεύτε την ςυνϊρτηςη  fog−1  αν :                                                                                                                                               

α) f x) =  x − 4    ,    g x) = 1 +  x                           β) f x) = 
 ex− 1 

ex  + 1
     ,    g x) = ln 1 + ex) 

4.96 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) =  x − 1  και g x) =  
x − 1 

x − 2
   Να ορύςετε την ςυνϊρτηςη  f−1og−1 

4.97 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = 
2 

x + 1
    και  g x) = 2x − 1                                                                                                  

α) Να ορύςετε την gof                                                                                                                                                                                     
β) Να βρεύτε την   gof)−1 

4.98 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = e1−x + 2  και  g x) = 3 − 2lnx                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1 και να βρεύτε την  f−1                                                                                                                   
β) Να δεύξετε ϐτι η  g  εύναι 1-1 και να βρεύτε την  g−1                                                                                                                        
γ) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη   h = f−1 + g−1                                                                                                                                      
δ) Να δεύξετε ϐτι η  h  εύναι 1-1 και να υπολογύςετε την τιμό  h−1 2)                                                                                                     

********************************************************************************************************* 

4.99 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = ln  
x 

 1 − x  
    ( ΘΕΜΑ  2017 )                    

4.100 Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = e−x + 2         ( ΘΕΜΑ  2019 ) 

4.101  Αν  f x) = 
ex  + 2

 ex  − 1 
 , x > 0  να  βρεύτε την αντύςτροφό τησ.      ( ΘΕΜΑ  2020 ) 

4.102  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
3x + 1

 x −3  
   με  x ∈ ℝ −  3                                                                                                                               

α) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται  ∀x ∈ ℝ −  3                                                                                                                                            
β) Να αποδεύξετε ϐτι οι ςυναρτόςεισ  f  και  f−1   εύναι ύςεσ                                                                                              
γ) Να αποδεύξετε ϐτι   fof) x) = x  , ∀x ∈ ℝ −  3                            ( ΘΕΜΑ  2020 )        
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Δ. Εξιςώςεισ-Ανιςώςεισ  και Αντύςτροφη 

4.103 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 2x .                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                  β) Να βρεύτε το  f−1(−3)                                                                                                                                                                                        
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f−1  f  x2 − 5) − 9 ) = −2                                                                                                                  
δ) Να λϑςετε την ανύςωςη    f−1  ex − 6)3 + 2ex + 3) < 2 

4.104 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  2 − x − lnx .                                                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                  β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f(x)=1                                                                                                                                                             
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  x +  lnx > 1     

4.105 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2ex−1 + x − 3                                                                                                                               
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                        
β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                              β1) f−1 x) = 0              β2)  x + 1 = f−1 0)                                                      
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f−1 lnx + x − 1) > 1 

4.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  e1−x − x .                                                                                                                                                           
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη               β) Να λϑςετε την ανύςωςη    f−1 1 − x) > 𝑥 .                                                                                                                                                       

4.107 Δύνεται η   f x) =  −2 x3 − 3x + 1                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη               β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1  f  x2 − 4) − 22) < 2.                     

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   2 ∙  f−1 x) 
3

+ 3f−1 x) = ex                                                                                                                       

δ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f x − 2) − f−1 3 − x) < 1 

 4.108 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  ex + x3 + x + 1                                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               

β) Να λϑςετε την εξύςωςη   ex2−x +  x2 − x)3 + x2 − 2x = e x+3 +  x + 3)3 + 3 

4.109 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  ex + x    .                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               
β) Να λϑςετε την εξύςωςη   f−1 x) = x − 1                                                                                                                                              
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f−1 x) ≥ x − 1 

4.110 Δύνεται η   f x) = 2e−2x − 3x − 2e2                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               
β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f f−1 x − 2e2) − 1) = 3                                                                                                                               
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f−1  f  x) − 1 − 2e2) < 0 . 

4.111 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  3x5 +  2x3 − 1                                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                               

β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f  f−1 4ςυνx + 2) = 4                                                                                                                              

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f−1  f  x2 + 2x + 2) − 5) > 0  

4.112 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ  με  f x) = ex−1 + 2x − 3                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                     β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f−1 x) = 0                                                                                                                                                                    
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1 lnx) < 1                     δ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f  1 +  f−1 x + 1) = 0 

4.113 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ln x + 1) −  e−x + 2x ,   f A) = ℝ.                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                                    
β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1  ex − 2) < 0 .                                                                                                                                                                  
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη    f−1  x − 1) = x  ςτο   −1 , +∞) 
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4.114 Δύνεται η  f x) = e x + ln x + 1) + 2                                                                                                                                           
α)Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                          
β)Να λϑςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                                            

β1) f−1 x) > 0             β2) f−1 f x − 4) − 5) > f−1 1 − f x − 4)                  β3) f x) + f−1 x + 3) < 3 

********************************************************************************************************** 

4.115 Δύνεται η f : ℝ → ℝ ,  γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται  απϐ τα  Α 2 , 6) και Β 4 , 3).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λϑςετε την εξύςωςη   f   f−1  x2 − 5x) + 2 ) = 3                                                                                                                                              
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1  f  x2 − x) − 3 ) < 4 .                                                                                                             
δ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f x2) − f 2x) > 3x2 − 6x  

4.116 Δύνεται η f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται  απϐ τα Α 1 , 5) και Β 3 , 8).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λϑςετε την εξύςωςη    f−1 3 + f x2 − 3x − 3) = 3                                                                                                          

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη    f  2 + f−1  
 2x  + 10 

x − 1
  ≤ 8   . 

4.117 Δύνεται η f : ℝ → ℝ  , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α −1 , 5) και Β 6 , 4).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1 −1 + f x2 − 2x − 4) < 6 

4.118 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α 1 , 5) και Β 3 , 8).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λϑςετε την εξύςωςη   f   f−1  x2) − 3 ) = 5  

4.119 Δύνεται η f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α 2 , 1) και Β 3 , 8).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f  −1 + f−1  x2 + 2x) ) = 1                                                                                                
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f f−1 lnx) + 1) < 8                                                                                                                                           

4.120  Δύνεται η  f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α 3 , 2) και Β 5 , 9).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να λϑςετε την εξύςωςη   f 2 + f−1 x2 + x) = 9                                                                                                           

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f f x2 − 4x) − 6) < 2                                                                                                                                                              

4.121 Δύνεται η f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ  τα Α 2 , 5) και Β 3 , 2).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f−1 5)  και  f−1(2)                                                                                                                                             

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1 3 + f  x2 + 2x) > 2   

4.122 Δύνεται η f  γνηςύωσ μονϐτονη ςτο ℝ  ώςτε να ιςχϑει:   f 0) 
2

+  f 1) 
2

+ 13 = 6f 0) + 4f(1)                                                                                                                                

α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                        
β) Να λυθεύ  η  f f−1 x3 − 3x + 4) − 1) > 3             

4.123 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ ,  γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ  τα  Α 1 ,−1) και Β 4 , 7).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    

β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :    β1) f f(x)) = f(7)        β2) f−1 x) = 1       β3) f   f−1  e2x − 2 + 3  = 7                                                                                                  

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη     f  f−1  x2 −
 5 
2

x + 3 < 7 
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4.124 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α 1 , 4) και Β 2 , 12).                                                                                                                                                                                         
α) Να δεύξετε  ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    

β) Να λϑςετε την ανύςωςη  f 1 + f−1 3x − 17) > 12                                                                                                    

γ) Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ :   K = f−1 24 − f 5f−1 12) − 8f−1 4)   

4.125 Δύνεται η f : ℝ → ℝ ,  γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται απϐ τα Α 5 , 9) και Β 2 , 3).                                                                                                                                                                                                                                
α) Να δεύξετε  ϐτι η  f  εύναι αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                      
β)Να λϑςετε την εξύςωςη  f 3 + f−1 x2 + 2x) = 9                                                                                                                              

γ)Να λϑςετε την εξύςωςη  f−1   x − ln
 2 
x

+ 1 = 2                                                                                                                                          

δ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f 2 x) ≤ 12 f x) − 27                                                                                                                                                           
ε) Να λϑςετε την ανύςωςη   f (x + lnx + 4) > 9 

4.126 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται απϐ τα Α 1 , 5) και Β 3 , −1).                                                                                                                                                                                                                                
α) Να δεύξετε  ϐτι η f  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                                                                                                      

β)Να λϑςετε την εξύςωςη   f−1 −2 + f−1 x2 + x + 3) = 3                                                                                                                              

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f(x))2 ≤ 5 + 4f(x) 

********************************************************************************************************* 

4.127 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  (fof)(x) = 3x −  5  με  f(10) = 1 .                                                                    
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                      
β) Να βρεύτε το f(2)                                                                                                                                                                                   
γ) Να υπολογύςετε το  f−1(2)                                                                                                                                                                     
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη f f−1  x − 2) − 5) = 2                                                                                                                        
ε) Να λϑςετε την εξύςωςη   f  3x − 5) = 3 ∙ f  2 − x) − 5                                                                                                      

ζ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f−1  x 3) = 
f 2x2  + 5

3
  

4.128 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την  οπούα ιςχϑει  (fof)(x) + f(x) = 3x − 4 με  f(3) = 8                                                         
α) Να βρεύτε το  f(8)                                                                                                                                                                                    
β) Να δεύξετε ϐτι η  f εύναι 1-1                                                                                                                                                        
γ) Να βρεύτε το  f−1(3)                                                                                                                                                                            
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f   f−1  x2 − 4x) − 3 ) = 3.                                                                                                                                         

4.129 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με   f 3 x) + f x) = 27x3 + 8 .                                                                                                              
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                                                
β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) = 0                                                                                                                                                           
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f  ln2x) = f 2 lnx + 3). 

4.130 Δύνεται η f : ℝ → ℝ τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ το  Α(2 , 5)  και   fof) x) + 2f x) = x + 1.                                                                                                           
α) Να δεύξετε ϐτι η  f   αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε το f(5)  και το  f−1(2)                                                                                                                                                                 

γ) Να λϑςετε την  f 10 − f−1  x + 1) − 2 = 0                     

4.131 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   ef(x) +  f x) = x   , x ∈ ℝ                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                   
β) Να βρεύτε την f(1)                                                                                                                                                                                                        

γ) Να λϑςετε την  ex−4 −  e2x+1 = x + 5 
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4.132 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  ef(x) + f x) = x + 2 , x ∈ ℝ                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                            

β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f lnx) = f  
 e 
x
                                                                                                                                                 

γ) Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ  f                                                                                                                                                     
δ) Να λϑςετε την ανύςωςη   x3 − 8) ex − 3) < 𝑓 −1)      

********************************************************************************************************                                                              

4.133 Δύνεται γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  ώςτε  f  ex + 2) + f  x + 3) = x  , x ∈ ℝ .                                                                                                                                                                                                                             
α) Να αποδεύξετε ϐτι  f  η εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                       
β) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   με τον ϊξονα x’x                                                                                                                            
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη f  6 − f−1 x2 − 4) > 0 .  

4.134 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
ex

 ex  – 1 
                                                                                                                                                 

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ f και να  εξετϊςετε αν η Cf  τϋμνει τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y                                                                                                                                                                                            
β) Να αποδεύξετε ϐτι f η εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                               

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f−1    
1

 1 – e 
+ 2 − f  lnx) = −1 .      

4.135 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f x) =  
ex

e x + 1
    και   g x) = 1 − lnx                                                                                                        

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                         
β) Να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη   f−1og) x)  και να  την μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα.                                                      

γ) Αν 1 < 𝛼 < 𝛽 < e , να δεύξετε   
1 − lnα

1 − lnβ
>

 lnα  

lnβ
 

4.136 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + αx + 2 , α ∈ ℝ .                                                                                                                         
Η γραφικό παρϊςταςη τησ  fof  τϋμνει  τον ϊξονα  y’y ςτο 14 .                                                                                                       
α) Να βρεύτε τον αριθμϐ το α                                                                                                                                                                      
β) Να αποδεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                  
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ  των  Cf  , Cf−1                                                                                                                                                   
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f   f x2 − 4) + x − 1) − f x + 1) = 0 .                                                                                                   
ε) Να λϑςετε την ανύςωςη  f   f  x − 2) − 5) < f−1 14) .   

4.137 Έςτω  f:  0, +∞) → ℝ  ώςτε να ιςχϑει  f(1) + f(e) = 2e + 3 , f x) − f y) = ln
 x 
y

+ 2 x − y)                                                                                                                                 

α) Να βρεύτε τα   f(1) , f(e)                                                                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f                                                                                                                                                                       
γ) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                      

δ) Να λϑςετε την ανύςωςη 4 x2 − 1)  <  ln  
 x2  + 10 

 3x2  + 8 
    

4.138 Η  f : ℝ → ℝ  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και θεωροϑμε τη ςυνϊρτηςη  g x) = f x) − 2e x                               
α) Να δεύξετε ϐτι η  g  εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                               

β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f x − 1) + 2 < 𝑓 0) + 2e x−1                                                                                                                     

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   g  ln
1

x − 1
 = g 2e x−1 − 2e  
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Ε. Κοινϊ  ημεύα  Γραφικών  Παραςτϊςεων  𝐟 , 𝐟−𝟏 

4.139 Δύνονται οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των  ςυναρτόςεων  f , g , φ , ψ Να βρεύτε ποιεσ απϐ τισ 
ςυναρτόςεισ ϋχουν  αντύςτροφη και για καθεμιϊ απϐ αυτϋσ να χαρϊξετε την γραφικό παρϊςταςη τησ                                    
αντύςτροφησ .  χολικϐ) 

 

 

 

 

 

4.140 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x3 + 2x + 2 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .            β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.141 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 
3x + 2

x + 2
                                                                                                                                                  

α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .            β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.142 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = e x−2 + x − 1 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .            β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                     

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  e x5+x3−2 + x5 + x3 = 2f−1 e + 2) − 3 

4.143 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =   x3 + 2x − 2                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f αντιςτρϋψιμη     β) Να βρεύτε την τιμό τησ παρϊςταςησ  Π= f−1 1) + f−1 10)                                                                                     
γ) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ  Cf−1   και τησ   ευθεύασ   y = x       

4.144 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  x3 + 4x − 4 .                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                         β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf   ,  Cf−1                                                                                                                                                            
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1  x2 − 13) < 2 . 

4.145 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 3x5 + x + 3 .                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f  αντιςτρϋψιμη                             β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                                    
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη    f−1  f  x2 − 3) − 4 ) > 0 . 

4.146 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = lnx + x −  
  e  

x
                                                                                                                           

α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f  αντιςτρϋψιμη                              β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf   , Cf−1       

4.147 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
  1  

x
 − e x−1 + 1, x > 0                                                                                                                           

α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι f αντιςτρϋψιμη                        β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των Cf−1 , y = x 

4.148 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln3x + 2x − 1                                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                     β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.149  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x5 + x3 + x                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                      β) Να  λϑςετε την εξύςωςη  f−1 x) = 1                                                                                                                                

γ) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                       δ) Να λϑςετε την ανύςωςη   ef
2
 x)−3f(x) ≤ 1  
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4.150  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = lnx + x − 1                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                 
β) Να βρεύτε το διϊςτημα που η  Cf−1    βρύςκεται πϊνω απϐ την ευθεύα  y = x                                                    

4.151 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 3x +  x − 9 .                                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋφεται                      β) Να βρεύτε τo  f−1 −5)                                                                                                                                                                               
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) = f−1(x)                         δ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1  f  lnx) − 3) > 0  

4.152 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x3 +  x − 8 .                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                      β) Να βρεύτε τα  f−1 −6)   και   f−1 2)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) = f−1(x)                         δ) Να λϑςετε την  εξύςωςη    f  x2 − 8) = −6                                                                                                                                          
ε) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1 logx2) ≤ 2 

4.153 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = e x−1 + 2x − 2.                                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                       β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                        
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη f−1 2x + 1) = x + 1  

4.154  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ex+lnx + x − e2−x                                                                                                   
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              

β) Να λϑςετε την εξύςωςη   x + xe−x − e2−2x = e−x  , x > 0                                                                                        
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) = f−1(x)                                                                                                                                      

4.155 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x2019 + 4x + 4 .                                                                                                                              
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                              β) Να βρεύτε τα  f−1 9)                                                                                      
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη   f−1 x2 − 3x + 11) = 1              δ) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1  

4.156 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = ex−3 + x − e2                                                                                                                                                 
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                                              
β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                      
β1) f x) = f−1(x)                        β2) f−1 2lnx + 2) = f−1(ln2x − 1) 

4.157 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  − x3 − x + 12                                                                                                                                                                                              
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη .                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε την τιμό f−1(14)                                                                                                                                                               

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  27 ∙ 23x −  4x + 2)3 < 4x − 3 ∙ 2x + 2                                                                                                
δ) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των Cf−1  ,   y = x                                                                                                                                                                 
ε) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1   f   x − 1) + 8 ) < 1 . 

4.158 Δύνεται η  f x) = 1 − ln  x − 1 + 1                                                                                                                                           

α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                                          
β) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1                                                                                                                                                                      
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f−1 x) = 1                                                                                                                                           
δ)Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf  και τησ ευθεύασ  y = x                                                       

4.159 Δύνεται η f x) = x2 − 2x + 2 , x ≥ 1                                                                                                                                                     
α) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1                                                                                                                                                         

β) Να λϑςετε την εξύςωςη   x − 1)2 =  x − 1 
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4.160 Δύνεται η f x) = x3 + 2x − 2                                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf−1                                                                                                                                                         

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1 e2x − 2ex + 1 < 1                                                                                                                      

δ)Να λϑςετε την εξύςωςη   f 3 x) + 2f x) = x + 2 

********************************************************************************************************                                                                                                

4.161 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ    με   2f 3 x) + f x) = x + 16 , x ∈ ℝ                                                                                   
α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  f  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                            
β) Να  βρεύτε την αντύςτροφη  f−1                                                                                                                                                                                                  
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ τησ  Cf   και τησ ευθεύασ   y = x                                                                                                       
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  2f 3 x − 4) + f 6 − x) = x + 12 

4.162 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με  f 3 x) + f x) = x − 8 ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                
β) Να  δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                                                                                
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ  των  Cf  ,  Cf−1       

4.163 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με  f 3 x) + 3f x) = x + 3 ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                
β) Να  δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                                                                                
γ) Να  λϑςετε την εξύςωςη  f x) = f−1(x)        

4.164  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ →  0 , +∞)  με   f x) + lnf x) = x  ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                
β) Να  δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                                                                                
γ) Να βρεύτε τα ςημεύα τομόσ  των  Cf  ,  Cf−1                                          

4.165 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ  με    ef(x) + f x) = x + 1 ,   x ∈ ℝ .                                                                                                              
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                                             
β) Να  βρεύτε την  f−1                                                                                                                                                                                                  
γ) Να  λϑςετε την εξύςωςη  f x) = f−1(x)            

 

Ζ. υνδυαςτικϋσ  Αςκόςεισ  

4.166 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) → ℝ  για την    οπούα ιςχϑει   2f x) − f  
1 
 x 
 = 3lnx , x > 0.                                                  

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = lnx .                                                                                                                                                                  

β) Θεωροϑμε τη ςυνϊρτηςη  g x) = 
ex  + 2

ex  − 1
                                                                                                                                 

β1) Να  ορύςετε την ςυνϊρτηςη  h = fog                                                                                                                                         
β2) Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ  h       

4.167 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ   με  f x) = ln(1 + ex)  και  g x) = 
ex  − 1

ex  + 1
                                                 

α) Να ορύςετε την αντύςτροφη τησ  f                                                                                                                                              
β) Να αποδεύξετε ϐτι η g εύναι περιττό.                                                                                                                                                 
γ) Να βρεύτε τον τϑπο τησ   h:  0 , +∞) → ℝ  η οπούα ικανοποιεύ τη ςχϋςη  hof = g                                                                                                                  

δ) Αν  x > 0  να αποδεύξετε ϐτι  h ex) + h e2x <  e3x + h e4x           
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4.168 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη, τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ  τα Α 3 , 2)  και  Β 5 , 9)                                                                                                                                                                                          

α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι   f   αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                                    

β) Να λϑςετε τισ εξιςώςεισ :                                                                                                                                                      

β1) f 2 + f−1 x2 + x) = 9                                                                                                                                                                      

β2) f e3−x − 1 − f ln x − 2) = 0                                                                                                                                                             

γ) Να λϑςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                                                  

γ1) f f x2 − 4x) − 6) < 2                                                                                                                                                                           

γ2) f 22−x > 𝑓 ln x + 2) + 8)                                                                                                                                                             

δ) Η ςυνϊρτηςη  g : ℝ → ℝ   ικανοποιεύ τη ςχϋςη   fog) x − 1) ≥ f x) ≥ f g x) − 1), x ∈ ℝ                                                            

Να βρεύτε τον τϑπο τησ g .    

4.169 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  g x) = ex + 2x − 1                                                                                                                                     

α) Να δεύξετε ϐτι η εύναι  g  αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                              

β) Να δεύξετε ϐτι η  Cg   τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο .                                                                                            

γ) Αν   gof) x) = x − 1  τϐτε :                                                                                                                                                                     

γ1)να δεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                     

γ2) να λυθεύ η εξύςωςη  g f−1  x − 1) − 1) = eg(0) − 1     

4.170 Έςτω  f ∶  −1 , +∞) → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f ex − 1) = x − e−x + 1  , ∀x > −1 και τη    

ςυνϊρτηςη  g ∶ ℝ →  0 , +∞)  για την οπούα ιςχϑει     g2 x) − g x) + 1)lng x) − x = 0 , x ∈ ℝ                                  

α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f                                                                                                                                                                          

β) Να λϑςετε την ανύςωςη  ef(x) − 1 > 0                                                                                                                                              

γ) Να δεύξετε ϐτι η g  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                         

δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  g f x) = 1 .                                   
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Α. Η Έννοια  του  Ορύου   

● Όταν οι τιμϋσ μιασ ςυνϊρτηςησ  f  προςεγγύζουν ϐςο θϋλουμε ϋναν πραγματικϐ αριθμϐ  ℓ , καθώσ                        

το  x  προςεγγύζει με οποιονδόποτε τρϐπο ϋναν πραγματικϐ αριθμϐ  x0 ,                                                                                          

τϐτε γρϊφουμε ϐτι  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟 𝐱) = 𝓵                                                                                                                                                           

και διαβϊζουμε  «το ϐριο τησ  f(x) , ϐταν το  x  τεύνει ςτο  x0 , εύναι  ℓ »                 

▶ Σο  x0 μπορεύ να ανόκει ςτο πεδύο οριςμοϑ τησ  f  ό να μην ανόκει ςε αυτϐ.                                                         

Για να αναζητόςουμε το ϐριο μιασ ςυνϊρτηςησ  f(x) ςτο  x0 , πρϋπει η  f  να ορύζεται ϐςο θϋλουμε κοντϊ   

ςτο x0 . Δηλαδό η  f  πρϋπει να εύναι οριςμϋνη ςε ϋνα ςϑνολο τησ μορφόσ :                                                                   

 α , x0) ∪  x0 ,β)   ό    α , x0)   ό    x0 ,β)       

▶ Η τιμό τησ  f  ςτο  x0 , ϐταν υπϊρχει, μπορεύ να εύναι ύςη με το ϐριϐ τησ ςτο x0 ό διαφορετικό απϐ αυτϐ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             5. Όριο  υνϊρτηςησ   ςτο  𝐱𝐨 ∈ ℝ 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Για κϊθε ςυνϊρτηςη  f : A → ℝ , ϐταν υπϊρχει το ϐριο 

τησ  f  ϐταν το x  τεύνει ςτο 𝐱𝟎 ∈ 𝚨 , τϐτε αυτϐ το ϐριο 

ιςοϑται με την τιμό τησ  f  ςτο  𝐱𝟎                  ( 2019 )    

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶ Η  f x) =  
x2− 1
x − 1

  ,   x ≠ 1

3  ,           x = 1 

   ϋχει lim
x⟶1

f x) = lim
x⟶1

x2− 1
x − 1

= lim
x⟶1

 x − 1)(x + 1)
x − 1

= lim
x⟶1

 x + 1) = 2                           

και  f 1) = 3 , ϊρα lim
x⟶1

f x) ≠ f(1) 
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Β. Πλευρικϊ  Όρια 

●  Όταν οι τιμϋσ μιασ ςυνϊρτηςησ  f  προςεγγύζουν ϐςο θϋλουμε ϋναν πραγματικϐ αριθμϐ  ℓ1 ,  καθώσ                        

το  x  προςεγγύζει το  x0  απϐ μικρϐτερεσ τιμϋσ  x < x0) , γρϊφουμε   lim
x→x0

−
f x) = ℓ1                                                            

και διαβϊζουμε :  «το ϐριο τησ  f(x) , ϐταν το  x  τεύνει ςτο  x0 απϐ αριςτερϊ , εύναι ℓ1 »     

● Όταν οι τιμϋσ μιασ ςυνϊρτηςησ  f  προςεγγύζουν ϐςο θϋλουμε ϋναν πραγματικϐ αριθμϐ  ℓ2 ,  καθώσ                        

το  x  προςεγγύζει το  x0  απϐ μεγαλϑτερεσ τιμϋσ  x > x0) , γρϊφουμε   lim
x→x0

+
f x) = ℓ2                                                            

και διαβϊζουμε :  «το ϐριο τησ  f(x) , ϐταν το  x  τεύνει ςτο  x0 απϐ δεξιϊ , εύναι ℓ2 »        

▶ Σουσ αριθμοϑσ  lim
x→x0

−
f x) = ℓ1  και   lim

x→x0
+

f x) = ℓ2  τουσ λϋμε  πλευρικϊ ϐρια τησ  f  ςτο  𝐱𝟎 .                                  

Ειδικϐτερα ο αριθμϐσ  ℓ1  λϋγεται αριςτερϐ πλευρικϐ ϐριο ςτο  𝐱𝟎 ,                                                                                         

ενώ ο αριθμϐσ  ℓ2 λϋγεται δεξιϐ πλευρικϐ ϐριο ςτο  𝐱𝟎 

● Αποδεικνϑεται ϐτι αν μια ςυνϊρτηςη εύναι οριςμϋνη ςε ϋνα ςϑνολο τησ μορφόσ   α , x0) ∪  x0 ,β) ,               

τϐτε ιςχϑει η ιςοδυναμύα : 

 

 

 

 

Γ. Ιδιϐτητεσ  Ορύων 

▶ Αν μια ςυνϊρτηςη εύναι οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα τησ μορφόσ  x0 ,β) και δεν ορύζεται ςε ϋνα 

διϊςτημα τησ μορφόσ   α , x0) , τϐτε ορύζουμε:   lim
x→x0

f x) = lim
x→x0

+
 f x) 

▶ Αν μια ςυνϊρτηςη εύναι οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα τησ μορφόσ  α , x0) και δεν ορύζεται ςε ϋνα 

διϊςτημα τησ μορφόσ   x0 ,β) , τϐτε ορύζουμε:   lim
x→x0

f x) = lim
x→x0

−
 f x) 

▶ υνϋπειεσ του οριςμοϑ εύναι οι ακϐλουθεσ ιςοδυναμύεσ :                                                                                              

α) 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟 𝐱) = 𝓵 ⇔ 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 𝐟 𝐱) − 𝓵) = 𝟎               β) 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟 𝐱) = 𝓵 ⇔ 𝐥𝐢𝐦
𝐡→𝟎

 𝐱𝟎 + 𝐡) = 𝓵   

▶ Με τη βοόθεια του οριςμοϑ αποδεικνϑονται ϐτι :  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐱 = 𝐱𝟎  και  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐜 = 𝐜 

▶ Αν  lim
x→x0

f x) > 0   τϐτε  f(x) > 0  κοντϊ ςτο  x0 

▶ Αν  lim
x→x0

f x) < 0   τϐτε  f x) < 0  κοντϊ ςτο  x0 

▶ Αν οι ςυναρτόςεισ f , g ϋχουν ϐριο ςτο  x0 και ιςχϑει f x) ≤ g(x) κοντϊ ςτο x0 τϐτε  lim
x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x) 

 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 𝐟 𝐱) = ℓ   αν και μϐνο αν   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

+
 𝐟 𝐱) = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝐱𝟎
−

 𝐟 𝐱) = ℓ 
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▶ Αν οι ςυναρτόςεισ f , g ϋχουν ϐριο ςτο  x0  τϐτε :                                                                                                          

α) lim
x→x0

 f x) + g(x)) = lim
x→x0

f x) + lim
x→x0

g(x)                                                                                                                                     

β) lim
x→x0

 κ ∙ f x) = κ ∙ lim
x→x0

f(x)   για κϊθε πραγματικϐ αριθμϐ κ .                                                                                    

γ) lim
x→x0

 f x) ∙ g(x)) = lim
x→x0

f x) ∙ lim
x→x0

g(x)                                                                                                                                     

δ) lim
x→x0

 
f(x)

g(x)
 = 

lim
x→x 0

f(x)

lim
x→x 0

g(x)
  , εφϐςον  lim

x→x0

g(x) ≠ 0                                                                                                                  

ε) lim
x→x0

 f(x) =  lim
x→x0

f(x)                                                                                                                                                                        

ζ) lim
x→x0

  f(x)κ =  lim
x→x0

f(x)κ   εφϐςον  f x) ≥ 0 κοντϊ ςτο x0                                                                                              

η) lim
x→x0

 f x) ν =  lim
x→x0

f(x) 
ν

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν για κϊθε  x  κοντϊ ςτο  𝐱𝟎  εύναι 𝐟 𝐱) > 0 και 

υπϊρχει το  𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

𝐟 𝐱)  τϐτε και  𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

𝐟 𝐱) > 0 

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶ Πρϊγματι αν θεωρόςουμε τη ςυνϊρτηςη  

f x) =  x , x ≠ 0  τϐτε  f x) > 0 ∀x ≠ 0 , αλλϊ  lim
x⟶0

f x) = 0 
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Δ. Όριο  Πολυωνυμικόσ  υνϊρτηςησ 

 

 

 

 

 

 

 

●  Αν  P x) , Q x) εύναι πολυώνυμα και  x0 ∈ ℝ με Q  x0) ≠ 0 , τϐτε ιςχϑει :  lim
x→x0

 
P(x)

Q(x)
 = 

P(x0)

Q(x0)
    

 

Ε. Κριτόριο  Παρεμβολόσ 

    

                                 

 

 

 

 

 

Ζ. Σριγωνομετρικϊ  Όρια   

● Αποδεικνϑεται ϐτι   𝛈𝛍𝐱 ≤  𝐱   , για κϊθε  x ∈ ℝ , με την ιςϐτητα να ιςχϑει μϐνο ϐταν x = 0                            

● Ιςχϑουν τα εξόσ :    𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝛈𝛍 = 𝛈𝛍𝐱𝟎   και   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝛔𝛖𝛎𝐱 = 𝛔𝛖𝛎𝐱𝟎 

● Βαςικϊ Σριγωνομετρικϊ ϐρια : 

 

 

 

 

Για κϊθε πολυώνυμο P(x) πολυώνυμο, ιςχϑει ϐτι   𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

𝐏 𝐱) = 𝐏(𝐱𝟎)   

Θεωροϑμε το πολυώνυμο  P x) = ανxν + αν−1xν−1 + ⋯+ α1x + α0   και   x0 ∈ ℝ  . Έχουμε :                           

lim
x⟶x0

Ρ x) = lim
x⟶x0

 ανxν + αν−1xν−1 + ⋯+ α1x + α0) = lim
x⟶x0

 ανxν) + lim
x⟶x0

 αν−1xν−1) + ⋯+ lim
x⟶x0

α0 =        

=  αν lim
x⟶x0

xν + αν−1 lim
x⟶x0

xν−1 + ⋯+ lim
x⟶x0

α0 = ανx0
ν + αν−1x0

ν−1 + ⋯+ α0 = P(x0)     

Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f , g , h . Αν ιςχϑουν: 

▶  h(x) ≤ f(x) ≤ g(x)  κοντϊ ςτο  x0 

▶ lim
x→x0

h x) = lim
x→x0

g x) = 𝓵 

τϐτε ιςχϑει και  lim
x→x0

f x) = ℓ          2016 Ε  )                                           

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎

 
 𝛈𝛍𝐱 

𝐱
 = 𝟏 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝟎
 
𝛔𝛖𝛎𝐱 − 𝟏

𝐱
 = 𝟎 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Έννοια του ορύου                                                           

5.1 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑουν :                                                                                         
lim

x→2−
f x) = λ λ − 1),   lim

x→2+
f x) = 5λ − 9                                                                                                                                              

Να βρεθεύ το λ ∈ ℝ   αν υπϊρχει το ϐριο  lim
x→2

f(x)    

5.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑουν:                                                                                         
lim

x→ 3−
 f x) = λ2 − 3λ + 2  ,  lim

x→3+
f x) = 2λ − 4                                                                                                                                          

Να βρεθεύ το λ ∈ ℝ   αν υπϊρχει το ϐριο  lim
x→3

f(x) 

5.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑουν :                                                                                                        
lim

x→α−
f x) = κ3 + 3,   lim

x→α+
f x) = 2κ − 2κ2                                                                                                                                                  

Να βρεθεύ το κ ∈ ℝ   αν υπϊρχει το ϐριο  lim
x→α

f(x)  

5.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑουν:                                                                                         
lim

x→ x0
−

 f x) = 2λ3 + λ2 − 5λ + 8 , lim
x→x0

+
f x) = λ3 − 2λ2 − 9λ + 4   

Να βρεθεύ το λ𝜖ℝ   αν υπϊρχει το ϐριο  lim
x→x0

f(x)   

 

5.5 το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό 
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f  η οπούα 
εύναι οριςμϋνη ςτο [−2 , +∞)                                    
Να εξετϊςετε ποιοι απϐ τουσ διπλανοϑσ 
ιςχυριςμοϑσ εύναι αληθεύσ.     χολικϐ )                                    

 

 

 

 

 

5.6  το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό 
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f . Να βρεύτε :                                                                                                 
α) lim

x→−2+
f(x)        β) lim

x→−1−
f(x)                γ) lim

x→−1+
f(x)                                          

δ) lim
x→1−

f(x)          ε) lim
x→1+

f(x)                                                                           

ζ) lim
x→2

f(x)        η) lim
x→3−

f(x)      θ)  f(1)        ι) f(−1) 

  

 

Σο Όριο εύναι μια ϋννοια που 
ςυναντϊται ςτο πεδύο του 
Απειροςτικοϑ Λογιςμοϑ, με 
την βοόθεια του οπούου 
ορύςτηκαν ϋννοιεσ ϐπωσ η 
παρϊγωγοσ και το 
ολοκλόρωμα. 
Ο Γερμανϐσ μαθηματικϐσ 
Karl  Weierstrass                     
(1815-1897) ειςόγαγε τον 
ςυμβολιςμϐ lim

x→x0
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5.7 το διπλανϐ  ςχόμα φαύνεται η γραφικό 
παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f .                                                                           
Να βρεύτε :                                                                                                                    
α) lim

x→−2
f(x)                            β) lim

x→−1
f(x)                               

γ)  lim
x→0

f(x)                              δ)  lim
x→1

f(x)                                                                                                                                                                                           

ε)  lim
x→2

f(x)                                                             

 

 

5.8 το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η                                                                 
γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f .                                                                                                
Να βρεύτε :                                                                                                         
α) lim

x→−2
f(x)                β) lim

x→0
f(x)              γ) lim

x→2
f(x)                               

δ) lim
x→3

f(x)                   ε) lim
x→4

f(x)                                                                    

 

5.9 το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται                                                    
η γραφικό παρϊςταςη μιασ ςυνϊρτηςησ  f .                                                      
Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
α) lim

x→−3+
f(x)               β) lim

x→−2
f(x)           γ) lim

x→0
f(x)                   

δ) lim
x→1

f(x)                 ε) lim
x→2

f(x)                                                        

ζ) lim
x→3

f(x)         η) lim
x→4

f(x)        θ) lim
x→5

f(x)      ι) lim
x→6

f(x)                                       

 

 

5.10 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ ώςτε να ιςχϑει  lim
   h→0

 
f 1+h) − 1

h
 = 3 . Να βρεύτε το ϐριο  lim

   h→0
 
f 1+2h) − f 1−2h)

h
           

5.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει   lim
   h→0

 
f 1+h) − 2

h
 = 5 .                                                     

Να βρεύτε το ϐριο     lim
   h→0

 
f 1+3h) − f 1−2h)

h
 

5.12 Αν ιςχϑει ϐτι    lim
   x→2

 
f x) − 2

x − 1
  = 3  , να βρεύτε  το ϐριο    lim

   h→0
 
f 2+h) − f 2−h)

h
        

5.13  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ∈ ℝ , ώςτε να ϋχει νϐημα η εϑρεςη του ορύου lim
x→λ2−λ−3

 
  9 − x2   +  1 

ex  + 1
      

5.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
x2+ x + α

x − 2
  τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται απϐ το Κ(−1 , 2) .                                              

α) Να βρεύτε τον αριθμϐ α  και το πεδύο οριςμοϑ τησ ςυνϊρτηςησ.                                                                                         
β) Να απλοποιόςετε τον τϑπο τησ  f  και να ςχεδιϊςετε τη  Cf                                                                                                       
γ) Να βρεύτε, αν υπϊρχει, το ϐριο    lim

   x→2
 f(x) 
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 The limit of   f                              
as   x  approaches  𝐱𝟎                 
Σο ϐριο τησ f ϐταν το x 
τεύνει ςτο  x0                  

 

Β.  Όριο  Ρητόσ  υνϊρτηςησ   0/0) 

5.15 Να υπολογύςετε τα ϐρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→2

 
x2 − 4

x − 2
          β) lim

x→ −3
  

x2− 9

x2 + 3x
             γ) lim

x→1
 
x2  + 4x − 5

x2 − 1
                                                                                                

δ) lim
x→1

 
1 − x

2x2  − 7x + 5
                     ε) lim

x→ −2
 
x3  + x2  – 2x

x4 − 16
          

 

5.16  Να υπολογύςετε τα ϐρια :                                                                                                                                                                                      

α) lim
x→−1

 
2x2 – 3x − 5

x3+ 1
      β) lim

x→ 2
  

2x2− 5x + 2 

x2 − 5x + 6
      γ) lim

x→−1
 
x3− 7x − 6

x2 − 1
      δ) lim

x→1
 
3x4  − 2x − 1

4x2+ x − 5
     ε) lim

x→ 
1
2

 

 
8x3− 1 

2x2+ 7x − 4
        

5.17  Να υπολογύςετε τα ϐρια                                                                                                                                                                                    

α) lim
x→2

  
1

x − 2
−

4

x3 −  2x2          β) lim
x→−1

  
1

x + 1
+  

2

x2  − 1
                γ) lim

x→3
  

1

x − 3
−  

2

x2  − 4x + 3
                                                                          

δ) lim
x→1

  
1

x2+ x − 2
−  

x

x3 − 1
      ε) lim

x→1
  

 1 

x
  – x 

x – 3 +  
 2 

 x

             

*********************************************************************************************************** 

5.18 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ ώςτε   f 3 x) − 3f 2 x) + 3f x) = x + 9. Να βρεύτε το ϐριο:  lim
x→3

 
f−1(x)

x2 − 5x + 6
     

5.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
2x − 1  , x < 1
x3+3

4
  , x ≥ 1

                                                                                                                                 

α) Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ  f                     β) Να βρεύτε να υπϊρχει το lim
x→3

 
f−1 x) − f−1 1)

x − 1
 

5.20 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  x − 1  και  g x) =  x − 2)2. Να βρεύτε τα ϐρια :                                        

α) lim
x→1

 
 fog )(x)

x2 − 1
          β) lim

x→0
 
f−1 x) − 1

x
 

5.21 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει   2f 3 x) + f x) = 3 − x , x ∈ ℝ                                                                   
α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα                         β) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1                                                            

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f−1 2 + f ex + 5) < 0                 δ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

 
f−1 x) + 15

x2− 4
        

5.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑουν   lim
x→α

 
f(x)

x
 = 3 , lim

x→α
  f x) − 3x) = 5 .                      

Να βρεύτε το ϐριο :  lim
x→α

  
xf x) + f2 x) + 5x2

x2f x) − 3x3+ x2       

 

Γ. Όριο  Άρρητησ  υνϊρτηςησ   0/0) 

5.23  Να βρεύτε τα ϐρια :     α) lim
x→2

 
  3 − x  – 1 

2 − x
          β) lim

x→ −1
  

  x + 5  − 2 

x2 +  x
             γ)  lim

x→1
  

x − 1

  x2  + 3 – 2 
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5.24 Να βρεύτε τα ϐρια :     α) lim
x→9

 
 3 − x 

9 − x
       β) lim

x→4
  

  x   − 2 

x2 − 5x + 4
       γ)  lim

x→0
  

 1− 1−x2

 x2     ( χολικϐ ) 

5.25 Να υπολογύςετε τα ϐρια :           α) lim
x→2

 
  3 − x  – 1 

 x+7 − 3
               β) lim

x→ −2
  

   5 − 2x  − 3 

 2x +  3x2  + 4
                                                           

5.26 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑει  lim
x→−2

 f x) = 2 . Να βρεύτε το ϐριο   lim
x→−2

 
f3 x) − 8

4 −  f2 x) + 12
                            

5.27 Δύνεται η  f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει lim
x→3

 f x) = 2. Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→3

  
f2 x) − 4

  f x) + 7− 3
       

5.28  Δύνεται η f : ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  lim
x→−1

 f x) = 1. Να βρεύτε το ϐριο lim
x→−1

 
f(x) − 1

  f3 x) + 3 − 2f(x)
       

5.29 Δύνεται η  f : [−1, +∞) → ℝ για την οπούα ιςχϑει   f 3 x) − 3f 2 x) + 3f x) = x + 2 .                                         

Να βρεύτε το ϐριο :  lim
x→2

 
f−1 x)− f−1 2)

 x+2 − 2
      

5.30 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
3x + 1

x − 2
                                                                                                                                  

α) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε την  f−1                                                                                                       

β) Να υπολογύςετε το ϐριο  lim
x→−

1
2

 
f−1 x)

 4x+6 − 2
 

 

Δ. Όριο  υνϊρτηςησ  Πολλαπλοϑ  Σϑπου 

5.31 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) =  
 x2 + 3 − 2

x − 1
  , x ≠ 1

1973  ,            x = 1

  . Να βρεθεύ αν υπϊρχει το lim
x→1

 f x)    

5.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) =  

x − 1

 x + 3 − 2
  ,                x > 1

 
3x2− 5x + 2

x 2− x
   ,    0 < x < 1

  .  Να βρεθεύ αν υπϊρχει το lim
x→1

 f x)    

5.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) =  

x2− 6x + 5

x − 1
  ,                x > 1

 
x − 1

 x − 1
   ,              0 < x < 1

  . Να βρεθεύ αν υπϊρχει το lim
x→1

 f x)       

5.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x) =

 
 
 

 
    

x2+ 2x

 x + 4 − 2
  ,   − 4 ≤ x < 0

x3+ 2x2− 8x

2x2 − 4x
   , 0 < x < 2  

x2 – x − 2

x2− 3x + 2
   ,           x > 2

   .                                                                                                                      

Να βρεθοϑν, αν υπϊρχουν  τα ϐρια:        α) lim
x→0

f(x)                β)  lim
x→2

f(x)                γ) lim
x→2

 
 f x)+1 − 2

 f x)+6 – f(x)
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5.35 Δύνεται η  f(x) =

 
 
 

 
    

x2− 3x

 x + 1 − 2
  ,   − 1 ≤ x < 3

x3− 2x2− 3x

x2 − 5x + 6
   , 3 < x < 4  

x3− 4x2+ x − 4

16 − x2    ,          x > 4

   . Να βρεθοϑν, αν υπϊρχουν τα  lim
x→3

f(x) ,  lim
x→4

f(x)                                                                                       

5.36 Δύνεται η f x) =  
2αx2 − βx + 2  ,   x ≤ −1
−3αx + 2β + 6  , x > −1

  . Να βρεύτε τα  α,β ∈ ℝ ώςτε να ιςχϑει lim
x→ −1

f x) = 3    

5.37 Δύνεται η f x) =  
2αx + β  ,   x ≤ 3
αx + 3β  ,   x > 3

  . Να βρεύτε τα  α,β ∈ ℝ ώςτε  lim
x→3

f x) = 10    χολικϐ ) 

5.38 Δύνεται η f x) =  
2x2 + αx + β  ,   x < 2
5αx + 2β  ,          x ≥ 2

      Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ  α , β                                                        

ώςτε να υπϊρχει το ϐριο lim
x→2

f(x)  και η  Cf   να διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α 1 ,−1). 

5.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x) =  

 3x − α   ,                           x ≤ −1

x2 − αx + β   ,    − 1 ≤ x < 1

x3 − αx2 + γ   ,                x ≥ 1

  . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ ∈ ℝ         

για τισ οπούεσ υπϊρχει το ϐριο lim
x→−1

f(x)  και ιςχϑει   lim
x→1

f x) = 1   .     

5.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f(x) =  
x2 + 4βx + 1  ,                 x < 0

 x+1 − 1

x
− α −

1

2
    ,          x > 0

     ϐπου   lim
x→8

f x) = β .                                                          

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α και β  ώςτε να υπϊρχει το ϐριο  lim
x→0

f(x)        

 

Ε. Όριο  υνϊρτηςησ  με  Απϐλυτεσ   Σιμϋσ 

5.41 Να βρεύτε, αν υπϊρχουν, τα ϐρια :                                                                                                                                                                      

α) lim
x→2

 
 x − 3 −  x − 1 

x  2− 2x
          β) lim

x→ −1
 
 x3− 3x − 1 + x

 x3 + 5x + 4 − 2
                γ) lim

x→ −2
 
  x2− 4 −  x2  + 5x + 6  

 x2  + 3x  + x
        

5.42 Να βρεύτε, αν υπϊρχουν, τα ϐρια :            α) lim
x→3

 
 x2− x  − 6

 x − 4  − 1
                       β) lim

x→ 1
 
 x − 2  − 1

 x  − 1
   

5.43 Αν   lim
x→1

f x) = 2 ,να βρεύτε τα ϐρια :  α) lim
x→1

 
 f x)+1 + f x)−3x −4

x − 1
      β) lim

x→1
 
 f x)−3x2 + f x)+1 −4

x − 1
 

5.44 Αν ιςχϑει  lim
x→0

f x) = −1 , να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                  

α) lim
x→0

  f 2 x) − f(x) −  f(x) )                 β) lim
x→0

 
 f2 x) − f(x)  − 2

 f(x)  + 1
             γ) lim

x→0
 
xf x) +  f2(x)

x − 1
 

5.45 Δύνεται η f ∶ ℝ → (−1 , +∞) ώςτε  lim
x→2

f x) = 3. Να βρεύτε το :  lim
x→2

 
  f x) − 2 −  f2 x) − 5 f(x)  + 5 

 f x) + 1 − 2
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Ζ. Όριο  υνϊρτηςησ  και  Διϊταξη 

5.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει   x f x) ≤  x3 + 2x  , ∀x ∈ ℝ  και το                                                
ϐριο  lim

x→0
f x)   υπϊρχει και εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ. Να βρεύτε το  lim

x→0
f x)   

5.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    x f x) − 2 f x) ≤  x2 − 5x + 6  , ∀x ∈ ℝ                            
και το  ϐριο  lim

x→2
f x)   υπϊρχει και εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ. Να βρεύτε το  lim

x→2
f x)   

5.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    x f x) + 3 ≤ 2 f x) +  x2 + 5  , ∀x ∈ ℝ                            
και το  ϐριο  lim

x→2
f x)   υπϊρχει και εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ. Να βρεύτε το  lim

x→2
f x)   

5.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    (x − 2) f x) ≤  x2 − 7x + 10  , ∀x ∈ ℝ                            
και το  ϐριο  lim

x→2
f x)   υπϊρχει και εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ. Να βρεύτε το  lim

x→2
f x) 

5.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει     x − 1)f x) ≤  x2 +  x − 2  , ∀x ∈ ℝ                                                               
και το  ϐριο  lim

x→1
f x)   υπϊρχει και εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ. Να βρεύτε το  lim

x→1
f x) 

5.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει     x3 − 1)f x) ≤  x3 − 3x2 + 2 , ∀x ∈ ℝ                            
και το  ϐριο  lim

x→1
f x)   υπϊρχει και εύναι  πραγματικϐσ αριθμϐσ                                                                                                          

α) Να βρεύτε το lim
x→1

f x)     β) Αν κοντϊ ςτο 1 εύναι  f x) ≠ −1,να βρεύτε το lim
x→1

 
 f x)−1  + f2 x) + 4f x) + 1

 f x)+2 − 1
           

 

Η. Όριο  με  χρόςησ  Βοηθητικόσ  υνϊρτηςησ 

5.52  Δύνεται η   f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→2

   f x) − 3x2 + x − 2 = −4. Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

f x)                  

5.53 Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→1

f x)  ϐταν :                                                                                                                                                    

α) lim
x→1

   f x) + 2x2 − x + 2 = 5     β) lim
x→ 1

 
f x) − 3

x − 1
  = 2    γ)   lim

x→1
 
f x) − 3x + 2

x − 1
 = 4        δ) lim

x→ 1
 
f x) − 1

f x) + 1
  = 2     

5.54 Να βρεύτε το  ϐριο  lim
x→−2

f x)   αν ιςχϑουν :    α) lim
x→ −2

   2 f x) + 1 − x = 3        β ) lim
x→ −2

 
f x) − 1

x + 2
  = 3     

5.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα  ιςχϑει    lim
x→3

 
f x) − 2x + 4

x − 3
 = 10.                                                                

Να βρεύτε τα ϐρια:       α) lim
x→3

 f(x)                    β)  lim
x→3

 
f x) − 2

x2  − 3x
         

5.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει    lim
x→−2

 
f x) − x + 6

x + 2
                                                                   

Να βρεύτε τα ϐρια:         α) lim
x→−2

 f(x)               β)  lim
x→−2

 
f x) + 8

x2+ 2x
 

5.57 Αν ιςχϑει ϐτι  lim
x→0

  
f x) − 2

ημ x 
  = 3 , να βρεύτε τα ϐρια :          α) lim

x→0
 f(x)             β)  lim

x→0
 
f x)+ 2x − 2

x
      

5.58 Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

f x)  αν ιςχϑει   lim
x→2

 
5f x) − 1

f(x) + 3
  = 8           
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5.59 Αν για την ςυνϊρτηςη  f  ιςχϑει   lim
x→0

  
f x) − 4

 f x) + 2
  = 1 , τϐτε να βρεύτε το ϐριο lim

x→0
f x)    

5.60 Αν ιςχϑει   lim
x→1

 
f x )−  x3

x2  − 1
  = 2  , να βρεύτε το ϐριο  lim

x→1
  

f x) −  x

 x − 1 
                     

5.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την  οπούα ιςχϑει  lim
x→2

 
f x) − x

 x2+ 5 − 3
  = 4                                                                

Να βρεύτε τα ϐρια :         α) lim
x→2

f x)                  β) lim
x→2

 
f x) + x − 4

 x − 3  − 1
                     γ) lim

x→2
 
f2 x) + 2f x) − 8

 f2 x)+6x−2x
  

5.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει  lim
x→4

 
f x) − 2x + 1

 x2+ 9− 5
  = 1                                                                

Να βρεύτε τα ϐρια :        α) lim
x→4

f x)                  β) lim
x→4

 
f x)− x − 3

 x − 3  − 1
       

5.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει ϐτι lim
x→2

   x f x) +  x2 −  8  = 6  .                                                       

Να βρεύτε τα ϐρια :        α)  lim
x→2

f x)                   β) lim
x→2

  
f2 x) − 5 f(x)

 f x) − 1 − 2
                                                                                                               

5.64 Να βρεύτε το  lim
x→ −1

 [ f x) ∙ g x)] , ϐταν ιςχϑουν  lim
x→ −1

 
f(x)

x + 1
 = 2  και lim

x→ −1
   g x) x2 − x − 2) = −3      

5.65 Δύνεται η f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να ιςχϑει   lim
x→1

 
f x) − 4

x − 1
  = 3. Να υπολογύςετε το   lim

x→1
 
f2 x) – f x) − 12

x2  + x − 2
            

5.66 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→1

 
f x) – 2 +  x−1)2

x − 1
 = 100 .                                                                     

Να βρεύτε τα ϐρια :      α) lim
x→1

f x)           β) lim
x→1

 
f x) − 2

x − 1
          γ) lim

x→1
 
 f x) − 3  − 1

x − 1
 

5.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την  οπούα ιςχϑουν  lim
x→ 0

 
f x) − 2

x 
 = −5 , lim

x→ 1
 
f x) − 1

x − 1
 = 3 .                                                                

Να βρεύτε τα ϐρια :         α) τα  lim
x→0

f x) και  lim
x→1

f x)          β) το  lim
x→ 0

 
 f x)−2) f 2x+1)−1)

2x2  
              

                                                                  

Θ. Προςδιοριςμϐσ  Παραμϋτρων 

5.68  Δύνεται η  f x) =  
αx2+ αx − 2

x − 1
 .Να βρεύτε τo α, αν υπϊρχει το  lim

x→1
f x) και εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ                                                                   

5.69 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2+2αx + β+ 2

x2  − 1
   Να βρεύτε τα α,β ∈ ℝ ώςτε να ιςχϑει lim

x→ 1
f x) = 2 

5.70 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ λ , μ  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→ −1

 
2 x2+ λ  x + μ

x2 + 3x + 2
  = 5  .                 

5.71 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β  ώςτε να ιςχϑει lim
x→ −1

 
α  x2  + β  x − 6

x2  − 1
  = 4 .     
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Σο Κριτόριο Παρεμβολόσ 
εύναι γνωςτϐ ωσ                 
squeeze theorem ό ωσ 
sandwich rule/theorem 
ε πολλϋσ γλώςςεσ 
αναφϋρεται και ωσ το 
θεώρημα των                         
«Δϑο Αςτυνομικών και 
του ενϐσ μεθυςμϋνου» 

 

5.72 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β  ώςτε να ιςχϑει lim
x→1

 
3x2− αx + 2β

x2− 3x + 2
  = 7.     

5.73 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→ 1

 
 x2+3 − αx

x − 1
  = β 

5.74 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→ 1

 
 x2+3+ αx + β

x − 1
  = 

3

 2 
 

5.75  Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β  ώςτε να ιςχϑει lim
x→ −1

 
 x3  + αx2+ β

x + 1
  = 5 .       

5.76 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β   ώςτε να ιςχϑει lim
x→ 1

 
 αx3  + βx

x − 1
  = 2 .       

5.77 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→ 4

 
 α∙ x + 3 +β∙ x−5  − 3

x2− 5x + 4
  = 7 .              

5.78 Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α , β   ώςτε να ιςχϑει  lim
x→ 2

 
 α∙ x + 2 +β∙ x−4  − 2

x2− 5x + 6
  = 10 . 

5.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη    f(x)= 

x2− 1

 x + 3− 2
   ,        αν − 3 ≤ x < 1

x2+ αx + β

x2− 3x + 2
          , αν   1 < x < 2

                                                                            

Να βρεύτε τουσ αριθμοϑσ  α , β ∈ ℝ  ώςτε  να υπϊρχει το ϐριο  lim
x→1

f x)    . 

 

Ι. Κριτόριο  Παρεμβολόσ                              

 

5.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε                                                                             
2x2 − 7x + 5 ≤ f x) ≤ x2 − x − 4 , x ∈ (2 , 6) .                                                

Να βρεύτε  τα ϐρια:      α) lim
x→3

f x)                 β) lim
x→3

 
f x) − 2

x − 3
                        

5.81 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                               

οπούα ιςχϑει   x2 + x ≤ f x) ≤ 12 x + 3 − 22 .                                                            

Να βρεύτε τα ϐρια :       α) lim
x→1

f x)                  β) lim
x→1

 
f x) − f(1)

x − 1
              

5.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την                                          
οπούα ιςχϑει   f x) − x + 2  ≤  x2 − 2x + 1 , x ∈ ℝ.                                        
Να βρεύτε το ϐριο  lim

x→1
f x)        

5.83 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα  ιςχϑει   xf x) − 2f x) − x2 + 4 ≤ x2 − 4x + 4 ,  ∀x ∈ ℝ .                               
Να βρεύτε το ϐριο  lim

x→2
f x)                                                                 

5.84 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να ιςχϑει   f 2 x) − x2 ≤ 2 f x) − x),∀x ∈ ℝ .Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→1

f x)           

5.85 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να  ιςχϑει   f 2 x) ± 4f x) ≤ x2 − 4 ,∀ x ∈ ℝ . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

f x) 
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Ο ϐροσ Σριγωνομετρύα 
καθιερώθηκε το 1595 απϐ τον 
Γερμανϐ Μαθηματικϐ 
Bartholomaeus Pitiscus          
Εντοϑτοισ η Σριγωνομετρύα 
αναπτϑχθηκε και όταν μϋροσ των 
Μαθηματικών απϐ την 
Αρχαιϐτητα. 

 

5.86 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   f 2 x) ≤ 2x2f x) ,∀ x ∈ ℝ .Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

f x) 

5.87 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 2 x) + ςυν2x ≤ 2 f x), x ∈ ℝ. Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

f x)   

5.88 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε ιςχϑει   
f2 x) − 6 f(x)

x + 3
 ≤ x − 3  για  x > −3 .  Να βρεύτε το ϐριο  lim

x→0
f x)   

5.89 Αν ιςχϑει  2 x + 2 ≤ f x) ≤ x + 3  , x ≥ −2  ,   να υπολογύςετε τα ϐρια :                                                                                

α) lim
x→−1

f x)              β) lim
x→−1

 
f x) − 2

x + 1
             γ) lim

x→−1
 
2f2 x) − 8

x2+ 3x + 2
             

5.90 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει  2x − 1 ≤ f x) ≤ x2  ,∀x ∈ ℝ                                                                                   

Να βρεύτε τα ϐρια :         α) lim
x→1

f x)                    β) lim
h→0

f 1 + h)              γ) lim
x→1

 
 f2 x)−3  + f x) − 3

f x) − 1
                      

5.91 Δύνονται οι  f , g ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε :    lim
x→1

 
f x) 

x − 1
  = 2 και   g x) − 1 ≤  f(x)   για κϊθε  x ∈ ℝ .                                              

Να βρεύτε τα ϐρια :     α) lim
x→1

f x)             β) lim
x→1

g x)         γ) lim
x→1

 
f g x) 

 g(x) − 1
 

 

Κ. Σριγωνομετρικϊ   Όρια                                             

5.92 Να υπολογύςετε  τα ϐρια :                                                                                        

α) lim
x→0

 
ημ x

  x2  + x  
      β) lim

x→0
  

ημ x

  x + 4 – 2 
     γ) lim

x→0
 
  ημ3x  

x
 

5.93 Να υπολογύςετε  τα ϐρια :                                                                                        

α) lim
x→0

 
x + ημ x

 2x + 3ημ x  
      β) lim

x→0
 

x + ημ x

 2x + ημ5x  
      γ) lim

x→0
 

 ημ3x

  7x + 9−3  
 

5.94 Να υπολογύςετε  τα ϐρια                                                                                          

α) lim
x→0

  x ∙ ημ
1

  x  
          β) lim

x→0
  ημx ∙ ςυν

1
  x  

                                        

γ) lim
x→0

  x2 ∙ ςυν
1

  x  
                

              

5.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να   ιςχϑει  ημ2x ≤ f x) + 2x ςυνx ≤ x2  για κϊθε x ∈ ℝ.                                                                     

Να βρεύτε τα ϐρια :        α) lim
x→0

f x)                β) lim
x→0

 
 f x)  +  2x 

x2         

5.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε   f 2 x) − 2xf x) ≤ ημ2x − 2x ημx , για κϊθε  x ∈ ℝ .                         

Να βρεύτε  τα ϐρια:           α) lim
x→0

f x)               β) lim
x→0

 
f(x)

x
            

5.97 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει   x2f x) − ημ2x ≤ x4   . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

f x)           

5.98 Δύνεται η f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε να ιςχϑει  f 2 x) − 2x ∙ ημx ≤ 2x ∙ f x) + ημ2x . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

f x)      
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5.99 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ ώςτε να ιςχϑει   lim
x→0

 
 f x) 

x
  = λ    και   f 3 x) + f x)ημ2x = 2x2 ημx  για κϊθε x ∈ ℝ .                                  

Να βρεύτε το λ . 

5.100 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  με  lim
x→0

 
 f x) 

x
  = λ  και  f 3 x) + f 2 x)ημx + x2f x) = 3x2ημx , x ∈ ℝ .                                                                                                                                                                                                                           

α) Να βρεύτε το λ                                        β) Να βρεύτε το ϐριο   lim
x→0

 
 f2 x) + xf x) + x ημ x 

f2 x)  + x2+ ημ 2x
   . 

5.101 Αν ιςχϑει  lim
x→0

 
 f x) − 3 

x
  = 4 , να βρεύτε το  lim

x→0
f x)  και το   lim

x→0
 
 f2 x) − 5f x) + 6 

2x + ημ x
 

5.102 Αν ιςχϑει  lim
x→0

 
 f x)  

x
  = 2 , να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                              

α)  lim
x→0

 
 f x) + f(2x)  

x
              β) lim

x→0
 
 x2f x) + xf2 x)  

f3 x) + x3          γ) lim
x→0

 
 f x) + ςυν x − 1  

f x) + ημ x
              

5.103 Αν ιςχϑει  lim
x→0

 
 f x)  

x
  = 1 , να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                              

α)  lim
x→0

 
 f 2x) + f(3x)  

x
             β) lim

x→0
 

 xf x) + x2   

f2 x) + ημ 2x
              γ) lim

x→0
 
 f x) +  x + 1 − 1  

f x) + εφx
  

5.104 Αν ιςχϑει  lim
x→0

 
 f x)  

x
  = 2, να βρεύτε  τον  α ≠ 0,   αν ιςχϑει  lim

x→0
 
 xf 2x) + f x)∙ημα x 

2x2− ημ 2x
  = 8 

5.105 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ  για την  οπούα  ιςχϑει   f 4 x) + 2006f x) = 2x + 6 , x ∈ ℝ .                                             
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                       
β) Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ f                                                                                                                 

γ) Να βρεύτε το ϐριο   lim
x→0

 
2f−1 x) + ημ x + 6

x
                       

5.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ   για την οπούα  ιςχϑει    lim
   h→0

 
f 1+h) 

h
 = 2 .                                                                                                

Να βρεύτε τα ϐρια :        α) lim
x→1

f x)           β) lim
x→1

 
 f2 x)−1  + f x) − 1

f(x)
         γ) lim

x→1
 
 ημ f x) − εφ f(x)  

ημ f x) +  εφ f(x)
 

5.107 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 3 x) + 3f x) = x + 4 , x ∈ ℝ .                                             
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                       
β) Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ f                                                                                                                 

γ) Να βρεύτε το ϐριο   lim
x→1

 
f−1 x) 

 ημ (x−1)
              

5.108 Θεωροϑμε τισ  f x) = e3x+2 και g x) = lnx2. Να βρεύτε το ϐριο :  lim
   x→0

 
 gof ) x) − ημ 2x − 4 

x
         

5.109  Δύνεται η  f x) =  
3x + 1

 x −3  
 . Να υπολογύςετε το ϐριο lim

x→−
1

  3  

 f x) ∙ ημ
1

  3x + 1  
          ΘΕΜΑ  2020 )                         
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Α. Μη Πεπεραςμϋνο Όριο ςτο  𝐱𝟎 ∈ ℝ    

● Όπωσ ςτην περύπτωςη των πεπεραςμϋνων ορύων ϋτςι και ςτα ϊπειρα ϐρια ςυναρτόςεων, που 

ορύζονται ςε ϋνα ςϑνολο τησ μορφόσ   α , x0) ∪  x0 ,β) , ιςχϑουν οι παρακϊτω ιςοδυναμύεσ:                                 

α)  lim
x→x0

f x) = +∞⇔ lim
x→x0

+
 f x) = lim

x→x0
−

 f x) = +∞                                                                                                                        

β)  lim
x→x0

f x) = −∞ ⇔ lim
x→x0

+
 f x) = lim

x→x0
−

 f x) = −∞ 

● Με τη βοόθεια του οριςμοϑ αποδεικνϑονται οι παρακϊτω ιδιϐτητεσ:                                                                   

α) Αν  lim
x→x0

f x) = +∞   τϐτε  f(x) > 0  κοντϊ ςτο  x0                                                                                                                       

▶ Αν  lim
x→x0

f x) = −∞   τϐτε  f x) < 0  κοντϊ ςτο  x0                                                                                                            

β) Αν  lim
x→x0

f x) = +∞   τϐτε  lim
x→x0

 −f x) = −∞                                                                                                               

▶ Αν  lim
x→x0

f x) = −∞   τϐτε  lim
x→x0

 −f x) = +∞                             

γ) Αν  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟 𝐱) = +∞  ό −∞    τϐτε   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 
𝟏

𝐟(𝐱)
  = 𝟎                     

δ) Αν  lim
x→x0

f x) = +∞  ό −∞    τϐτε  lim
x→x0

 f(x) = +∞       

ε) Αν  lim
x→x0

f x) = +∞   τϐτε   lim
x→x0

  f(x)κ = +∞  , κ ∈ ℕ με  κ ≥ 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                6. Μη  Πεπεραςμϋνο  Όριο  ςτο  𝐱𝟎 ∈ ℝ 
 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν ιςχϑουν    𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝟎

𝐟 𝐱) = +∞, 𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝟎

𝐠 𝐱) = −∞  τϐτε 

ιςχϑει  𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝟎

 𝐟 𝐱) + 𝐠 𝐱) = 𝟎      ( 2018E ) 

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶ Αν θεωρόςουμε τισ ςυναρτόςεισ  f x) = − 
1

x2 +1  και  g x) = 
1

x2                                                                                                    

τϐτε   lim
x⟶0

f x) = lim
x⟶0

 −  
1

x2  + 1   = −∞     και  lim
x⟶0

g x) = lim 
x⟶0

1

x2 = +∞     αλλϊ ϐμωσ γύνεται :                   

lim
x⟶0

 f x) + g x) = lim
x⟶0

 −  
1

x2  + 1 +
1

x2 = 1         
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Β. Όρια  τησ  Μορφόσ  
𝟏

𝟎
 

● Αν  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟 𝐱) = 𝟎  και  𝐟 𝐱) > 0  κοντϊ ςτο  𝐱𝐨  , τϐτε   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 
𝟏

𝐟(𝐱)
  = +∞   

● Αν  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟 𝐱) = 𝟎  και  𝐟 𝐱) < 0  κοντϊ ςτο  𝐱𝐨  , τϐτε   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 
𝟏

𝐟(𝐱)
   = −∞   

● Απϐ τισ παραπϊνω ιδιϐτητεσ προκϑπτουν τα εξόσ :                                                                                                        

α) lim
x→0

  
1

x2ν   = +∞   για κϊθε  ν ∈ ℕ∗                                                                                                                                                             

β) Αφοϑ  lim
x→0−

  
1

x2ν+1  = −∞   και  lim
x→0+

  
1

x2ν+1  = +∞  για κϊθε  ν ∈ ℕ, τϐτε δεν υπϊρχει το  lim
x→0

  
1

x2ν+1   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν εύναι  𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

𝐟 𝐱) = 𝟎  τϐτε θα εύναι   𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

 
𝟏

𝐟(𝐱)
  = +∞  

ό   𝐥𝐢𝐦
𝐱⟶𝐱𝟎

 
𝟏

𝐟(𝐱)
  = −∞       ( 2020 ) 

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη  f x) = x  ϋχει  lim
x⟶0

f x) = 0  αλλϊ το ϐριο  lim
x⟶0

 
1

f(x)
    δεν υπϊρχει γιατύ :                                                   

lim
x⟶0+

 
1

f(x)
  = +∞ και   lim

x⟶0−
 

1

f(x)
  = −∞        
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Γ. Ιδιϐτητεσ για το ϐριο Αθρούςματοσ και το ϐριο Γινομϋνου δϑο ςυναρτόςεων   

● Για το ϐριο ςτο  x0  του αθρούςματοσ  δϑο ςυναρτόςεων  f + g   ιςχϑει ϐτι : 

 

 

 

 

 

● Για το ϐριο ςτο  x0  του γινομϋνου δϑο ςυναρτόςεων  f ∙ g   ιςχϑει ϐτι : 

 

 

 

 

 

● τουσ παραπϊνω πύνακεσ, ϐπου υπϊρχουν ερωτηματικϊ τα αντύςτοιχα ϐρια ϋχουν απροςδιϐριςτη 

μορφό. υνοπτικϊ οι απροςδιϐριςτεσ μορφϋσ εύναι: 

α) Για το ϐριο αθρούςματοσ και γινομϋνου ςυναρτόςεων εύναι : 

 

 

β) Για το ϐριο διαφορϊσ  f − g   και το ϐριο πηλύκου  
 f 

g
   εύναι : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 +∞) +  −∞)  , 0 ∙  +∞) ,  0 ∙  −∞) 

 +∞) −  +∞)  ,  −∞) −  −∞) ,   
 0 

0
  ,  

±∞  

±∞
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Εϑρεςη  Ορύου  α/0 

6.1 Να βρεύτε τα ϐρια :               α) lim
x→0

  
 x – 2  

x2                         β) lim
x→2

  
2x − 7

  x − 2  
                       γ) lim

x→3
  

2x − 1

 x2  − 6x + 9 
          

6.2  Να βρεύτε τα ϐρια :              α) lim
x→2

  
 x3− 5x − 1  

4 − 4x + x2              β) lim
x→−1

  
x2− 2x − 5

  x + 1  
                γ) lim

x→0
  

2x − 3

x3− 2x2  
           

6.3 Ομούωσ:      α) lim
x→0

  
  1  

x4+ x3− 2 x2          β) lim
x→3

  
1

 x2− 6x + 9 
          γ) lim

x→0
  

x − 1

x4+ x2  
        δ) lim

x→−2
  

2x + 1

 x2+ 4x + 4 
 

6.4 Να βρεύτε τα ϐρια :                 α) lim
x→5

  
 x − 1  

x3−10 x2+ 25x
              β) lim

x→0
  
ημ x 

x3   
                      γ) lim

x→0
  

2x + 1

x6+ x2  
                                            

6.5 Να βρεύτε τα ϐρια :                 α) lim
x→4

 
x + 5

x − 4
                        β) lim

x→3
  

4 x − 7

x2 − 9
                    γ) lim

x→ −2
 

x + 5

 x2 − 2x – 8 
                

6.6 Να βρεύτε τα ϐρια :                 α) lim
x→2

 
4x + 5

x2  − 4
                     β) lim

x→5
  

3x + 1

x2 − 25
                    γ) lim

x→ 2
 
x2+ x 

x − 2 
                

6.7 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 x2+ 2x

x + 2
                                                                                                                                   

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ  f              β) Να εξετϊςετε αν υπϊρχει το ϐριο  lim
x→−2

f(x) 

6.8 Να εξετϊςετε αν υπϊρχει το ϐριο ςτο  x0 = 2 τησ  h: A −  2 → ℝ , με τϑπο  h x) =  
 x2− 1

x − 2
                               

ϐπου Α =  −∞,−1 ∪  1, +∞)                         ΘΕΜΑ  2019 Ε ) 

 

Β. Εϑρεςη  Παραμϋτρων  ςτην  μορφό  α/0 

6.9 Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει   lim
x→2

  
x − 3

x2  + λx + λ  + 8
   = −∞        

6.10 Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→2

  
x2− 3x 

x2  + κx + 4
   = −∞       

6.11 Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→1−

  
2x2+ 1 

x2  + κx + 3
   = +∞      

6.12  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x + 5

αx2+ βx − 3
   για την οπούα ιςχϑουν lim

x→−3−
f x) = +∞, lim

x→1+
f x) = +∞              

Να βρεύτε τισ τιμϋσ των  α ,β ∈ ℝ     
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Γ. Φρόςη  Βοηθητικόσ  υνϊρτηςησ  ςτο  α/0 

6.13 Να βρεύτε το  lim
x→1

 f(x) ώςτε να ιςχϑει   lim
x→1

 
2x − 1

f(x)
 = +∞ 

6.14 Να βρεύτε το  lim
x→1

 f(x) ώςτε να ιςχϑει  lim
x→1

 
f(x) − 2

x + 4
 = +∞ 

6.15 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  lim
x→0

   x2 f x) = 3. Να βρεύτε τα ϐρια :                                               

α) lim
x→0

 f(x)                          β) lim
x→0

 [ f x)ημx ημ3x ]                   γ) lim
x→0

 
2020 ∙ f(x)

f2 x) −  3f x) +1 3
 

6.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  lim
x→0

 
x∙f(x)

ημ x + x
  = +∞.Να βρεύτε τα ϐρια:                                                          

α) lim
x→0

 f(x)        β) lim
x→0

 f(x) ∙ ημ  
1

f(x)
       γ) lim

x→0
 (ςυν  

1

f(x)
  −1)f(x)     δ) lim

x→0
 f 2 x) ∙ ημ  

1

f(x)
 ∙ (ςυν  

1

f(x)
  −1) 

6.17 Να βρεύτε το  lim
x→2

 f(x) ώςτε να ιςχϑει :                                                                                                                        

α)  lim
x→2

 
x − 3

f(x)
 = +∞                β) lim

x→2
 

f(x)

x + 1
 = −∞                γ) lim

x→2
    3x + 1) ∙  f x) = +∞ 

6.18 Να βρεύτε το  lim
x→1

 f(x) ώςτε να ιςχϑει :                                                                                                                        

α)  lim
x→1

 
x − 4

f(x)
 = +∞                 β) lim

x→1
 

f(x)

x + 2
 = −∞                γ) lim

x→1
    3x2 − 2) ∙  f x) = +∞    χολικϐ) 

                                                                                                                                      

Δ. Σο  Σϋχναςμα  του  Κοινοϑ  Παρϊγοντα 

6.19  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→0

 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα ϐρια :                                                      

α) lim
x→0

  
f x) − 1

f x) + 1
                β) lim

x→0
   f 2 x) − f x) + 1)                 γ)  lim

x→0
  
 f2 x) + 1

f x) 
                                                                                                                                                                  

6.20 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→2

 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα ϐρια :                                                      

α) lim
x→2

  
1

f(x)
          β) lim

x→2
  

f2 x) −  3 f(x)

f x) +  2
          γ) lim

x→2
 

4f3 x) −  3f x) + 1

 2f 3 x) +  5f2 x) – 6 
         δ) lim

x→2
 

f2 x) −  4f x) + 3

 f 3 x) − 2f2 x) +  f x) – 3 
     

ε) lim
x→2

  4f 2 x) − 9f x) + 3 − 3f(x)         ζ) lim
x→2

 
 f2 x)+ 5f x) + 2

f x)− 3
 

6.21 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→1

  x − 1 f x)   = 1 .                                                               

Να βρεύτε τα ϐρια :       α) lim
x→0

 f(x)                   β) lim
x→0

 
f x) + 1

f2 x) + f x) + 1
           

6.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→2

 [  x2 − 4x + 4)f x) ] = −8 .                                                                            

Να βρεύτε τα ϐρια :        α) lim
x→2

 f(x)                   β) lim
x→2

 
3f2 x) + f x) + 4

5f3 x) + 1
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6.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→3

 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα ϐρια :                                                      

α) lim
x→3

  
1

f(x)
                             β) lim

x→3
  

f2 x) −  2 f(x)

f x) +  1
                             γ) lim

x→2
 
3f4 x) −  2f2 x) + 3

 5f 4 x) – 3f x) + 1 
                                                                                              

δ) lim
x→3

 
f2 x) −  2f x) + 8

 f 3 x) + 2f2 x) − 4f x) + 1 
                ε) lim

x→3
 
 3f2 x) − 5f x) + 1

f x) + 6
     

6.24 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→1

 f(x) = +∞ . Να βρεύτε τα ϐρια :                                                      

α) lim
x→1

  
f x) + 1

f x) − 1
             β) lim

x→1
  

f2 x) −  f x) + 1

f2 x) + f x) +  1
           γ) lim

x→1
   f 2 x) − f x) + 2)         δ) lim

x→1
 
 f2 x)+ f x) + 1

f x) 
                                                                                                                       

                                             

Ε. Όριο  με  Απϐλυτεσ  Σιμϋσ  ςτο  α/0 

6.25 Δύνεται η f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  lim
x→2

 f(x) = +∞ . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

  
x2  −  4

 3 − x f x)  −   2 f x) − 3 
                         

6.26  Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  lim
x→2

 f(x) = −∞ . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

  
 f x) + x  –  x − 4 

f2 x) + 3f x) − 5
                                         

 

Ζ. Όριο  α/0  και  Διϊταξη 

6.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει   x2  f x) ≥ x + 3 ,   ∀x ∈ ℝ .                                          

Να βρεύτε τα ϐρια :       α)  lim
x→0

 f(x)             β) lim
x→0

 
ημ

1

 x  

f(x)
              γ)  lim

x→0
  [   f x) −  2010 ) ημ

1
f(x)

 ]    

6.28 Δύνεται η  f ∶ ℝ →  ℝ  ώςτε   x2 − 4x + 4) f x) ≥ x − 3 ,   ∀x ≠ 2 . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

 f(x)      

6.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  x3 f x) ≥ x + ημx ,  ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

 f(x) 
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Α. Γενικϊ  για  το  ϐριο  ςτο  Άπειρο 

● Για να αναζητόςουμε το ϐριο μιασ ςυνϊρτηςησ  f  ςτο  +∞ , πρϋπει η  f  να εύναι οριςμϋνη ςε διϊςτημα    

τησ μορφόσ   α , +∞).                                                                                                                                                                   

Αντύςτοιχα, για να αναζητόςουμε το ϐριο μιασ ςυνϊρτηςησ  f  ςτο  −∞, η  f  πρϋπει να εύναι οριςμϋνη ςε 

διϊςτημα τησ μορφόσ   −∞ ,β) 

● Για τον υπολογιςμϐ ορύων ςτο +∞  ό ςτο  −∞  χρόςιμα εύναι τα παρακϊτω βαςικϊ ϐρια :                           

①  lim
x⟶+∞

xν = +∞      και     lim
x⟶+∞

 
1

xν
  = 0     με  ν ∈ ℕ∗ 

②  lim
x⟶−∞

xν =  
+∞  , αν ν ϊρτιοσ

−∞  , αν ν περιττϐσ
        και    lim

x⟶−∞
 

1

xν
  = 0  με  ν ∈ ℕ∗   

 

Β. Όριο  Πολυωνυμικόσ  υνϊρτηςησ ςτο  Άπειρο 

● Για την πολυωνυμικό ςυνϊρτηςη  P x) = ανxν + αν−1xν−1 + ⋯+ α1x + α0   με  αν ≠ 0  ιςχϑει ϐτι :         

lim
x⟶+∞

P x) = lim
x⟶+∞

 ανxν)     και    lim
x⟶−∞

P x) = lim
x⟶−∞

 ανxν) 

 

Γ. Όριο  Ρητόσ  υνϊρτηςησ ςτο  Άπειρο 

● Για την ρητό ςυνϊρτηςη  f x) =  
ανxν+αν−1xν−1+⋯+α1x+α0

βκ xκ+βκ−1xκ−1+⋯+β1x+β0
  ,   αν ≠ 0 ,βκ ≠ 0   ιςχϑει :                         

lim
x⟶+∞

f x) = lim
x⟶+∞

 
ανxν

βκxκ
      και    lim

x⟶−∞
f x) = lim

x⟶−∞
 
ανxν

βκxκ
     

 

Δ. Όριο  Εκθετικόσ-Λογαριθμικόσ  υνϊρτηςησ ςτο  Άπειρο 

①  Αν  α > 1 :              lim
x⟶+∞

αx = +∞   ,           lim
x⟶−∞

αx = 0      

                                         lim
x⟶+∞

logα x = +∞   ,    lim
x⟶0+

logα x = −∞      

②  Αν  0 < α < 1 :     lim
x⟶+∞

αx = 0   ,              lim
x⟶−∞

αx = +∞  ,    

                                         lim
x⟶+∞

logα x = −∞   ,   lim
x⟶0+

logα x = +∞      

 

           7. Όριο  υνϊρτηςησ  ςτο  Άπειρο 
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Ασκήσεις 

 The limit of   f                                                   
as x approaches  plus  infinity                 
το ϐριο τησ f                                   

ϐταν το x τεύνει ςτο +∞    

The limit of   f                                                    
as x approaches  minus  
infinity                 το ϐριο τησ f                                   

ϐταν το x τεύνει ςτο −∞                

         

 

 

 

Α. Όριο  Πολυωνυμικόσ  υνϊρτηςησ                         

7.1 Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                                                                     
α) lim

x→+∞
 (4x3 − 2x2 + 5x − 3)                                                                                                                  

β) lim
x→+∞

 (−2x3 + 5x − 1)                                                                                      

γ)  lim
x→−∞

 (2x5 + 3x2 − 1)      δ)  lim
x→−∞

  (3x2 −  5x + 7)                          

7.2 Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                                                                            
α) lim

x→+∞
 (3x2 − x + 2)                                                                                                                                           

β) lim
x→+∞

 (−x4 + 4x2 − 2017)   γ)  lim
x→−∞

 (−4x3 + 2x2 + x − 4)                                                                                                                                                                                                        

δ)  lim
x→−∞

  (−2x2 + x + 3)   

7.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x7 + 2x − 3                                                                                                                          

Να βρεύτε το ϐριο   lim
x→−∞

   f 100) − f 200) ∙ f(x)                      

 

Β. Όριο  Ρητόσ  υνϊρτηςησ 

7.4 Να βρεύτε τα ϐρια  :                                                                                                                                                                           

α) lim
x→+∞

 
6 x3 − 5x2+ 7x − 4

2x2 − 3x + 5
                 β) lim

x→−∞
  

4x5  − 5x2  + 2x − 6

2x3 + 5x2  − x − 6
                 γ) lim

x→−∞
 
−3x6 + 4x2  − 5x −3

−6x3  + 2x2  + 7x + 4
        

7.5 Να βρεύτε τα ϐρια  :                                                                                                                                                                                              

α) lim
x→+∞

 
 x3 + 2x2+ 3x − 5

2x3 + x + 2018
                  β) lim

x→−∞
  

4x5  − x2  + 3x − 1

2x8 + 5x2  − 2 x + 6
                  γ) lim

x→+∞
 

 4x2  − 5x −3

x5  + 2x2  + 3x + 1
            

 7.6 Να βρεύτε τα ϐρια  :            α) lim
x→+∞

  ( 
2x2

x − 1
 + 

3x

x + 1
)                    β) lim

x→−∞
( 

x3

x − 2
+ 

x2

x + 3
 )      

 

Γ. Όριο  με  Απϐλυτεσ  Σιμϋσ 

7.7 Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                                                
α) lim

x→+∞
   3x2 − 5x + 6                 β) lim

x→−∞
  2x3 − 3x2 + 6x − 1                    γ) lim

x→+∞
 −5x2 + 6x − 1  

7.8 Να βρεύτε τα ϐρια :        α) lim
x→+∞

 
 x2− 5x + 4  − 6x2

 x3− 3x2 + 5  − x3                      β) lim
x→−∞

 
 x3  + 4x2  − 3x + 5 + x3

 x2 − 2x −3 − x2                

7.9 Να βρεύτε τα ϐρια :         α) lim
x→+∞

   x3 − x2 + 2 −  x3 + x2 + 4 )              β) lim
x→−∞

 
 x5− x2+ 1  −  x5− x 

x2+ x + 1
  

7.10 Ομούωσ :        α) lim
x→−∞

   x2017 − x2 + 3x − 4 )                 β) lim
x→+∞

 
 x2017− x3  – x ∙  x2016− x2− 1  + 1

 x − 1
       

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 71 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 72 
 

 

Δ. Όριο  Άρρητησ  υνϊρτηςησ 

7.11  Να βρεύτε τα ϐρια :   α) lim
x→+∞

  x2 − 3x + 2       β) lim
x→−∞

   3x2 − 5x + 2           γ) lim
x→+∞

 
3x − 2

 4 x2  + 7
             

7.12  Να βρεύτε τα ϐρια :   α) lim
x→+∞

 
3

 x2+ 5
             β)  lim

x→+∞
   

16x2+ 3

9x2− 2x + 1
               γ) lim

x→+∞
 4x2 − x − 5
3

    

7.13 Ομούωσ :  α)  lim
x→+∞

 ( 4x2 − 3x + 2 + x)     β) lim
x→−∞

   x2 + 4 − 2x        γ) lim
x→−∞

   9x2 − 4x + 5 − 3x    

7.14 Ομούωσ :       α) lim
x→+∞

 
2

 x2+ 3 + x
        β) lim

x→+∞
   x2 + 3 +  4x2 − 2          γ)  lim

x→−∞
 

3x + 5

 x2+ 3− 2 x
            

7.15  Να βρεύτε τα ϐρια :         α) lim
x→+∞

   3x −  9x2 + 1                β) lim
x→+∞

 (  4x2 + x + 1 − 2x + 1 )                   

7.16 Ομούωσ :       α) lim
x→−∞

   2x +  4x2 + 3x − 1                 β) lim
x→+∞

 (  4x2 + 2x + 3 −  4x2 + x + 2 )  

7.17  Δύνεται η  f x) =  9x2 + 1 − 3x. Να βρεύτε τα ϐρια:      α) lim
x→−∞

 
 f x) 

x
     β) lim

x→−∞
 f x) + 6x) 

 

Ε. Όριο  Εκθετικόσ  υνϊρτηςησ 

7.18 Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                                                                       

α) lim
x→+∞

 
3x  + 3∙2x

3x  − 2x              β) lim
x→−∞

 
3x +1  + 5∙ ex

2∙ 3x  − ex          γ) lim
x→+∞

 
4∙ 5x +2 +  5∙ 3x +1

2∙5x +1  − 3x +2           δ) lim
x→+∞

 
5∙ex  +3∙22x

2∙ex+1 −  22x+2     

7.19 Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                                                                       

α) lim
x→−∞

 
2x  + 3x +1

3x  + 2x              β) lim
x→−∞

 
4x +1− 3x+2

22x  + 3x          γ) lim
x→−∞

 
ex  + 3x +1

ex +2+ 3x +3           δ) lim
x→+∞

 
ex +1  + 3x+2−2x

ex  + 2∙3x +1  

7.20  Ομούωσ :    α) lim
x→+∞

 ex2
            β) lim

x→−∞
 ex3− x          γ) lim

x→0
 e

 
1

x2            δ) lim
x→+∞

  e3x − 4e2x + 5ex − 3  

7.21 Να βρεύτε τα ϐρια :          α) lim
x→+∞

 3 
x3− 5x + 3

x − 4               β) lim
x→−∞

 e
x2+ 5x
x + 2                γ) lim

x→−∞
 e 
 x2+ 3+ x          

7.22 Ομούωσ:     α) lim
x→+∞

 4 
3x4− x + 1

x + 1
 − x2

       β) lim
x→−∞

 e
x2+ x
x − 1

 − 4 x
 x + 1            γ) lim

x→+∞
  

2

π
  
 x2−x+1− 9x2+2

          

7.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει :  ef(x) + f x) = x ,∀x ∈ ℝ                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                      

β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→−∞

 
f−1 x)

x
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Ζ. Όριο  Λογαριθμικόσ  υνϊρτηςησ 

7.24 Να βρεύτε : α) lim
x→+∞

ln 2x + 3)    β) lim
x→−∞

ln x2 + 3)    γ) lim
x→+∞

 ln ex + 2)    δ) lim
x→+∞

 ln x +  x2 + 2  

 

7.25 Να βρεύτε τα ϐρια :    α) lim
x→0

  2ln2x − 3lnx + 5)          β) lim
x→0

  
lnx

x2            γ) lim
x→+∞

  
 ln 2x −  lnx  + 5

2 ln 2x + 3 lnx  + 5
   

7.26 Να βρεύτε τα ϐρια :    α) lim
x→0+

 
lnx

ημ x
              β) lim

x→−∞
 
 ex   

x
         γ) lim

x→+∞

ln 1+e−x 

x
 

7.27 Ομούωσ :    α) lim
x→+∞

 
8 ln 2x − 4 lnx  + 5

2 ln 2x + 5 lnx  − 2
           β) lim

x→0+
 
9 ln 3x − 4 ln 2x + 8

3 ln 2x  + 5 lnx  + 7
          γ) lim

x→0+
 

3lnx +2

4 ln 3x + ln 2x + 1
     

7.28 Ομούωσ :       α)  lim
x→+∞

 [ln x3 + 2x) − ln(x2 − 1)]                      β) lim
x→+∞

 [ln x + 2) − ln x2 + 3x)]       

7.29 Να βρεύτε τα ϐρια :      α) lim
x→−∞

 [2 ln x2 + 1) − ln x2 − 3x)]               β) lim
x→+∞

 [ln 3x +  5x) − x]     

7.30  Να βρεύτε τα ϐρια :         α) lim
x→+∞

 [ln x4 + 5) − ln x2 + 3)]                    β) lim
x→+∞

 [ln ex +  2) − 3x]                                                                                      

7.31 Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                                                            

α)  lim
x→+∞

 [3lnx − ln(2x2 − x + 1)]      β) lim
x→+∞

 [ln ex + 2) − ln 2ex + 1)]      γ) lim
x→+∞

 [2x − ln e2x + ex + 1 ] 

7.32 Να βρεύτε τα ϐρια :         α) lim
x→+∞

  lnx −   x2 +  2x + 3                    β) lim
x→+∞

  ln ex+2 + 3 −  x − 2                                                                                                                                                                                    

7.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln 2x − 4x) − e  
2 −  x3

 x2+  x   . Να βρεύτε :                                                                                                                  
α) το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                                              
β)  το ϐριο  lim

x→−∞
 f(x)      

7.34  Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = log  
x2− 1

 x2                                                                                                                                                                   

α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ f                                                                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ϐτι  f x) < log 2𝑥 − 2) , x > 1                                                                                                                                                    
γ) Να βρεύτε το ϐριο lim

x→+∞
 f x) − log(2x − 2   

7.35 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ln x − 2)  και  g x) = ex − 1                                                                                    
α) Να αποδεύξετε ϐτι οι ςυναρτόςεισ  f , g  εύναι 1-1                                                                                                                       
β) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1  και τη ςυνϊρτηςη  g−1                                                                                                                                                   

γ) Να υπολογύςετε τα ϐρια  lim
x→+∞

g(x)

f
 −1

(x)
   και  lim

x→+∞
 f x) − g−1 x)                                                                                       

δ) Να ορύςετε τισ ςυναρτόςεισ  fog  και  gof                                                                                                                                      
ε) Να υπολογύςετε το ϐριο  lim

x→+∞
  fog) x) −  gof) x)  

7.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln  
x + 2
 x −1  

  . Να βρεύτε τα ϐρια  lim
x→1+

f x)  και lim
x→+∞

f x)    ΘΕΜΑ 2020 ) 
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Η. Σριγωνομετρικϊ  Όρια  ςτο  Άπειρο 

7.37 Να βρεθοϑν τα ϐρια :       α) lim
x→+∞

 x + 2ημx)          β) lim
x→+∞

  
x ημ x

x2  + 3
                γ) lim

x→+∞
   

x + 2ημ x

x + ημ x
                  

7.38 Ομούωσ :     α) lim
x→+∞

 
x − ημ x

x
                    β) lim

x→+∞
 
4x −3 ημ x

5x + 3
                       γ) lim

x→+∞
 

4x + 3 ημ x

5x − 3 ςυν x
                                                                                                                                                             

δ)  lim
x→+∞

 
x ημ x

x2  − 5x + 3
                           ε) lim

x→+∞
 [  x2 + 2 − x ημ4x]       

7.39 Ομούωσ :  α) lim
x→+∞

  
x2  ημ

 1 

x

2x + 3
      β) lim

x→+∞
 ( 

x2  + 4x − 3

x + 2
 ∙ ημ

1

 x 
 )   γ) lim

x→+∞
 [  4x2 + 1 −   x2 + x  ημ  

1

 x 
 ]      

7.40 Να βρεθοϑν τα ϐρια :         α) lim
x→+∞

 3 
2x − 3 ημx
2x + ςυνx                    β) lim

x→+∞
  ln x2 + ςυνx) − lnx         

7.41 Να βρεθοϑν τα ϐρια :          α) lim
x→+∞

 e 
x + ημx

x − ςυνx                     β) lim
x→+∞

  ln x + ημx) − 2lnx  

7.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 + 1 + x . Να βρεθοϑν τα ϐρια :                                                                                                

α) lim
x→+∞

f(x)       β) lim
x→+∞

f(x)ημ 
1

f(x)
      γ) lim

x→+∞
 f x) − f(x)ςυν

1
f(x)

     δ) lim
x→+∞

f 2 x) ∙  1 − ςυν
1

f(x)
 ∙ ημ 

1

f(x)
              

7.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 + 1 − x. Να βρεθοϑν τα ϐρια :                                                                                         

α) lim
x→−∞

 f(x)               β) lim
x→−∞

f(x) ∙ ημ 
1

f(x)
               γ) lim

x→−∞
 ημf x) ∙ ημ

1
f(x)

        

7.44  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα  ιςχϑει : f 3 x) + 3f x) = x + 4 ,∀x ∈ ℝ                                              

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ τη μονοτονύα               β) Να λϑςετε την ανύςωςη f  2x2+4x < 3                                              

γ) Να ορύςετε την αντύςτροφη   f−1                                     δ) Να βρεύτε το ϐριο   lim
x→+∞

 
f−1 x) ∙ ημ x

x4          

 

Θ. Κριτόριο  Παρεμβολόσ  ςτο  Άπειρο 

7.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με :  6x3 − 5x2 + 2 ≤ f x) ≤ 6x3 + 2x2 + 4 , ∀x ∈ ℝ .                                                                         

Να βρεύτε :   α) lim
x→+∞

 f(x)         β) lim
x→−∞

  
f(x)

x2  +3x − 5
           γ) lim

x→−∞
 

f(x)

2x3  – x + 25
            δ) lim

x→+∞
 

f(x)

x4  − 2x3  + x
                   

7.46 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε :    x2 + 1)f x) − x ≤  1,∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→+∞

 f(x)   

7.47 Δύνεται η f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε :   f x) + x ≤ e
− 1

x2  ,  ∀ x ≠ 0. Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

 f(x)                                                                                                                                              

7.48 Δύνεται η f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε :   x3 + 1)f x) − 2x3 ≤  x2 +  1,∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  ϐρια:                                                                                                                                                                                                            

α) lim
x→+∞

 f(x)                 β)  lim
x→+∞

  
 f x) 

x
 ∙ ημx       

7.49 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε :   xf x) ≥ x3 + x + 1 , x > 0. Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→+∞

 f(x)                                             

7.50 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει:  f x) ≥ x4 − x + 2018 , x < 0. Να βρεύτε το ϐριο lim
x→−∞

 f(x)                                                                                        
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Ι. Με  Φρόςη  Βοηθητικόσ  υνϊρτηςησ 

7.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  lim
x→+∞

 
x f x) −   x2+ x + 2

2x + 1
   = 3 . Να βρεύτε το  lim

x→+∞
 f(x)                      

7.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  lim
x→+∞

 
xf x) − ημ x

x + 1
  = 3 . Να βρεύτε το lim

x→+∞
 f(x)                                                      

7.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  lim
x→+∞

   f x) − 3x = −2 . Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                                                                             

α) lim
x→+∞

 f(x)                β) lim
x→+∞

  
f(x)

x
                γ)  lim

x→+∞
  

x f x) +  x2  +  1

x f x)− 3 x2 +  2
             

7.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει lim
x→+∞

  f x) − 4x = 3 . Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                            

α) lim
x→+∞

 f(x)                β) lim
x→+∞

  
f(x)

x
                    γ)  lim

x→+∞
  

2 f x) +  7x

x f x) − 4 x2 + 2x + 1
                     

 

Κ. Προςδιοριςμϐσ  Παραμϋτρων 

7.55 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει :  lim
x→−∞

  
2x3+ 1

x2+ 2
− αx − β  = 0    

7.56 Δύνεται η  f x) = 
αx2+ 5βx + 4

x + 1
  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε :  lim

x→+∞
  f x) − 2x) = 0                                            

7.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =
x2+3
x−2

+ αx + β  για την οπούα ιςχϑει lim
x→+∞

f x) = 5 .                                                          

α) Να βρεύτε τουσ πραγματικοϑσ αριθμοϑσ α και β                                                                                                                    
β) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1 και να ορύςετε την  f−1 

7.58 Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ , ώςτε το ϐριο lim
x→+∞

   x2 + 5x + 10 − λx  να υπϊρχει ςτο ℝ   χολικϐ)                                              

7.59 Να βρεύτε το  α ∈ ℝ , ώςτε το ϐριο lim
x→+∞

   4x2 + 1 − αx  να υπϊρχει ςτο ℝ                                                

7.60 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει :  lim
x→+∞

   x2 + αx + 10 +  βx = 3      

7.61 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει :  lim
x→−∞

   4x2 + 8x − 5 +  αx +  β = −5      

7.62 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ  ώςτε να ιςχϑει :  lim
x→−∞

   x2 + 6x +  αx +  β = 2      

7.63 Δύνεται γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με  lim
x→+∞

   x2 + 2x + 4 − xf(1) + f(2) = 7                                      

Να βρεύτε το εύδοσ τησ μονοτονύασ τησ  f  

7.64 Έςτω η ςυνϊρτηςη  f : (−∞, 0) → ℝ  ώςτε:   lim
x→−∞

 
f(x)

x
  = 2   και   lim

x→−∞
   f x) − 2x = 3.                                              

Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ∗ ώςτε να ιςχϑει  lim
x→−∞

 
2 f x) +  λ  x −1

x f x) − 2x2  + 1
   = 1   

7.65 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ln  α − 1)x2 + x + 2 − ln x + 1) με   α ≥ 1 και  x > −1 .                                             
Να βρεύτε την τιμό του α  ώςτε να ιςχϑει lim

x→+∞
 f x) = 0 
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7.66 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ,   να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                  
α) lim

x→+∞
  α − 2)x3 +  1 − α)x2 − 2x + 3                           β) lim

x→+∞
  α − 1)x3 − 2αx2 + 3x − 1            

7.67 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του  α ∈ ℝ   να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                           

α) lim
x→−∞

 
 α−2)x2+ 2x + 3

αx + 1
                     β) lim

x→+∞
 
 α−1)x2− 2x + 1

2αx + 1
            

7.68 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ  να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                              

α) lim
x→−∞

 
 2α+3)x3− 3x + 1

 α−2)x2+ 2
                  β) lim

x→+∞

 2−α)x3+ x2+ 3

αx2− 3x + 5
            

7.69 Δύνεται η  f x) =  x2 + x + 1 − α ∙ x ,  x ∈ ℝ. Να βρεύτε lim
x→+∞

 f(x) για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του α ∈ ℝ   

7.70 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου  μ ∈ ℝ να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                              

α) lim
x→−∞

  x2 + 1 + μx                           β) lim
x→+∞

 μ−1)x3+ 2x
2

+ 3

μx2− 5x + 6
      χολικϐ)       

7.71 Δύνεται η  f x) = 
αx  + 3− 3x  + 5

αx + 3x− 8
  , α > 0 . Να βρεύτε τισ τιμϋσ του α  αν ιςχϑει lim

x→+∞
 f x) = 64     

7.72 Να βρεύτε το ϐριο lim
x→+∞

 α 
2x5+ 1

x3−2x+5  για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του α > 0 ,𝛼 ≠ 1 

7.73 Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου  α > 0,α ≠ 1, να βρεύτε το ϐριο : lim
x→+∞

 
αx  + 5x

2αx− 5x       

7.74  Για τισ διϊφορεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου  α > 0,α ≠ 1, να βρεύτε το ϐριο : lim
x→+∞

 
αx +2  + 4x

αx + 4x+1   
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Α. Όρια  τησ  Μορφόσ  
𝟎

𝟎
     

● Αν  lim
x→x0

f x) = 0  ,  lim
x→x0

g x) = 0  ,  x0 ∈ ℝ ∪  −∞ , +∞   και υπϊρχει το lim
x→x0

 
f ′  x)

g  ′  x)
   πεπεραςμϋνο ό            

ϊπειρο τϐτε :    𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 
𝐟 𝐱)

𝐠 𝐱)
 = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝐱𝟎
 
𝐟 ′  𝐱)

𝐠 ′  𝐱)
   

 

 

Β. Όρια  τησ  Μορφόσ  
+∞

+∞
     

● Αν  lim
x→x0

f x) = +∞  ,  lim
x→x0

g x) = +∞  ,  x0 ∈ ℝ ∪  −∞ , +∞   και υπϊρχει το lim
x→x0

 
f ′  x)

g  ′  x)
   πεπεραςμϋνο ό            

ϊπειρο τϐτε :    𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 
𝐟 𝐱)

𝐠 𝐱)
 = 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝐱𝟎
 
𝐟 ′  𝐱)

𝐠 ′  𝐱)
   

 

▶ Σο δεϑτερο θεώρημα ιςχϑει και για τισ μορφϋσ    
+∞  

−∞
  ,  

−∞  

+∞
  ,  

−∞  

−∞
        

▶  Σα παραπϊνω θεωρόματα ιςχϑουν και για πλευρικϊ ϐρια και μποροϑμε, αν χρειϊζεται , να τα 

εφαρμϐςουμε περιςςϐτερεσ φορϋσ, αρκεύ να πληροϑνται οι προϒποθϋςεισ τουσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

              8.  Κανϐνασ  του  De L’ Hospital  
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Απροςδιϐριςτη  Μορφό  0/0 ,  ∞/∞ 

8.1 Να βρεθοϑν τα ϐρια:   α) lim
x→0

  
ex− 1

x
          β)  lim

x→1
 

lnx

x − 1
            γ) lim

x→0
 
3x +5 ημ x

2x − ημ x
          δ) lim

x→1
  

x −  ex−1

x – lnx  − 1
           

8.2  Ομούωσ :  α) lim
x→1

  
ex− e

lnx
              β)  lim

x→0
 
 x+1 − 1

x 
              γ) lim

x→0
 
ex− x − 1

x2              δ) lim
x→0

  
ημ x − x

x2      

8.3 Ομούωσ :   α) lim
x→+∞

 
lnx

ex                β)  lim
x→+∞

 
 x2  

ex                    γ) lim
x→0+

 
lnx

e 
 1 
x

                 δ) lim
x→+∞

  
4x2  +  lnx

x2  +  2lnx
          

8.4  Ομούωσ :   α) lim
x→+∞

 
x2+ x + 1

ex           β)  lim
x→+∞

 
 ln x2+ 1  

2x
        γ) lim

x→+∞
 

lnx

x2+ x + 1
         δ) lim

x→+∞
  

  ln 1+ex )

x
   

8.5 Ομούωσ :    α) lim
x→0

 
ημ x

ln(x + 1)
              β)  lim

x→0
 
 1 − ςυν x2  

x4           γ) lim
x→0

 
x − ημ x

 1 − ςυν x
       χολικϐ) 

                                                                                                                                  

Β.  Απροςδιϐριςτη  Μορφό    𝟎 ∙ (±∞) 

8.6 Να βρεθοϑν τα ϐρια  :        α) lim
x→−∞

  x ex)                 β) lim
x→0+

  x ∙ e 
 1 
x       

8.7 Να βρεθοϑν τα ϐρια  :        α) lim
x→0

  x2 ∙ lnx)              β) lim
x→0

   x ∙ lnx         

8.8 Να βρεθοϑν τα ϐρια  :        α) lim
x→+∞

  x ∙ e −x)           β) lim
x→1+

   x − 1) ∙ ln
 1 

x − 1
  

8.9 Να βρεθοϑν τα ϐρια  :         α) lim
x→+∞

  x ln  1 +
 1 
x

                 β)  lim
x→+∞

  e1−2x x2 − 5x + 2)    

8.10 Να βρεθοϑν τα ϐρια  :      α) lim
x→−∞

[ex ∙  2 − x2)]        β) lim
x→0+

 x ∙ lnx2) 

8.11 Δύνεται η  f ∶  0 ,π →  ℝ  με  f x) = 2ημx − x                                                                                                                               

α) Να δεύξετε ϐτι  lim
x→0

  
f(x)

x
 = 1            β) Να βρεύτε το ϐριο  lim

x→0
  f x) − f(2x) ∙ lnx)           ΘΕΜΑ 2018Ε ) 

 

Γ.  Απροςδιϐριςτη  Μορφό   ∞ −∞) 

8.12 Να βρεθοϑν τα ϐρια :       α) lim
x→+∞

 x − lnx)                     β) lim
x→+∞

 ex −  x)                                

8.13 Να βρεθοϑν τα ϐρια :       α) lim
x→+∞

 3x2 − 5lnx)              β) lim
x→+∞

 x2 − 2ex )                                

8.14 Να βρεθοϑν τα ϐρια :        α) lim
x→+∞

 ex − lnx)                   β) lim
x→+∞

  x2 +  x − ex ) 
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8.15 Να βρεθοϑν τα ϐρια :     α) lim
x→+∞

 ln 1 + x) − x)             β) lim
x→−∞

   x − e −x) 

8.16 Να βρεθοϑν τα ϐρια :     α) lim
x→+∞

  x + 1 − ln 1 + x)                  β) lim
x→+∞

  e 2x  − e x+1  

8.17 Να βρεθοϑν τα ϐρια :      α) lim
x→1+

  
 x 

x − 1
−

 1 

lnx
                 β) lim

x→0+
   

 1 

x
−

 1 

ημx
      

8.18  Να βρεθοϑν τα ϐρια :      α) lim
x→0

  
 1 

x
−

 1 

ex − 1
                 β) lim

x→0+
   

 1 

ln x+1)
−

 1 

x
   

 

Δ. Απροςδιϐριςτη Μορφό  𝟎𝟎,  𝟏±∞ ,±∞𝟎 

8.19 Να βρεθοϑν τα ϐρια :     α) lim
x→1+

  x − 1)lnx             β) lim
x→0+

  ex − 1)x                 γ) lim
x→1−

 x 
 1 

1−x           

8.20 Να βρεθοϑν τα ϐρια :     α) lim
x→0

 x2x                         β) lim
x→+∞

  x2 + 1)
 1 
x        

8.21 Να βρεθοϑν τα ϐρια :      α) lim
x→+∞

  x2 + 5)
 1 
x         β) lim

x→0
  1 + 2x)

 1 
3x        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Guillaume François Antoine, Marquis de l'Hôpital(1661-1704) 

όταν Γϊλλοσ μαθηματικϐσ. Επειδό γεννόθηκε μϋςα ςε 

ςτρατιωτικό οικογϋνεια, αρχικϊ ακολοϑθηςε ςτρατιωτικό 

καριϋρα την οπούα ϐμωσ εγκατϋλειψε λϐγω φτωχόσ ϐραςησ 

και ϋτςι αςχολόθηκε με τα Μαθηματικϊ, ςτα οπούα εύχε ϋφεςη 

απϐ παιδύ. Ο κανϐνασ DLH εμφανύςτηκε για πρώτη φορϊ το 

1696 ςτο βιβλύο του «Ανϊλυςη των Απεύρωσ Μικρών για την 

Κατανϐηςη των Καμπϑλων Γραμμών»   
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▶ Δεν ϋχει νϐημα να εξετϊςουμε αν μια 

ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ό ϐχι ςε ϋνα 

ςημεύο x0 που δεν ανόκει ςτο π.ο. τησ 

▶ Μια ςυνϊρτηςη f  δεν εύναι ςυνεχόσ ςε 

ϋνα ςημεύο x0 του πεδύου οριςμοϑ τησ, 

ϐταν ιςχϑει ϋνα απϐ τα παρακϊτω:              

① δεν υπϊρχει το ϐριο τησ f ςτο x0           

② υπϊρχει το  lim
x→x0

f(x) αλλϊ εύναι 

διαφορετικϐ απϐ το f x0)     

▶ Μια ςυνϊρτηςη f που εύναι ςυνεχόσ ςε 

κϊθε ςημεύο  x0 του πεδύου οριςμοϑ τησ, 

ονομϊζεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη . 

▶ Οι πολυωνυμικϋσ, οι ρητϋσ, οι εκθετικϋσ, 

οι λογαριθμικϋσ ςυναρτόςεισ, καθώσ και 

οι ςυναρτόςεισ  f x) = ημx , f x) = ςυνx 

εύναι ςυνεχεύσ ςτο πεδύο οριςμοϑ τουσ. 

▶ Αν f , g ςυνεχεύσ ςτο  x0 , τϐτε εύναι 

ςυνεχεύσ ςτο x0 και οι ςυναρτόςεισ :                                    

𝐟 + 𝐠 , 𝐜 ∙ 𝐟 , 𝐟 ∙ 𝐠 ,
𝐟
𝐠

  ,  𝐟   ,  𝐟𝛎
                                              

με την προϒπϐθεςη ϐτι αυτϋσ ορύζονται 

ςε διϊςτημα που περιϋχει το  x0 

▶ Αν η f εύναι ςυνεχόσ ςτο  x0 και η 
ςυνϊρτηςη g  εύναι ςυνεχόσ ςτο f x0) ,        

τϐτε η ςϑνθεςό τουσ  gof   εύναι ςυνεχόσ 

ςτο x0  

 

 
ΠΡΟΟΦΗ 

 

 

 

 

Α. Οριςμϐσ  υνϋχειασ ςε ςημεύο  𝐱𝟎  𝛕𝛐𝛖 𝛑𝛆𝛅ύ𝛐𝛖 𝛐𝛒𝛊𝛔𝛍𝛐ϑ 𝛕𝛈𝛓 

  

 

 

 

 

Β. Οριςμϐσ  υνϋχειασ  υνϊρτηςησ ςτο   α , β) 

 

 

 

 

 

 

Γ. Οριςμϐσ  υνϋχειασ  υνϊρτηςησ ςτο   α , β  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     9.  υνϋχεια  υνϊρτηςησ  

 ββ Μια       Μύα ςυνϊρτηςη  f  λϋγεται ςυνεχόσ ςε ϋνα ςημεύο 𝐱𝟎  

                      του πεδύου οριςμοϑ τησ, ϐταν  𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

𝐟(𝐱) = 𝐟 𝐱𝟎)     

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 
 ββ Μια       Μύα ςυνϊρτηςη  f  θα λϋμε ϐτι εύναι   

 ςυνεχόσ ςε ϋνα ανοικτϐ διϊςτημα  α , β) , ϐταν εύναι 

 ςυνεχόσ ςε κϊθε ςημεύο του  α , β) 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

 ββ Μια       Μύα ςυνϊρτηςη  f  θα λϋμε ϐτι εύναι   

 ςυνεχόσ ςε ϋνα κλειςτϐ διϊςτημα  α , β  , ϐταν εύναι 

 ςυνεχόσ ςε κϊθε ςημεύο του  α , β) και επιπλϋον 

 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝛂+

 𝐟 𝐱) = 𝐟 𝛂)    και   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝛃−

 𝐟 𝐱) = 𝐟 𝛃) 

                       

 

το 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Εξϋταςη  υνϋχειασ  υνϊρτηςησ 

9.1 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f x) =   
2x2− x − 1

x − 1
 ,     x ≠ 1

−3 ,                  x = 1

    εύναι ςυνεχόσ ςτο 1    

9.2 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =   
 x2 + 3 − 2

x − 1
 ,   x ≠ 1

3 ,                  x = 1

    εύναι ςυνεχόσ ςτο 1    

9.3 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =   
x2 − x

 x2 + 3 − 2
 ,   x ≠ 1

2 ,                  x = 1

    εύναι ςυνεχόσ ςτο 1 .   

9.4 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =   
x ημ

1
 x 

 ,   x ≠ 0

0   ,            x = 0

     εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .        

9.5 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =   
x2 + x − 2

x − 1
  ,   x < 1

3x + lnx   ,     x ≥ 1  

    εύναι ςυνεχόσ .    

9.6 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f x) =   

x2 − 1

x − 1
  ,         x ≤ 0

 
ημ2x

x 
  ,           x > 0  

    εύναι ςυνεχόσ .    

9.7 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =   
3ex2−4 + 5  ,        0 ≤ x ≤ 2  

 
x

ln x − 2) 
+ 4x  ,           x > 2  

 εύναι ςυνεχόσ                              .    

9.8 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =  

 
 
 

 
 

 ημx 

2x
   ,                          x < 0

 
 1 

2
  ,                              x = 0

 x + 1 − 1

x 
  ,                   x > 0

       εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 

9.9 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f x) =   

 
 
 

 
  3x2− 5x + 2 

x − 1
   ,                         x < 1

1   ,                                            x = 1

2 x2 + 3 − 4

x − 1
  ,                           x > 1

      εύναι ςυνεχόσ . 
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9.10 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =   

 
 
 

 
 

 2x2− 3x + 1 

x − 1
  , x > 1   

1

 2 
   ,            x = 1  

 x2 + 3 − 2

x − 1
  , x < 1  

     εύναι ςυνεχόσ . 

9.11 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη   f x) =  
xlnx  , x > 0
0  ,        x = 0

     εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .    ΘΕΜΑ  2008) 

9.12 Να εξετϊςετε αν η   f x) =   
ex− 1

x
    , x ≠ 0              

  1  ,     x = 0                 
 εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .     ΘΕΜΑ  2014) 

9.13 Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f x) =   e
lnx
x

 

,     x > 0
0   ,        x = 0

   εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 .    ΘΕΜΑ  2014 E) 

9.14 Να εξετϊςετε αν η  f x) =    

 lnx 

x
+ 1   ,    0 < x < 1

1   ,                      x = 1
 lnx 

x−1
  ,                   x > 1

    εύναι ςυνεχόσ ςτο  0, +∞)   ΘΕΜΑ  2016 E)       

9.15 Να δεύξετε ϐτι η  f x) =  
 x43

  ,                 x ∈ [−1 , 0)

ex ∙ ημx  ,        x ∈  0 ,π 
    εύναι ςυνεχόσ ςτο [−1 ,π]        ΘΕΜΑ  2017) 

 

Β. Εϑρεςη  Παραμϋτρων 

9.16 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f  να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =   
2 x2 – x − 1

x − 1
  , x ≠ 1

α  ,              x = 1    

  

9.17 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η f  να εύναι  ςυνεχόσ με  f x) =   
 x2+1 − 1

x 
  ,     x ≠ 0

α2 − 1  ,              x = 0    

  

9.18 Να βρεθοϑν τα  α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =   
α x2+ β x − 1

x − 1
  , x ≠ 1

2  ,              x = 1    

                                             

9.19 Να βρεθοϑν τα  α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =  
α x + β

 x2+5 − 3
  , x ≠ 2

3  ,            x = 2    

  

9.20 Να βρεθοϑν τα  α ,β ∈ ℝ  ώςτε η  f x) =  
x2 + αx + β ,    x < 2
3x + 2 ,      2 ≤ x ≤ 4
2αx + 5β ,        x > 4

   αν η  f  εύναι ςυνεχόσ. 

9.21 Να βρεθοϑν τα  α ,β ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =  
α x2+2β x − 6

x − 2
  , x > 2

αx + 3β  ,       x ≤ 2    
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9.22 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f  να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =  
α ∙ ημ x−1)

x − 1
  ,   x < 1

α2 + x − 1  ,    x ≥ 1    

  

9.23 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη f  να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =  

1 −   x − 1

x2 − 4
  , 1 ≤ x < 2

3α

x3  + 1  ,          x ≥ 2

  

9.24 Να βρεύτε τα α ,β ∈ ℝ  ώςτε η  f  να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =   

x2 − αx + 6  ,       x < 1 
αx + β  ,        1 ≤ x ≤ 3

x2 − 4x + 3

 x − 2 − 1
  ,           x > 3

     

9.25 Να βρεύτε τα α ,β ∈ ℝ  ώςτε η f  να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =   
3αex + x  ,                     x ≤ −1 

2x2 − αx + 3β  ,      − 1 < 𝑥 < 0
βημx + αςυνx + 1  ,         x ≥ 0

           

9.26 Να βρεθεύ το  κ ∈ ℝ  ώςτε η f να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =  
 x − κ) x + κ) , x ≤ 2
κx + 5 ,                 x > 2

          χολικϐ) 

9.27 Αν f x) =  
α2x2 + βx − 12  , x < 1
5  ,                            x = 1
αx + β  ,                  x > 1

    να βρεύτε τα α ,β ∈ ℝ  ώςτε η f να εύναι ςυνεχόσ ςτο  1   

 χολικϐ) 

9.28 Να βρεύτε τα α ,β ∈ ℝ  ώςτε η  f  να εύναι ςυνεχόσ με   f x) =

 
 
 

 
 x2+ αx + 3β

x − 1
  , x > 2

7  ,                    x = 2
x2+ βx − 3α

x − 3
  , x < 2

                                             

9.29 Να βρεθεύ το  κ ∈ ℝ  ώςτε η f  να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =    
lnx

x2 −2lnx 
  ,   x > 0

 κ  ,               x = 0    
   ΘΕΜΑ  2008 E)             

 

9.30 Να βρεθεύ το  α ∈ ℝ  ώςτε η  f  να εύναι ςυνεχόσ με  f x) =    
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + α   , x ≤ 1   

    ΘΕΜΑ  2018 E) 

 9.31 Δύνεται η ςυνεχόσ  f x) =  

1
1 − x

− ln λ ,             x ≤ 0 

ημx + λ ∙ ςυνx  , 0 < 𝑥 <
3π
2

   . Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ    ΘΕΜΑ  2020 )                                                                                                                                                                                                                               

 

Γ. υνϋχεια − Βοηθητικό  υνϊρτηςη            

9.32 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 1 και ιςχϑει  lim
x→1

  
 f x) −  2

x − 1
 = 3 . Να βρεύτε το f(1) . 

9.33 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 2 και ιςχϑει  lim
x→2

  
 f x) + 3

x − 2
 = 1 . Να βρεύτε το f(2) . 
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9.34 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 και ιςχϑει  lim
x→0

  
x f x) −  ημ3x

x2  +  x
 = 2 . Να βρεύτε το f(0) . 

9.35 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ  και ιςχϑει  lim
x→0

  
f x) − e2x  +  1

ημ2x
  = 5.  Να βρεύτε το f(0) . 

9.36 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  ℝ και ιςχϑει  lim
x→9

  
 x2− 5f x) − 16

 x − 3
 = 5 . Να βρεύτε το f(9) 

9.37 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα  ιςχϑει  lim
x→0

  
 ημ x − xf(x)

ημ x +  x
 = 2 .                                                                    

Αν η  Cf   διϋρχεται απϐ  το ςημεύο Α 0 ,−3) , να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 .  

9.38 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f   για την  οπούα ιςχϑει   lim
x→0

  
 f x)− ημ x − 2

x2  + x
 = 3                                                                        

α) Να δεύξετε ϐτι η  Cf   διϋρχεται απϐ το Α 0 , 2)               β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

  
  f x)−1  − 1

x
  

9.39 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  ςτο  3 για την  οπούα ιςχϑει   lim
x→3

  
 f x) –  x + 6

x − 3
 = α  , α ∈ ℝ .                                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι η  Cf   διϋρχεται απϐ το Α 3 , 3)                β) Να βρεύτε το α , αν lim
x→3

  
  f x)−2  − 1

x − 3
 = 1   

9.40 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  ςτο 0 για την οπούα ιςχϑει   lim
x→0

  
 f x) –  x + 9

ημ x
 = 

 17 

6
 . Να βρεύτε :                                                     

α) την τιμό  f(0)              β) το ϐριο  lim
x→0

  
 f x) – f(0)

ημ3x
          

9.41 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f   για την  οπούα ιςχϑει   lim
x→4

  
 f x)−  x2+ 9

x − 4
 = 2014                                                                                                            

α) Αν η  Cf   διϋρχεται απϐ το Α 4 , 5) να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο 4                                                                                         

β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→4

  
f x) − f(4)

x − 4
  

9.42 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  ςτο 1  για την οπούα ιςχϑει   lim
x→1

  
 f x) –  x + 3

x − 1
 = 2                                                        

α) Να δεύξετε ϐτι  η  Cf   διϋρχεται  απϐ το Α 1 ,2)                  β) Να βρεύτε το  lim
x→1

  
 f x) −  f(x) + 2

f(x) − 2
               

 

Δ. Εϑρεςη  Σιμόσ  υνϊρτηςησ 

9.43 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  x2  f x) = ημx ∙ ημ3x , ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το f(0) .     

9.44 Δύνεται ςυνεχόσ  f  ςτο 0  ώςτε  x f x) = ςυνx − 1 , ∀x ∈ ℝ∗ . Να βρεύτε το f(0) .     χολικϐ) 

9.45 Δύνεται ςυνεχόσ   f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε   x f x) =   x2 +  5 +  2f x) + α , ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε:                                                                          
α) τον πραγματικϐ αριθμϐ α                        β) την τιμό  f(2) .  

9.46 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  ςυνx − 1 ≤  x3 − xf(x), ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το f(0).            

9.47 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  x f x) ≤  x2 + 4x + ημx , ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το f(0).  
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9.48 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε   x − 2) f x) ≤ x3 − 6x + 4 ,∀x ∈ ℝ. Να βρεύτε το  f(2)   

9.49 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  x − 1) f x) ≥  x2 + x − 2 , ∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το  f(1).    

9.50 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    xg x) − ημx ≤  x2 , ∀x ∈ ℝ .                                
Να βρεύτε το g(0).          χολικϐ) 

9.51 Δύνεται ςυνεχόσ   f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  x − 2)f x) =  5x2 + 3x − 26,∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε το f(2) .   

9.52 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→3

 
7f x) − 5

2f x) − 3
  = 4 . Να βρεύτε το f(3) .  

 

Ε. Εϑρεςη  Σϑπου  υνϊρτηςησ 

9.53 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  x f x) = ημ3x +  x2 + x + 1 − 1 ,  ∀x ∈ ℝ .                                         
Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f . 

9.54 Να βρεύτε ςυνεχό ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ςτο  x0 = 1, ώςτε :  x f x) + 2 = f x) +   x2 + 3 , ∀x ∈ ℝ . 

9.55 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [−5, +∞) → ℝ ώςτε  x f x) =  x + 5 − f(x) − 2 , ∀x ∈ [−5, +∞) .                            
Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f . 

9.56 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για  την οπούα ιςχϑει   x3 f x) = x ex 1 −  x + f(x)                                         

για κϊθε  x ≥ 0. Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

9.57 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  τησ οπούασ  η Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α 1 , 5) και                                 
ιςχϑει:  x − 1)f x) = κx2 + λx − 2 , ∀x ∈ ℝ. Να βρεύτε τα κ , λ ∈ ℝ καθώσ και τον τϑπο τησ  f    

 

Ζ. υνϋχεια − Κριτόριο  Παρεμβολόσ 

9.58 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει    f x) − 2 ≤  ex − x − 1 .                                                    
Να αποδεύξετε ϐτι  η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.59 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει    f x) − 3x + 2 ≤  x2 , ∀x ∈ ℝ .                                                                                                      
Να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.60 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    xf x) − α +  x + 4 ≤  x2 , ∀x ∈ ℝ                   

α) Να δεύξετε ϐτι  α = 2                        β) Να υπολογύςετε την τιμό  f 0) 

9.61 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει    f 2 x) + 2f x) + ςυν2x ≤ 0, ∀x ∈ ℝ.                                                      
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.62 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει    f 2 x) + 6f x) + 9ςυν2x ≤ 0, ∀x ∈ ℝ.                                                      
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.63 Δύνεται  ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει f 2 x) − 4xf x) ≤ −3x2 − 2x + 1 , ∀x ∈ ℝ.                                                         
α) Να αποδεύξετε ϐτι  f ςυνεχόσ ςτο 1 .                                                                                                                                                         

β) Να βρεύτε το ϐριο   lim
x→+∞

  
f(x)

x2          
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 Continuous  function                             
υνεχόσ  υνϊρτηςη                 

 

9.64 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    f 5 x) +  f x) =  x , ∀x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι  f ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.65 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα  ιςχϑει    f 3 x) +  f x) =  x , ∀x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι  f ςυνεχόσ ςτο 0 . 

9.66 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει    f 5 x) +  f x) + 1 =  ex , ∀x ∈ ℝ .                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι  f ςυνεχόσ ςτο 0 

9.67 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει    f 3 x) +  f x) = x2 + ημx , ∀x ∈ ℝ .                                        
α) Να δεύξετε ϐτι   f(x) ≤ x2 +  x  , ∀x ∈ ℝ                β) Να αποδεύξετε ϐτι  f  ςυνεχόσ ςτο 0                                                                       

9.68 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει   f x) − f(y) ≤ α ∙  x − y  , α > 0 , ∀x , y ∈ ℝ                             
Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ . 

9.69 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ για την οπούα ιςχϑει  6x − x2 ≤ f x) ≤ x2 − 6x + 18 ,∀x ∈ ℝ                          
α) Να αποδεύξετε ϐτι  η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3                                                                                                                                           

β) Θεωροϑμε την  g x) =  
f x) − 9

x − 3
  , x ≠ 3

α − 3  ,    x = 3

    Να βρεύτε το α ∈ ℝ  αν η g  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3 . 
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Α. Κατακϐρυφη  Αςϑμπτωτη 

 

 

 

 

 

●  Σισ κατακϐρυφεσ αςϑμπτωτεσ τισ αναζητοϑμε :                                                                                                                          

① τα ανοικτϊ ϊκρα του πεδύου οριςμοϑ τησ  f                                                                                                                              

② τα ςημεύα του πεδύου οριςμοϑ τησ  f  ςτα οπούα η  f  δεν εύναι ςυνεχόσ  

 

 

Β. Οριζϐντια  Αςϑμπτωτη 

 

 

 

 

 

 

▶ Μια ςυνϊρτηςη  f  ϋχει το πολϑ δϑο οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ , μια ςτο +∞  και μια ςτο  −∞  

▶ Σισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ τισ αναζητοϑμε ςτο  +∞ ,  −∞ , εφϐςον η ςυνϊρτηςη εύναι οριςμϋνη                  

ςε διϊςτημα τησ μορφόσ   α , +∞)   ό  αντιςτούχωσ   −∞ , α)    

 

 

                 10.  Αςϑμπτωτεσ  υνϊρτηςησ  

  Αν ϋνα τουλϊχιςτον  απϐ τα ϐρια   lim
x→x0

+
f(x)  ό  lim

x→x0
−

f(x)    

εύναι  +∞  ό −∞ , τϐτε η ευθεύα   𝐱 = 𝐱𝟎  λϋγεται κατακϐρυφη αςϑμπτωτη  

τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ f       (2010−2015 Ε) 

 

 

 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

Αν 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

 𝐟 𝐱) = 𝓵  τϐτε  η ευθεύα  y=𝓵  λϋγεται οριζϐντια αςϑμπτωτη                                                    

τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ  f  ςτο +∞.     ( 2007−2016 Ε ) 

(αντιςτούχωσ  lim
x→−∞

 f x) = ℓ  ςτο  −∞) 

 

 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 87 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 88 
 

 

 

Γ. Πλϊγια  Αςϑμπτωτη 

 

 

 

 

 

 

▶ Η ευθεύα  y = λx + β  εύναι αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο  +∞  ομούωσ και ςτο −∞)  αν και μϐνο αν : 

 

 

 

▶ Μια ςυνϊρτηςη δεν μπορεύ να ϋχει ςτο +∞  ομούωσ και ςτο −∞) και πλϊγια και οριζϐντια αςϑμπτωτη 

▶ Οι πολυωνυμικϋσ ςυναρτόςεισ βαθμοϑ μεγαλϑτερου ό ύςου του 2 δεν ϋχουν αςϑμπτωτεσ 

▶ Οι ρητϋσ ςυναρτόςεισ με βαθμϐ αριθμητό μεγαλϑτερο τουλϊχιςτον κατϊ δϑο του βαθμοϑ του 

παρονομαςτό, δεν ϋχουν πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ευθεύα  𝐲 = 𝛌𝐱 + 𝛃  λϋγεται αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞  

 αντιςτούχωσ ςτο −∞)  

 αν 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

  𝐟 𝐱) − (𝛌𝐱 + 𝛃) = 𝟎       ( 2005−2011 ) 

 αντιςτούχωσ αν  lim
x→−∞

  f x) − (λx + β) = 0 ) . 

 

 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

 
𝐟(𝐱)

𝐱
 = 𝛌 ∈ ℝ     και   𝐥𝐢𝐦

𝐱→+∞
 𝐟 𝐱) − 𝛌𝐱) = 𝛃 ∈ ℝ 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α.  Κατακϐρυφη  Αςϑμπτωτη 

10.1 Να βρεύτε τισ κατακϐρυφεσ αςϑμπτωτεσ  των ςυναρτόςεων :   α) f x) = 
x − 5

 x − 2 
         β) f x) =  

 lnx  

x
            

10.2 Ομούωσ :     α) f x) = 
x + 3

x − 2
                 β) f x) =  

x2− 4 

x2− 7x + 10
 

10.3 Ομούωσ :     α) f x) = 
ex

1 − x
                 β) f x) =  

 lnx  

1 + lnx
                 

10.4 Ομούωσ :     α) f x) = lnx             β) f x) = ln x − 3)                γ) f x) = e
 1 
x                                                                                            

10.5 Ομούωσ :     α) f x) = 
1 − 2ln(x−1)

x − 1
                 β) f x) = xημ 

2 

x
  

10.6 Ομούωσ :    α) f x) = 
 1 

x − 2
                β) f x) = εφx , x ∈  −

π
2

 ,
π
2

                 γ) f x) =  
x2− 3x + 2 

x − 1
                                                   

δ) f x) =  
x  ,       x ≤ 0
 1 
x

   ,    x > 0
                      χολικϐ) 

10.7 Να βρεύτε τισ κατακϐρυφεσ αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
  x   ,       x ≤ 0

x +
 1 
x

   ,   x > 0
     

10.8 Να βρεύτε τισ κατακϐρυφεσ αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  

 ημx 
x

  ,             x ≤ 0

 ex + 1 
x

   ,         x > 0

  

10.9 Να βρεύτε τισ κατακϐρυφεσ αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  

x2  ,              x ≤ 0

 e
1
 x ∙ ημx 

x
   ,   x > 0

  

10.10 Να βρεύτε τισ κατακϐρυφεσ αςϑμπτωτεσ τησ  f x) =  

 lnx 

x
+ 1    ,      0 < x < 1  

1   ,                        x = 1  
 lnx 

x−1
  ,                   x > 1

   ΘΕΜΑ 2016 Ε )                                                       

 ΘΕΜΑ 2016 Ε ) 

10.11 Να βρεύτε την κατακϐρυφη αςϑμπτωτη τησ   f x) = −ln x − 2)         ΘΕΜΑ 2019 ) 
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Β. Οριζϐντια  Αςϑμπτωτη 

10.12 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ  των :    α) f x) =  
5 x2 − 3x + 4

x2 + 3
        β)  f x) =  

 x2  − x  + 2

x − 3
                     

10.13 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ των :     α) f x) =  
3 x2 

x2 + 1
                    β)  f x) =  

2x

 x2+ 3
 

10.14 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ των :     α) f x) =  
5 x2 − 3x + 4

x2 + 3
         β)  f x) =  

 x2  − x  + 2

x − 3
 

10.15 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ  των :    α) f x) =  
 x2 + 2018

x2 − 3x + 2
       β)  f x) =  

e2x

ex  + 7
 

10.16 Ομούωσ :   α) f x) =  
 x2 + x + 1

x2 + 1
          β)  f x) =  x2 + 1 − x   χολικϐ) 

10.17 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ  των  :   α) f x) =  
  x2+1 + 7

x − 1
            β)  f x) = xe−x 

10.18 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ  των :    α) f x) =  
ex  − 1

ex  + 1
               β)  f x) =  

ln x − 1

lnx  + 1
 

10.19 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ  τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
5ex− 6

ex  + 3
  

10.20 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ  των :  α) f x) = x ∙ ex              β)  f x) =  x2 − x) ∙ ex 

10.21 Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ  των :     α) f x) = ln 
x − 1

x − 2
             β)  f x) = 1 + 

ημ x 

x 
 

10.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = exημx + 2015 . Να βρεύτε την οριζϐντια αςϑμπτωτη                                                                  
τησ  Cf  ςτο −∞  και να δεύξετε ϐτι η  Cf  τϋμνει την παραπϊνω αςϑμπτωτη ςε ϊπειρα ςημεύα. 

10.23  Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  

 2x
x + 1

  ,      x < −1

 1 

x2+ 1
   ,   x ≥ −1

   

10.24  Να βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ   φ x) =  
ex

ex  + 1
     ΘΕΜΑ  2017 ) 

 

Γ. Πλϊγια  Αςϑμπτωτη 

10.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
3 x2 − 7x + 2

x − 3
  .                                                                                                                      

Να αποδεύξετε ϐτι η ευθεύα  y = 3x + 2  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη  τησ  Cf   ςτο  +∞ 

10.26 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ  των ςυναρτόςεων :                                                                                                                 

α) f x) = 
2 x2 − 3x + 1

x + 1
       β)  f x) =  

2 x3  + 3x2  − 5

x2  – x + 1
                     

10.27 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ  τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  9x2 + 8x + 5 
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10.28 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ των :    α) f x) = 
 x2 − 6x + 3

x − 3
             β)  f x) =  

x2  − 4

 x 
                  

10.29 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ των :    α) f x) = x ∙ e 
 1 
x               β)  f x) = x ∙ ln  e +

 1 
x
    

10.30 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ  τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = ln ex + 1) 

10.31 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ  τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = x − 1 +  
2

x − 3
    

10.32 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ  τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = 3x − 5 +  
7

ex   +  x2        

10.33 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ  τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = 2x − 3 +  
lnx

x
 

10.34 Να βρεύτε τισ πλϊγιεσ αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = 3x +  
ημ x

x
 

10.35 Να εξετϊςετε αν ϋχει πλϊγια αςϑμπτωτη μια f  για την οπούα ιςχϑει:  2x + 3 ≤ f(x) ≤ 
2x3+ 3x2+ 1

x2                                      

10.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 + 2x + 2  και οι ευθεύεσ  ε1: y = −x − 1 ,  ε2: y = x + 1                            
Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                     
α) Η ε1 εύναι αςϑμπτωτη τησ  Cf  ςτο −∞ ενώ η  ε2  εύναι αςϑμπτωτη τησ  Cf  ςτο + ∞                                                   
β) Για  x ∈ ℝ ιςχϑει  x2 + 2x + 2 >  x + 1)2 ≥ 0  και ςτη ςυνϋχεια να αποδεύξετε ϐτι η  Cf  βρύςκεται 
πϊνω απϐ την ε1 κοντϊ ςτο  −∞  και πϊνω απϐ την  ε2  κοντϊ ςτο  +∞          χολικϐ) 

 

Δ. Εϑρεςη  Αςϑμπτωτων 

10.37 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = 
x2  + 5x − 2

x − 1
          

10.38 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = 
3x2  + 5x + 1

x + 1
 

10.39 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  f x) = 
x2− 1

x 
                         

10.40 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  f x) = 
x2− 1

x − 2 
 

10.41 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ    α)  f x) =  x2 + 4x + 5          β)  f x) = 
 x2+ 3x + 4

x − 2 
 

10.42 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ    f x) = x −  x2 + 2x + 5 

10.43 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  ςυνϊρτηςησ   f x) = 
 x2+ 1

2x 
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 Asymptote                            
Αςϑμπτωτη   

 

10.44 Ομούωσ : α) f x) = 
x2− x − 2

x − 1 
             β)  f x) = 

x2− 3

x − 2 
            γ) f x) =  x2 + x            χολικϐ) 

10.45 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ  α) f x) = 
x2

 2x                  β)  f x) = 
lnx

x 
    χολικϐ) 

10.46 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ   ςυνϊρτηςησ   f(x) =  x ∙ lnx 

10.47 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  f x) = ln ex − 1) 

10.48 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  ςυνϊρτηςησ   f(x) =  x + 2) ∙ e 
 1 
x    

10.49 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
3x2

ex    

10.50 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  ςυνϊρτηςησ  f x) =  
ex  + 1

ex  − 1
 

10.51 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
 x3  − x 

x2  

10.52 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
2x2+ 1

x2+ 1
  ,           x ≤ 0

 x2 + x + 3  , x > 0

  

10.53 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  

2x+1
ex   , x ≤ 0

x2−1
x

  , x > 0

    

10.54 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =

 
 

 
ημx

x2+ x
  , x > 0

1  ,          x = 0
x3+ 1

x2   , x < 0

  

10.55 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  ςυνϊρτηςησ  f x) = x2 − 2 lnx     ΘΕΜΑ 2008) 

10.56 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ  f(x) = (x − 2)lnx + x − 3     ΘΕΜΑ 2010) 

10.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x − ln ex +  1). Να βρεύτε την οριζϐντια αςϑμπτωτη τησ  Cf                                   
ςτο +∞ και την πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο   −∞         ΘΕΜΑ 2014) 

10.58 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
x2

x2+ 1
             ΘΕΜΑ 2016) 

10.59 Να βρεθοϑν οι αςϑμπτωτεσ τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = x − 
4

x2       ΘΕΜΑ 2018) 

10.60 Να βρεύτε την αςϑμπτωτη τησ  f x) =  x2 − 1  ςτο  +∞     ΘΕΜΑ 2019 Ε ) 
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Ε. Αςϑμπτωτεσ  και  Βοηθητικό  υνϊρτηςη 

10.61 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  lim
x→+∞

  x f x) − x2 + 3x = 4 .                                                          

Να βρεύτε την  πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf  ςτο +∞ 

10.62 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει lim
x→+∞

 
x f x) − 2x2

 4 x2 +  x + 1
  = −3.                                                                             

Να βρεύτε την πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞ 

10.63 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την  οπούα ιςχϑει lim
x→−∞

 
x f x) + 3x2

 x2 + 1
  = 2.                                                                             

Να βρεύτε την πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf  ςτο −∞ 

 

Ζ. Αςϑμπτωτεσ  και  Κριτόριο  Παρεμβολόσ 

10.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f :  0 , +∞) → ℝ  ώςτε  3x +  
 ημ x 

x
  ≤ f x) ≤ 3x + 

1

 x 
 ,  για κϊθε  x > 0 .                                                                                                            

Να βρεύτε την πλϊγια αςϑμπτωτη  τησ  Cf    

10.65 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f :  0 , +∞) → ℝ  ώςτε  2x2 − 1 ≤ x f x) ≤ 2x2 −  ημx  ,   x > 0 .                                       
Να βρεύτε την πλϊγια αςϑμπτωτη  τησ  Cf    

 

Ζ. Προςδιοριςμϐσ  Παραμϋτρων 

10.66 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 αx2  + βx + 1 

x − 2
    να ϋχει                                        

αςϑμπτωτη ςτο  −∞  την  ευθεύα   y = 2x + 3 

10.67 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 αx2  + βx + 3 

2x + 1
     να ϋχει                                  

αςϑμπτωτη ςτο  −∞  την  ευθεύα   y = 3x − 1  

10.68 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η ςυνϊρτηςη  f x) = 
 αx2  +  βx 

x − 2
    να ϋχει                                    

αςϑμπτωτη ςτο +∞  την ευθεύα  y = 2x − 1 

10.69 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η  ςυνϊρτηςη  f x) =  
  α−1)x2  +  β−2)x − 2 

x + 1
   να ϋχει 

αςϑμπτωτη ςτο  +∞  την  ευθεύα   y = 3x − 7 

10.70 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η ςυνϊρτηςη  f x) =  
  αx + β) ∙ ex  

 1 + ex      να ϋχει                                               

αςϑμπτωτη  ςτο  −∞ την ευθεύα   y = 2x − 1 

10.71 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε η ςυνϊρτηςη  f x) = 
βx2  − 2x − 1

x − 3
    να ϋχει                                                 

αςϑμπτωτη ςτο +∞ την ευθεύα  y = α x + 7  
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10.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  x2 + x + 1 − μx  ,  μ ∈ ℝ . Αν η γραφικό παρϊςταςη τησ f  ϋχει 

αςϑμπτωτη την ευθεύα   y = λ  ςτο +∞,τϐτε να δεύξετε ϐτι  μ = 1 , λ = 
 1 

 2
                            

10.73 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ ∈ ℝ ώςτε η  ςυνϊρτηςη  f x) =  
 α−1)x2 +  βx + 5

3x + γ
     να ϋχει                                              

αςϑμπτωτεσ τισ ευθεύεσ  x = −2  και  y = 3   

10.74 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ ∈ ℝ ώςτε η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 α−1)x2 −  βx + 4

x − γ
     να ϋχει                                              

αςϑμπτωτεσ τισ ευθεύεσ  x = 1  και  y = 2   

10.75 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε  να ιςχϑει   lim
x→+∞

  
2 x2 − 5x + 1

x − 1
− αx − β  = 0    

10.76 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε  να ιςχϑει   lim
x→+∞

 αx − β −  x2 − x + 1 = 2       

10.77 Να βρεύτε την τιμό του   λ ∈ ℝ  ώςτε η ςυνϊρτηςη  f x) = e−x + λ  να ϋχει                                                                  
οριζϐντια αςϑμπτωτη ςτο  +∞  την   y = 2         ΘΕΜΑ  2019 ) 

 

Η. Αςϑμπτωτεσ  και  Όρια 

10.78 Η ευθεύα  y = 4x + 2  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞. Να βρεύτε τα ϐρια :                                           

α) lim
x→+∞

  
x2f x) − 4 x3

x f x) − 2019
                 β) lim

x→+∞
 
f x)  x + 1) − 4x2

3x − 2019
          

10.79 Η ευθεύα  y = 2x + 3  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞. Να βρεύτε τα ϐρια :                                           

α) lim
x→+∞

  x3f x) − 2x4 + 4x3 + 5)                 β) lim
x→+∞

 
x2f x)+ 3x3+ 1

x3f x)− 2x4+ 4x3+ 5
         

10.80 Η ευθεύα  y = 2x + 1  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞. Να βρεύτε τα ϐρια :                                           

α) lim
x→+∞

  
x∙f x) + f2 x)

x2+ ημ 2x
                    β) lim

x→+∞
    x2 + 1 − x ∙ f(x)                  γ) lim

x→+∞
  f 2 x) − 2xf(x) ∙ ημ

1
 x 
  

10.81 Η ευθεύα  y = 2x + 1 εύναι αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞.  Να βρεύτε το ϐριο :  lim
x→+∞

  
 f x) – x + 1

x f x) − 2x2  

10.82 Η ευθεύα  y = 2x − 3 εύναι αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞. Να βρεύτε το: lim
x→+∞

  
6 x f x) +  x ημ x

x2  f x) − 2x3 + 2015
              

10.83 Η ευθεύα  y = 4x + 3 εύναι αςϑμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞.Να βρεύτε το: lim
x→+∞

  
 f x)− 8x + ημ x

 f x)+xf x)− 4x2− 3x + 3
   

10.84 Η ευθεύα  y = 2018x + 1 εύναιαςϑμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞. Να βρεύτε το: lim
x→+∞

  
x2  f x) + x3+ 1

x3  f x) − 2018x4 − 5
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10.85 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x + 2 +  
x2

ex                                                                                                               

α) Να αποδεύξετε ϐτι η ευθεύα  y = x + 2  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞                                                                      

β) Να βρεύτε τα ϐρια :     β1) lim
x→+∞

 
f(x)

x
              β2) lim

x→+∞
 f x) − x)             β3) lim

x→+∞
 f x) −  x2 + 1  

10.86 Η ευθεύα  y = 2x + 5  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf  ςτο +∞.                                                                                       

Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ μ αν ιςχϑει   lim
x→+∞

 
μ  f x) + 4x

x f x) − 2x2  + 3x
   = 1        

 10.87 Η ευθεύα  y = 3x − 5  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞ .                                                                                                           

Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ μ  αν ιςχϑει lim
x→+∞

 
 μ2−1 f x) −  5μx + 7

xf x) − 3x2 +  μ+2)x  − 3
 = 1         

10.88 Η ευθεύα  y = 2x − 3  εύναι πλϊγια  αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞ .                                                                                                           

Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ λ  αν ιςχϑει  lim
x→+∞

 
λf x) + 201 7

xf x) − 2x2 + 7x  
 = 1         

10.89 Η ευθεύα  y = 3x − 2  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞.                                                                                           

Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ μ  αν ιςχϑει lim
x→+∞

 
 μ−3)f x) +   9 x2 − 16x  + x

x f x) − 3x2 + ημ4x
  = 2             

10.90 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  για τισ οπούεσ ιςχϑει f x) − g x) = x − 4 ,   x ∈ ℝ .                                
Αν η ευθεύα  y = 3x − 7  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη  τησ  Cf   ςτο +∞  τϐτε :                                                                                                                            

α) Να βρεύτε τα ϐρια  lim
x→+∞

  
g(x)

x
     και      lim

x→+∞
 
g x) + 3x + ημ2x

x f x) − 3x2  + 1
                                                                          

β) Να δεύξετε ϐτι η ευθεύα y = 2x − 3  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cg   ςτο +∞  

10.91 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ  για τισ οπούεσ ιςχϑει f x) − g x) = x − 2 ,   x ∈ ℝ .                                              
Αν η ευθεύα  y = 2x + 1  εύναι πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cf   ςτο +∞  τϐτε :                                                                                                       
α) Να βρεύτε την πλϊγια αςϑμπτωτη τησ  Cg     ςτο +∞                                                                                                        

β) Να βρεύτε τα ϐρια  lim
x→+∞

  
g(x)

x
     και  lim

x→+∞
 

g x) + 2x + lnx

x f x) − 2x2  + ημ x 
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▶ Αν f εύναι ςυνεχόσ ςτο   α , β   και 

f α) ∙ f β) < 0, δηλαδό τα ςημεύα  A α , f α)  

και Β β , f β)  βρύςκονται εκατϋρωθεν του 

ϊξονα x’x , τϐτε η Cf  τϋμνει τον ϊξονα x’x 

τουλϊχιςτον μια φορϊ ςτο  α , β) 

 

 

 

 

 

 

Α. Διατϑπωςη  Θεωρόματοσ  Bolzano 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Σο αντύςτροφο του θεωρόματοσ Bolzano δεν ιςχϑει.                                                                                                                     

Δηλαδό αν μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι οριςμϋνη ςτο κλειςτϐ διϊςτημα  α , β  και υπϊρχει  x0 ∈  α ,β)             

τϋτοιο, ώςτε  f x0) = 0 , τϐτε  δεν μποροϑμε να ςυμπερϊνουμε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ ςτο   α , β                         

ό ϐτι ιςχϑει  f α) ∙ f β) < 0   

 

Β. ταθερϐ  Πρϐςημο  υνϊρτηςησ 

① Αν μια ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ και δεν μηδενύζεται ςε αυτϐ ,                                                    
τϐτε αυτό ό εύναι θετικό για κϊθε  x  που ανόκει ςτο Δ ό αρνητικό για κϊθε  x  που ανόκει ςτο Δ ,                                                             

δηλαδό διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο ςτο Δ.  

② Μια ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f  διατηρεύ πρϐςημο ςε καθϋνα απϐ τα διαςτόματα ςτα οπούα οι                    
διαδοχικϋσ ρύζεσ τησ  f  χωρύζουν το πεδύο οριςμοϑ τησ .            

 

 

 

                 11.  Θεώρημα  BOLZANO  

 Έςτω μια ςυνϊρτηςη f , οριςμϋνη ςε ϋνα κλειςτϐ                                                                                                                                                    

διϊςτημα  α , β . Αν: 

▶  η f εύναι ςυνεχόσ ςτο   α , β   και επιπλϋον   

▶  f α) ∙ f β) < 0   

τϐτε υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον   x0 ∈  α ,β)   

τϋτοιο ώςτε  f x0) = 0. 

Δηλαδό υπϊρχει μια τουλϊχιςτον ρύζα τησ εξύςωςησ                            
f x) = 0 ςτο ανοικτϐ διϊςτημα  α , β).                                                                       
  2014 Ε−𝟐𝟎𝟐𝟎 )        

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΗ  

ΕΡΜΗΝΕΙΑ 

ΘΕΩΡΗΜΑΣΟ  

BOLZANO 
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 Intermediate 
Value Theorem                                             
Θεώρημα 
Ενδιαμϋςων 
Σιμών  

 

 Γ. Θεώρημα  Ενδιϊμεςων Σιμών  Θ.Ε.Σ.) 

                     

 

 

 

 

 

         

 

 

 

 

 

Δ. Θεώρημα  Μεγύςτησ  και  Ελαχύςτησ  Σιμόσ  Θ.Μ.Ε.Σ.) 

 

 

                                                                                      

 

Ε. ϑνολο  Σιμών 

● Η εικϐνα f Δ) ενϐσ διαςτόματοσ Δ μϋςου μιασ ςυνεχοϑσ και μη ςταθερόσ ςυνϊρτηςησ  f                                                      
εύναι διϊςτημα .  

● Αν η  f  εύναι ςταθερό ςτο Δ, τϐτε η εικϐνα f Δ) εύναι μονοςϑνολο και ϐχι διϊςτημα. 

● Σο ςϑνολο τιμών μιασ ςυνεχοϑσ ςυνϊρτηςησ  f  με πεδύο οριςμοϑ το   α ,β ,                                                                   

εύναι το κλειςτϐ διϊςτημα   m , M  , ϐπου m  η ελϊχιςτη τιμό και  M η μϋγιςτη τιμό τησ. 

 

 

 Έςτω μια ςυνϊρτηςη f ,οριςμϋνη ςε ϋνα κλειςτϐ διϊςτημα  α , β .  Αν :  

▶  f εύναι ςυνεχόσ ςτο  α , β   και   

▶  𝐟 𝛂) ≠ 𝐟 𝛃)   

   τϐτε, για κϊθε αριθμϐ η μεταξϑ των f α) και f β) υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον                                                                   
    𝐱𝟎 ∈  𝛂 ,𝛃) 𝛕ϋ𝛕𝛐𝛊𝛐 ώ𝛔𝛕𝛆 𝐟 𝐱𝟎) = 𝛈 .              

 

Ασ υποθϋςουμε ϐτι  f α) < 𝑓 β) . Σϐτε θα υπϊρχει αριθμϐσ η τϋτοιοσ ώςτε  f α) < 𝜂 < f β) .                                       
Θεωροϑμε την ςυνϊρτηςη  g(x) = f(x) − η , με x ∈  α ,β . Παρατηροϑμε ϐτι :                                                                                                   
η g εύναι ςυνεχόσ ςτο  α , β  αφοϑ η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                      
g(α) = f(α) − η < 0 αφοϑ f α) < η                                                                                                                                                                           
g(β) = f(β)  − η > 0 αφοϑ f β) > η                                                                                                                                                                                 
ϊρα  g α)g β) < 0 .                                                                                                                                                                                                     
Επομϋνωσ ςϑμφωνα με το Θεώρημα Bolzano υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα  x0 ∈ α , β)                                                                                   
τϋτοιο ώςτε  g x0) = 0 ⇔ f x0) − η = 0 ⇔ f x0) = η           ( 2005−2015−𝟐𝟎𝟐𝟎 ) 

 

  Αν η f εύναι ςυνεχόσ ςτο  α , β  , τϐτε η f παύρνει  α , β  μια μϋγιςτη τιμό Μ και μια ελϊχιςτη τιμό m.  

 Δηλαδό , υπϊρχουν x1 , x2 ∈  α ,β  τϋτοια ώςτε , αν m = f(x1)  και  Μ = f(x2) ,  

 να ιςχϑει :  m ≤ f x) ≤ M ,∀x ∈  α ,β      

 

                       

 

το 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Σουλϊχιςτον  μια  Ρύζα  Εξύςωςησ 

11.1 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x5 − 3x = 2  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 2) 

11.2 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη x3 + 5x2 + 3x = 2  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 1) 

11.3 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   5x5 = 2ex − 1  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 1)  

11.4 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   ex = xex + x    ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 1) 

11.5 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   
2x

x + 1
+ 

3x

x − 2
  = 2021  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  −1 , 2) 

11.6 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   
ex

x − 1
+  

lnx

x − 2
  = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 2)   χολικϐ) 

11.7 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη     
ex 2

x − 2
+ 

x2

x − 1
  = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 2) 

11.8 Έςτω  f , g  δϑο ςυναρτόςεισ ςυνεχεύσ ςτο ℝ  και τϋτοιεσ, ώςτε  f 1) ∙ g 2) > 0 .                                                             

Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   
g(x)

x − 2
+ 

f(x)

x − 1
  = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 2) 

11.9 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α 1 , 5) και Β 3 , 2).                                                                                                                                                                         
Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 3x   ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  1 , 3) . 

11.10 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  .  Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) =  
4 − 2x

x2− 2x + 3
                                                  

ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  1 , 2) . 

11.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x + 1  ,            x > 0

x2 + 3x + 1,   x ≤ 0
     .  Να εξετϊςετε αν εφαρμϐζεται για την f                              

το θεώρημα Bolzano ςτο διϊςτημα  [−1 , 1] 

11.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2 + x + 1  ,            − 1 ≤ x ≤ 0

x3 − 4x + 1  ,               0 < 𝑥 ≤ 1
     . Να εξετϊςετε αν εφαρμϐζεται για 

την f  το θεώρημα Bolzano ςτο διϊςτημα  [−1 , 1] 

11.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x) =  
−x2 + 4x − 3  ,   x ≤ 2
2x − 3  ,                x > 2

     . Να εξετϊςετε αν εφαρμϐζεται για την f  το 

θεώρημα Bolzano ςτο διϊςτημα  0 , 4  και να βρεύτε το  ξ ∈  0 , 4) ∶  f ξ) = 0 

 

Β. Σουλϊχιςτον  Δϑο  Ρύζεσ  Εξύςωςησ 

11.14 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη    x4 − 20x3 = 25x2 + x − 1  ϋχει τουλϊχιςτον  δϑο ρύζεσ ςτο (−1 , 1) . 

11.15 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x3 = 6x2 − 1  ϋχει τουλϊχιςτον δϑο ρύζεσ ςτο (−1 , 1) . 
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11.16 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x ∙ ex2− 4 = 1 − x2  ϋχει τουλϊχιςτον δϑο ρύζεσ ςτο (−2 , 2) . 

11.17 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη     x − 2) x − 3) + 4 x − 1) x − 3) + 7 x − 1) x − 2) = 0                            
ϋχει ακριβώσ δϑο ρύζεσ ςτο διϊςτημα (1, 3) 

11.18 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  3ημx = x − 1  ϋχει τουλϊχιςτον δϑο ρύζεσ ςτο (−π , 0) 

11.19 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  3ςυνx = x + 2  ϋχει τουλϊχιςτον δϑο ρύζεσ ςτο (−
π
 2 

 ,
π
 2 

) . 

11.20 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   
ex

x − 1
+

x2  + 1

x − 2
+
ημ x + 2

x − 3
 = 0  ϋχει δϑο τουλϊχιςτον πραγματικϋσ ρύζεσ  

11.21 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  2 , 6 → ℝ .                                                                                                               

Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   f x) +  
1

x − 2
+

1

x − 4
+

1

x − 6
  = 0  ϋχει τουλϊχιςτον δϑο ρύζεσ ςτο (2 , 6) . 

11.22 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   4 − x)lnx + 6x2 = 6x + x3  ϋχει τουλϊχιςτον δϑο  ρύζεσ ςτο (1 , 6) 

 

Γ. Μοναδικό  Ρύζα  Εξύςωςησ 

11.23 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x3 + 3x + 1 = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο  −1 , 0) . 

11.24 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   ex + 5x = 5 ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο  0 , 1) . 

11.25 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   3x + 2x = −1  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο  −1, 2) . 

11.26 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   2lnx − ee − x = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (1 , e) . 

11.27 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη    2lnx + e ∙ x = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο  
1

 e 
 , 1) 

11.28 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   εφx + 4x = 1  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (0 ,
π
 4 

) 

11.29 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   −2lnx + 3ςυνx = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (0 ,π) . 

11.30 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ →  ℝ  ,  γνηςύωσ  μονϐτονη για την οπούα ιςχϑει                                                                           
f 2 2) + f 2 3) − 2f 2) + 4f 3) + 5 = 0                                                                                                                                                                      
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(2) , f(3) .                              β) Να βρεύτε το εύδοσ τησ μονοτονύασ τησ  f.                                                                                                                                                                              
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f 2 − x) + 5ex = 0  ϋχει  μοναδικό ρύζα ςτο ℝ . 

11.31 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ   η οπούα εύναι γνηςύωσ φθύνουςα με  f 1) = e .                            
Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) = xex + 2 ϋχει ακριβώσ μια λϑςη ςτο  0 , +∞)  

11.32  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = e−x + 2 . Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) − x = 0 ϋχει ακριβώσ                              
μια λϑςη ςτο  2 , 3)     ΘΕΜΑ 2019 ) 

 

Δ.  Η  𝐂𝐟  Σϋμνει  τον  Άξονα  x’x 

11.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex + x − 2 . Να αποδεύξετε ϐτι η Cf  τϋμνει τον  ϊξονα  x’ x ςε ϋνα 
τουλϊχιςτον ςημεύο με τετμημϋνη ςτο (0 , 1). 
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11.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 3lnx + x − 2 .                                                                                                                                                   
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ  f                                                                                                                                                                               
β) Να δεύξετε ϐτι η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’x ςε ϋνα μοναδικϐ ςημεύο με τετμημϋνη  ςτο διϊςτημα  1 , e). 

11.35 Έςτω ςυνϊρτηςη f  ςυνεχόσ ςτο  1 , 5   ώςτε   f 2 α) + f 2 β) + 5 ≤ 2[f α) − 2f β)] .                             
Να δεύξετε ϐτι η Cf   τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο.       

 11.36 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  α ,β → ℝ  ώςτε να  ιςχϑει f 2 α) +  f β) − 1) ∙ f α) + 1 = 0.                                                                                                                     
Να αποδεύξετε ϐτι η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο. 

                                 

Ε. Σουλϊχιςτον  ϋνα  κοινϐ  ςημεύο  𝐂𝐟 ,𝐂𝐠 

11.37 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 − 2x   και  g x) = 15 − 5x .                                                                     
Να δεύξετε ϐτι οι Cf ,Cg  τϋμνονται ςε ϋνα μοναδικϐ ςημεύο του οπούου η τετμημϋνη  ανόκει ςτο  2 , 3). 

11.38 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x4 + 3x2 + 2  και  g x) = −9x3 − 3x + 1 . Να δεύξετε ϐτι                                                                    
οι  Cf  , Cg  τϋμνονται ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο του οπούου η τετμημϋνη ανόκει ςτο −1 , 1) 

11.39 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = lnx και  g x) =  
1

 x 
 . Να δεύξετε ϐτι οι  Cf  , Cg  τϋμνονται ςε ϋνα 

μοναδικϐ ςημεύο του οπούου η τετμημϋνη ανόκει ςτο   
1
 e 

 , e). 

11.40 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = e x−1 + x2 + 1 και  g x) = x2 + 2 − e x−1                                                                      
Να δεύξετε ϐτι οι  Cf  , Cg   τϋμνονται ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο του οπούου η τετμημϋνη ανόκει ςτο  0 , 1). 

11.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x5 − 4x − 2                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’ x ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο με τετμημϋνη ςτο (−1 , 0).                       
β) Θεωροϑμε τη ςυνϊρτηςη  g x) = −4 − e−x . Να δεύξετε ϐτι οι  Cf  , Cg  ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον κοινϐ 

ςημεύο με  τετμημϋνη ςτο (0 , 1). 

11.42 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 4x3 − 6x2  και g x) = 2x2 − 3x . Να δεύξετε ϐτι  οι  Cf  , Cg       

τϋμνονται ςε δϑο τουλϊχιςτον ςημεύο του οπούου η τετμημϋνη ανόκει ςτο  0 , 2) 

11.43 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο  0 , 1   ώςτε  3x2 ≤ f x) + x ≤ 3x , ∀x ∈  0 , 1  . Να δεύξετε ϐτι η  Cf   και η 
ευθεύα  ε ∶ 4x − y − 1 = 0  ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον  ςημεύο τομόσ  ςτο  0 , 1) 

11.44 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α 1 , 5)  και  Β 4 , 2) .                                                            
Να δεύξετε  ϐτι η  Cf   και η ευθεύα  ε ∶ x − y = 0 ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο τομόσ  

11.45 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶  1 , 5 →  ℝ τησ οπούασ  η Cf  διϋρχεται απϐ τα  ςημεύα  Α 1 , 3)  και  Β 5 , 2).                                    
Να αποδεύξετε ϐτι η  Cf    και η ευθεύα  ε ∶ y = x   ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον  ςημεύο τομόσ 

11.46 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ   η οπούα εύναι 1-1 και ιςχϑει  f 0) ∙ f 2) < 2𝑓(0) .                       
Να αποδεύξετε ϐτι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των  f ,  f−1 , ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον κοινϐ ςημεύο . 

11.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 7 − 3lnx − x2                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’ x ςε ϋνα μϐνο ςημεύο με τετμημϋνη ςτο (1 , e)                                                    

β) Αν  x0 εύναι η τετμημϋνη του ςημεύου τομόσ τησ, να βρεύτε το ϐριο  lim
x→x0

+
  

 1

 f(x) 
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11.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln(1 − x)                                                                                                                         
α) Να ορύςετε τη ςυνϊρτηςη  f−1                                                                                                                                                                       

β) Να δεύξετε ϐτι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των  f−1 και g x) = 1 − 
 1

 x 
  ϋχουν μοναδικϐ κοινϐ ςημεύο                 

γ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0−

  
 1

 f(x) 
 

11.49 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 2 → ℝ  τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων 

και ιςχϑει   lim
x→2

 
 f x)− 1

ημ  x−2)
   = 16                                                                                                                                                                         

α) Να δεύξετε ϐτι η  Cf  και η Cg  τησ  g x) = x3 − x − 2  τϋμνονται ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο                                                                                                                                                                         

β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

 
 f x)− 1

x2− 5x + 6
 

 

Ζ. Bolzano Φωρύσ Διϊςτημα 

11.50 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  x ex + 2) = 1  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα 

11.51 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  2 ln x + 2) + ημ πx) = 1 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα                                                                

11.52 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   2x3 + 3x − 1 = 0  ϋχει ακριβώσ μια θετικό ρύζα . 

11.53 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   ex − 
 1

 x 
 = 0   ϋχει ακριβώσ μια θετικό ρύζα . 

11.54 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη    x = 3 + ημx  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα . 

11.55 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   lnx + 2 = 
e

 x 
  ϋχει μια τουλϊχιςτον θετικό ρύζα . 

11.56 Δύνεται η f x) = x4 + 3x2 − 2 .Να δεύξετε ϐτι η Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’ x ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο  

 

Η. Θεωρητικϋσ  Αςκόςεισ  ςτο  Bolzano 

11.57 Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον  x0 ∈  1 , e) ∶   x0 ∙ lnx0 + lnx0 = e  

11.58 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  0 , 1 . Αν η  Cf  διϋρχεται απϐ τα ςημεύα   Α 0 , 3)  και  Β 1 , 2)           

τϐτε να αποδεύξετε  ϐτι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα  x0 ∈  0 , 1) ∶  
f x0)

x0
  = 3 

11.59 Δύνονται οι  f , g ςυνεχεύσ ςτο   0,1 , για τισ οπούεσ ιςχϑει  f 0) < 𝑔(0) ,  f 1) > 𝑔(1) ,                                               
να δεύξετε ϐτι  υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον  ξ ∈ (0 ,1)  τϋτοιο ώςτε  f ξ) = g ξ)                χολικϐ) 

11.60 Έςτω  f ςυνεχόσ ςτο ℝ  με  f(α) ≠ f β).                                                                                                                                              

Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον  ξ ∈ (α ,β)  τϋτοιο ώςτε  f ξ) =  
 f α) + 2f β)

3
                

11.61 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ  με  f(α) ≠ f β).                                                                                                                                                                 

Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον   x0 ∈  α ,β)  ∶ 
f(α)

3
+  

f(β)

2
 =

5

 6 
  f(x0)   
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11.62  Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶  α , β → ℝ , ςυνεχόσ  με  f α) = 2015β2 ,  f β) = 2015α2.                                                                                        
Να δεύξετε ϐτι  ∃ x0 ∈  α ,β) ∶  f x0) = 2015 x0

2   . 

11.63 Έςτω ςυνϊρτηςη f  ςυνεχόσ ςτο  1 , 5  ώςτε  f 2 1) + f 2 5) = 6f 1) − 2f 5) − 10 .                                                                 
Να δεύξετε ϐτι    ∃x0 ∈  1 , 5) ∶  2f x0) = x0    

11.64 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f 1) = 3 και f 3) = 1 . Να αποδεύξετε ϐτι :                                      
α) ∃x0 ∈  1 , 3) ∶  f x0) = x0                                                                                                                                                                 
β) η εξύςωςη f 2 x) + 2x − 1 =  x + 2) ∙ f x)  ϋχει δϑο τουλϊχιςτον λϑςεισ ςτο  1 , 3) 

********************************************************************************************************** 

11.65 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  1,5 →  1,3). Να δεύξετε ϐτι    ∃x0 ∈  1 , 3) ∶  f x0) =  
3

x0
       

11.66 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ   για την οπούα  ιςχϑει  0 < f(x) < 4 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f 2 x) − 4f x) + 5x = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια  ρύζα ςτο  0 , 1) . 

11.67 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ  για την οπούα  ιςχϑει  0 < f(x) < 2 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f 2 x) + 2x = 2f x)  ϋχει τουλϊχιςτον μια  ρύζα ςτο  0 , 2) . 

11.68 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶  0 , 1 →  −1 , 0) . Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 1) : f 2 ξ) + f ξ) + ξ = 0 

******************************************************************************************************* 

11.69 Δύνονται οι  f , g ∶ ℝ → ℝ  ςυνεχεύσ, με  f x) − g x) =  
2

 x 
 −2x , ∀ x > 0 . Αν ρ1 , ρ2  ρύζεσ τησ  g                              

με 0 < 𝜌1 < 1 < ρ2 τϐτε να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο   ρ1 , ρ2) 

11.70 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f , g ∶ ℝ → ℝ ςυνεχεύσ, για τισ οπούεσ ιςχϑει                                                         
αf x) + βg x) + γx = 0 , ∀x ∈ ℝ ,α , β , γ ∈ ℝ∗. Η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςτα ςημεύα με τετμημϋνεσ  
ρ1 < 0 < ρ2  . Να αποδεύξετε ϐτι και η  Cg  τϋμνει τον ϊξονα  x’x   ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο. 

******************************************************************************************************** 

11.71 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑει  f 3 x) + f x) = 4x − 1 , ∀x ∈ ℝ                                               
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (0 , 1).    

11.72 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑει  f 3 x) − 2f 2 x) + 3f x) = 2 − x3   για κϊθε  x ∈ ℝ .                       
Να δεύξετε ϐτι η  Cf   τϋμνει τον ϊξονα x’x ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο με τετμημϋνη ςτο   −1 , 2) 

******************************************************************************************************** 

11.73 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την  οπούα ιςχϑει  x + 1 ≤ f(x) ≤ ex ,  ∀x ∈ ℝ.                                                                       
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = e2x  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (0 , 1) 

11.74 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την  οπούα ιςχϑει  x + 2 ≤ f x) < ex+2 ,  ∀x ∈ ℝ.                                                                       
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = e3x  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο (0 , 1) 

11.75 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) → ℝ  ώςτε  2lnx − x < f x) < ln2x + x ,  ∀x > 0.                                                        
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) = (e2 + 1)lnx − x  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , e) 

11.76 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 4 → ℝ  τησ οπούασ η Cf  τϋμνει τον ϊξονα  y’y   ςτο ςημεύο                                      

με τεταγμϋνη  −2. Επιπλϋον ιςχϑει:  4 x − 8 ≤  x − 4)f x) ≤ x − 4 ,∀x ∈  0 , 4                                                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι και η  Cf  τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο. 
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11.77 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶  0 , 1 → ℝ ώςτε να ιςχϑει :   x2 + x − 2 + ημ 1 − x) ≤  x − 1)f x) ≤ x2 − 1                                                                                                                                                     
α) Να βρεύτε την τιμό  f(1)                                                                                                                                                                                            
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x + 2)f x) = 7x + 1  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  0 , 1) 

11.78 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  ∀x ≥ −1 :   8x + 8 − 4 ≤  x − 1)f x) ≤  2x2 + 2 − 2                                                                                                                                                     
α) Να βρεύτε την τιμό  f(1)                                                                                                                                                                                            
β) Να δεύξετε ϐτι ∃ x0 ∈  −1 , 1) ∶ f x0) = 2x0 

11.79 Έςτω  f  οριςμϋνη ςτο ℝ για την  οπούα ιςχϑει  x + 1 ≤ f(x) ≤ ex, ∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                     

α) η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0                             β) ∃x0 ∈  −1 , 1) ∶  
f(x0)

2018
 = x0   

********************************************************************************************************** 

11.80 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑει  xf x) + 2 = f x) +  3x2 + 1 , ∀x ∈ ℝ                                                                 
Να δεύξετε ϐτι  ∃ x0 ∈  0 , 1) ∶  4f x0) = 7x0  . 

11.81 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ  τησ   οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α −1 , 2) και                          

ιςχϑει  lim
x→1

  
 f x) + 3

x − 1
 = 5 . Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον  ρύζα ςτο (−1 , 1).     

11.82 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ , γνηςύωσ μονϐτονη ώςτε η  Cf   να διϋρχεται απϐ τα Α 2 , 3) και  Β 3 , 2) .                
Θεωροϑμε επύςησ ςυνϊρτηςη  g ∶ ℝ → ℝ  ώςτε   g x) = f 2x − f(x)) − x  ,  ∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι :                                                    
α) οι ςυναρτόςεισ  f , g  εύναι γνηςύωσ φθύνουςεσ                                                                                                              
β) η εξύςωςη  f x) + f−1 x) = 2x  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο (2 , 3) 

11.83 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f ςτο  1 , 4   με   f 1) + f 2) = f 3) + f 4), f 1) ≠ f 2) , f(3) ≠ f(4)                                                        
Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                                                       

α) υπϊρχει  ξ∈  1 , 2) ∶ f ξ) =  
 f 1) +  f 2) 

2
                       β) η ςυνϊρτηςη  f  δεν αντιςτρϋφεται   

11.84 Δύνονται οι ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f , g ∶ ℝ → ℝ , η ςϑνθεςη  τησ  g  με την  f  εύναι 1-1 και ιςχϑει                                         
η ςχϋςη   f 2 0) + f 2 1) + 4 = 4f 0) . Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  g f x) − x) = g(1 − x2)   ϋχει μια 
τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (0 , 1).     

11.85 Δύνεται ςυνεχόσ και περιττό  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  lim
x→3

 
  x2−9 f x) +ημ   x−3)  

 x−2 − 1
 = −22                                                           

α) Να δεύξετε ϐτι  Cf   διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων                                                                                                        
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) + x2 = 6  ϋχει δϑο τουλϊχιςτον ρύζεσ ςτο  (−3 , 3).                                                               
γ) Αν επιπλϋον ιςχϑει ϐτι  f 1) = −2 ,  να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) + x3 = 0  ϋχει τρεισ τουλϊχιςτον 
λϑςεισ ςτο  (−3 , 3) , απϐ τισ οπούεσ οι δϑο εύναι αντύθετεσ. 

********************************************************************************************************* 

11.86 Έςτω f ςυνεχόσ ςτο ℝ ώςτε  f 3 x) + βf 2 x) + γf x) = x3 − 2x2 + 6x − 1, ∀x ∈ ℝ, με  β , γ ∈ ℝ και  
β2 < 3γ . Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο (0 , 1).     ΘΕΜΑ  2001 ) 

11.87 Δύνεται η f x) =  x , x ≥ 0  και η ςυνεχόσ και γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  g: [0, +∞) → ℝ , για 
την οπούα  ιςχϑει  0 < g(x) < 1  για  x ≥ 0.  Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη f(x) = g(x)  ϋχει μοναδικό ρύζα  x0 ,                                                 
η οπούα ανόκει ςτο  0, 1).       ΘΕΜΑ  2019 Ε ) 
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Θ. Θεώρημα  Bolzano  ςε  Κλειςτϐ Διϊςτημα 

11.88 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 , 1 .  Αν ιςχϑει  f(0) + f(1) = 0  να αποδεύξετε ϐτι                                                                                                        
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 1]. 

11.89  Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  α , β . Αν ιςχϑει  f(α) + f(β) = 0  να αποδεύξετε ϐτι                                                                                                     
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   α , β . 

11.90 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 , 1 .  Αν ιςχϑει  3f(0) + 5f(1) = 0 να αποδεύξετε ϐτι                                                                           
η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 1 . 

11.91 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο [0 , 1]. Αν ιςχϑει  3f(0) + f(1) = 0 να αποδεύξετε ϐτι                                                                           
η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 1 . 

11.92 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  α , β .  Αν ιςχϑει  7f(α) + 9f(β) = 0  να αποδεύξετε ϐτι                                                                           
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα  ςτο   α , β . 

11.93 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  α , β   με α ,β ≠ 0 . Αν ιςχϑει  e−α ∙ f α) + e−β ∙ f β) = 0 ,                                                                      
να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   α , β . 

11.94 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ . Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  2f x) =  f 0) + f 2) ∙ x                                                                 

ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   0 , 2]. 

11.95 Θεωροϑμε δϑο ςυναρτόςεισ  f , g οριςμϋνεσ και ςυνεχεύσ ςτο ℝ .  Αν  f α) + f β) = g α) + g β)                                  
με  α < β ,να δεύξετε ϐτι Cf , Cg  οι ϋχουν ϋνα τουλϊχιςτον  ςημεύο τομόσ , ςτο  α , β                                                    

11.96 Η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  α , β . Αν ιςχϑει  3f 2 α) + 2f(α)f(β) = 0  να δεύξετε ϐτι                                                                           
η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο   α , β . 

11.97 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f(1) + f(2) = 7.                                                                                                    
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) + x2 = 4x  , ϋχει τουλϊχιςτον μια λϑςη ςτο  1 , 2  

11.98 Δύνεται ςυνεχόσ  f : 2 , 3  → 2 , 3  . Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ϵ  2 , 3 ∶  f ξ) =  
6

 ξ 
  

11.99 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[0 , 1] →[0 , 3  . Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ϵ  0 , 1 ∶  f ξ) = ξ2 + 1   

11.100 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[0 , 2] →[0 , 1] . Να δεύξετε ϐτι ∃ ξ ϵ  0 , 2 ∶  f 2 ξ) + ξ2 = 2f ξ) + 3   

11.101 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[0 , 1] →[0 , 1] . Να δεύξετε ϐτι ∃ ξ ϵ  0 , 1 ∶  f 2 ξ) + f ξ) = ξ2 + ξ                      

11.102 Δύνεται ςυνεχόσ  f :[0 , 4] → ℝ  ώςτε  f 0) = f(4) . Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ϵ  0 , 2 ∶  f ξ) = f ξ + 2)   

11.103 Δύνεται ςυνεχόσ f : ℝ → ℝ ώςτε  f 1) = f(5) . Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ϵ  1 , 3 ∶  f ξ) = f ξ + 2)   

11.104 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑει   x2 − 4x + 2)f x) ≤ f 0) + f(4) .                                                                            
Να αποδεύξετε ϐτι :                 α)  f(0) = f(4)                      β) ∃ ξ ∈  0 , 2 ∶  f ξ2) = ξ ∙ f(2ξ) 
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Ι. ταθερϐ  Πρϐςημο  υνϊρτηςησ 

11.105 Να μελετόςετε τισ παρακϊτω ςυναρτόςεισ  ωσ προσ το πρϐςημο :                                                                                                                                 
α) f x) =  x − 2) x − 4) ex − 1)         β) f x) = x3 − 6x2 + 11x − 6            γ) f x) = ex − 1 + ln x + 1) 

11.106 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f  ςτο  0 , 2019   για την οπούα ιςχϑει  f 2019) < 𝑓(0) < 0                                        
και ϐτι η f εύναι 1-1. Να βρεύτε το πρϐςημο τησ f . 

11.107 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ ώςτε  f x) x3 − ημx + ex) ≥ ex − ςυνx + 1 , ∀x ∈ ℝ .                                                 
Να βρεύτε το πρϐςημο τησ  f 

11.108 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶  −1 , 1 → ℝ  ςυνεχόσ ώςτε  x2 + 7f 2 x) = 1 , xϵ −1 , 1  .                                                               
Να δεύξετε ϐτι η  f  διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο ςτο  −1 , 1) 

11.109 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶  −2 , 2 → ℝ   ςυνεχόσ ώςτε   3 x2 − 1) + 2f 2 x) = 9 , xϵ −2 , 2  .                                                               
Να δεύξετε ϐτι η  f  διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο ςτο  −2 , 2) 

11.110 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  f 2 x) + 7f x) + 1 ≥ x2 + ex + 5, ∀x ∈ ℝ.                                       
Να δεύξετε ϐτι η  f  διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο  ςτο ℝ                                                     

11.111 Δύνονται οι ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f , g    το ℝ  ώςτε   g2 x) + f x)g x) ≤ −2019.                                                             
Να δεύξετε ϐτι η  f  διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο ςτο ℝ                                                     

11.112 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε   f 3 x) + 2xf x) = x4 + x2 + 1 , ∀x ∈ ℝ                                                 
Να δεύξετε ϐτι  f x) > 0,∀𝑥 ∈ ℝ 

11.113 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑουν  f 2019) + f 2018) = 0 , f(x) ≠ 0,∀x ∈ ℝ                                                          
Να δεύξετε ϐτι η f  δεν εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ 

******************************************************************************************************* 

11.114 Έςτω ςυνϊρτηςη f  ςυνεχόσ ςτο ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f x) ≠ 0,∀x ∈ ℝ .                                                                                        

α) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→−∞

 
f 1) x5  − 4x3  + 2x − 1

f 3)x2 − 5x + 3
                                                                                                                                       

β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x f x) =  x2 − 4)ex   ϋχει τουλϊχιςτον  μια λϑςη ςτο  −2 , 2). 

11.115 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  1 , 5 → ℝ, f(x) ≠ 0  με  x ∈  1 , 5   τησ οπούασ                                                                            
η  Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α 2 , 4)                                                                                                                                                     
α)Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη xf x) − 25 = f x) − x2  ϋχει τουλϊχιςτον μια λϑςη ςτο  1 , 5)                                                                                                     
β) Να βρεύτε το  lim

x→−∞
 f 4)x5 − ex − 1) 

11.116 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  −1 , 2 → ℝ, f(x) ≠ 0  με  x ∈  −1 , 2  .                                                                                                                     
α)Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  x3 1 − f(x)) = x2 + 2x  ϋχει τουλϊχιςτον μια λϑςη ςτο  −1 , 2)                                                                                                     

β) Να βρεύτε το  lim
x→−∞

 
f 0)x5  − 3x2 + 1

−f 1)x2 − 2x  +  5
                  

11.117 Έςτω f ςυνεχόσ ςτο  ℝ για  την οπούα ιςχϑει  f(x) ≠ 0, ∀x ∈ ℝ και  lim
x→0

 
2x2f(x)+ ημ 2x

 x2+9 − 3
   = 4                                                                             

α) Να βρεύτε το  f(0)                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  x3 1 + f(x)) = x2 + 3x − 1 ϋχει τουλϊχιςτον μια λϑςη ςτο  0 , 2)                                                                                                     

γ) Να βρεύτε το lim
x→−∞

 
f 3)x5  − x3 − 3x + e

 6f 0)+1)x5 − f 1)x2  + 2x −7
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11.118  Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ∗  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→0

 
xf x) + ημ x

 x+1 − 1
  = 4                                               

Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) = 2 − x  ϋχει μια  τουλϊχιςτον ρύζα ςτο   0 , 2) 

11.119 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ  ώςτε   f 2 x) +  x + 1)f x) + e2x = 3ex ∙ f(x) , ∀x ∈ ℝ .                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  ln x + 1) = f 0) − x2  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο   0 , 1)                                                 
β) Να αποδεύξετε ϐτι  f x) > 0 , ∀x ∈ ℝ 

11.120  Έςτω οι ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f ∶ ℝ →  0 , +∞)  και  g ∶ ℝ → ℝ  με την  g  περιττό.                                                                         
Αν  f x) ≠ g(x),∀x ∈ ℝ , να δεύξετε ϐτι  f x) > 𝑔(𝑥)   

11.121  Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ   ώςτε να ιςχϑει  f x) ≠ x ,∀x ∈ ℝ  και η  Cf                                                                 
διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Α 3 , 2). Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                             
α) f x) < 𝑥 ,∀𝑥 ∈ ℝ                                                        β) ∃ x0 ∈  −1 , 1) ∶ x0f x0) = 1 

11.122 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 5 → ℝ, f(x) ≠ 0  με  x ∈  0 , 5  τησ οπούασ  η  Cf  διϋρχεται                       

απϐ το ςημεύο A  
1
2

 , 1   και ιςχϑει ϐτι  f 2)f 3) = f 4)f(5) , να δεύξετε ϐτι :                                                                                 

α) f x) > 0    ∀x ∈  0 , 5                                                                                                                                                                       
β) ∃x1 ∈  2 , 3  και  x2 ∈  4 , 5  ώςτε να ιςχϑουν  f 2 x1) = f 2)f(3) και   f 2 x1) = f 4)f(5)                                     
γ) η f  δεν αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                           

δ) lim
x→−∞

 
 f 0)+f 1) x2− 2

ex  + 1
  = +∞                                                                                        

11.123 Δύνεται η h x) = x3 + ex και οι ςυναρτόςεισ   f ∶ ℝ → ℝ∗, g : ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχϑουν :                 
▶  f γνηςύωσ μονϐτονη                                                   ▶  gog) x) = f 0)g3 x) + f(1) ∙ f x3 + ex + 2019)                                   

▶  lim
x→−∞

 
 f 0)−f 1) x5+ x3+ 1

f2 1)x2+ x + 1
  = −∞                                                                                                                                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                               
α1) η f εύναι γνηςύωσ φθύνουςα και η h γνηςύωσ αϑξουςα                     α2) η ςυνϊρτηςη g εύναι 1-1                                                          

β) Αν η f ςυνεχόσ ςτο  ℝ να δεύξετε ϐτι  lim
x→−∞

 
f(0)x

4
+ x2

f(1)x2+ x + 1
+ ημx    = +∞      

***********************************************************************************************************                                                                                                                                                         

11.124 Έςτω οι ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f, g ∶ ℝ → ℝ των οπούων οι γραφικϋσ τουσ παραςτϊςεισ ϋχουν                                      
κοινϐ ςημεύο το Μ 1 , 2). Αν η  f  δεν ϋχει ρύζεσ και η  g  ϋχει διαδοχικϋσ ρύζεσ τουσ αριθμοϑσ  0 και 3 ,                                                

να βρεύτε το ϐριο  lim
x→−∞

 
f 7) x4+ x + ημ x

g 2)x2 + x + 1
           

11.125 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→0

 
xf x) +ημ3x

 x+1 − 1
  = 2                                                             

και η εξύςωςη  f x) = 0  ϋχει μοναδικϋσ ρύζεσ τουσ αριθμοϑσ  −1  και 3 . Να υπολογύςετε :                                                     
α) την τιμό  f 0)                      β) το ϐριο  lim

x→0+
 f e) ∙ lnx) 

11.126 Έςτω f ςυνεχόσ ςτο ℝ  τησ οπούασ η Cf  τϋμνει τουσ ϊξονεσ μϐνο ςτα  Α 0 , 3), Β 2 , 0) , Γ 5 , 0).                                                                 
Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                      
α) f 1) > 0                                                                                       β) f 3) ∙ f(4) > 0                                                                                                                  
γ) ∃ x0 ∈  1 , 2) ∶ f x0) = f(x0 + 1) ∙ f(x0 + 2)   

11.127 Θεωροϑμε δϑο ςυναρτόςεισ  f , g οριςμϋνεσ και ςυνεχεύσ ςτο ℝ  με  f x) =  x2 − 5x + 6) ∙ g(x)                    
∀x ∈  2 , 3 .Αν οι αριθμού 2, 3 εύναι διαδοχικϋσ ρύζεσ τησ εξύςωςησ  f x) = 0,να δεύξετε ϐτι  g(2) ∙ g 3) ≥ 0 
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********************************************************************************************************** 

11.128 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ∶  −3 , 3 → ℝ  ςυνεχόσ  ώςτε  x2 + f 2 x) = 9                                                                     
α) Να βρεύτε τισ ρύζεσ τισ εξύςωςησ  f x) = 0                                                                                                                                     
β) Να δεύξετε ϐτι η f  διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο ςτο διϊςτημα   −3 , 3)                                                                                   
γ) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                 

11.129 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν :   f 2 x) = ex + 1 , f 0) =  2 . 

11.130 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν :   f 2 x) = x2 + 1 , f 0) = 1 . 

11.131 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν   f x) + 2  f x) − 2 = x2, f 0) = 2 

11.132 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  ώςτε   f x) + x  f x) − x = x2 + 1 , f 0) = 4 

11.133 Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶  −3 , 3 → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   x2 + f 2 x) = 9 ,∀x ∈ [−3 , 3]                                                       
α) Να λϑςετε την εξύςωςη  f(x)=0                                                                                                                                                                          
β) Αν η Cf   τϋμνει τον ϊξονα  y’y  ςτο  Μ 0 , 3)  να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

11.134 Έςτω f ςυνεχόσ ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑει  
f2 x) − 4

ex  + 4
 = ex  με  f 0) = −3 . Να βρεύτε :                                                                                                                         

α) τον τϑπο τησ  f                        β) το ϐριο   lim
x→+∞

 
 f x) + 4 x  + 2

3x  + 4x       

11.135 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  ℝ για την οπούα  ιςχϑει  f 2 x) − 2 x f x) = 5  , ∀x ∈ ℝ .                                                                                      
Αν η  Cf  διϋρχεται απϐ το  Μ 2 , −1) να βρεύτε τον τϑπο τησ  f . 

11.136 Έςτω  f ςυνεχόσ ςτο  ℝ  ώςτε   f 2 x) − 4f x) ∙ ημx = x2 + 4ςυν2x , ∀x ∈ ℝ  και  f π) > f 0)                               
α) Να δεύξετε ϐτι  f(x) ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ                             β) Να δεύξετε ϐτι   f 0) = 2                                                                            
γ) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f                                                                                                                                                                         

δ) Να υπολογύςετε τα ϐρια        δ1) lim
x→0

 
 f x) − 2ςυν x 

x
             δ2) lim

x→+∞
f(x) 

11.137 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα   f x) f x) − 2x = e2x − x2 , f 0) = −1 .  

11.138 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν :  f 2 x) + 2xf x) = ex, f 0) > 0 . 

11.139 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν :   f 2 x) = 4xf x) + 4 , f 0) = 1 . 

11.140 Δύνεται ςυνεχόσ   f ∶ [0 , +∞) → ℝ  με  f 2 x) + xf x) = 4 , f 3) = −4 . Να βρεύτε την f                                       

11.141 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν : f 2 x) + 2f x) = ημ2x, f 0) = −2 . 

11.142 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν :   f 2 x) = 2xf x) + 1, f 0) = −2 . 

11.143 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν : exf 2 x) − 
x2

 ex  
= 2f(x) , f(0) = 0 . 

11.144 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  για την οπούα ιςχϑουν :   ef(x) − 
1

 ef(x ) 
 = 2x  , f 0) = 0 .  

11.145 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  ώςτε να ιςχϑει: ef(x) − 4x − 4e−f(x) = 0, f 0) = ln2 

11.146 Να βρεύτε τη ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f  ώςτε :   f 2 x) + 2f x)ημx = x2 + ςυν2x , με  f 0) = 1     

11.147 Έςτω ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο ℝ ώςτε να  ιςχϑει  ln f x) − x) + ln f x) + x) = 0,∀x ∈ ℝ                 
α) Να δεύξετε ϐτι  f 0) = 1                                   β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   
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****************************************************************************************************** 

11.148 Να βρεύτε ϐλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f ∶ ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχϑει: f 2 x) = 1, ∀x ∈ ℝ  

11.149 Να βρεύτε ϐλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f:ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχϑει: f 2 x) = e2x , ∀x ∈ ℝ  

11.150 Να βρεύτε ϐλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f:ℝ → ℝ ώςτε   f x) − 3ςυνx) f x) + 3ςυνx) = 9ημ2x 

11.151 Να βρεύτε ϐλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f:ℝ → ℝ ώςτε: f 2 x) = x2  , ∀x ∈ ℝ .   χολικϐ) 

11.152 Να βρεύτε ϐλεσ τισ ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ  f:ℝ → ℝ ώςτε: f 2 x) + 2x = x2 + 1 , ∀x ∈ ℝ . 

11.153 Έςτω ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑει   f 2 x) − 4x = x2 + 4 , ∀x ∈ ℝ .                                            
Να βρεύτε την f  . 

 

Κ. ϑνολο  Σιμών  υνϊρτηςησ 

11.154 Να βρεθοϑν τα ςϑνολα τιμών των ςυναρτόςεων :                                                                                                                                           
α)  f x) = x3 + 5x − 1  , x ∈  1 , 2                                β)  f x) = −x5 − 3x + 2 , x ∈  0 , 2    

11.155  Ομούωσ :        α)  f x) = x3 + x − 10 ,   x ∈ (−∞ , 1]             β)   f x) = lnx + 2ex , x ∈ (0 , 1] 

11.156 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 21− x + 
1

 x 
 ,  x ∈  1 , 2  . Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f  . 

11.157 Δύνεται η  f x) =  x − 1 −    5 − x . Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f  . 

11.158 Δύνεται η  f x) =  4 − x −    2 + x .   Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f  . 

11.159 Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών των :      α) f x) = x + lnx             β) f x) = 1 − x − lnx  

11.160 Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών των :      α) f x) = ex3+1               β) f x) = 
1 − ex

 1 + ex  
         

11.161 Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών των :      α) f x) = x3 +  x             β) f x) = e−x − lnx 

11.162 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
1
 x 
− lnx  , 0 < x ≤ 1 

ex−1 + lnx  ,    x > 1

                                                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ                                         β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f   

11.163 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln  
x + 1

2 − x
  . Να βρεύτε :                                                                                                                 

α) το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                     β) τισ αςϑμπτωτεσ τησ  Cf   

11.164 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) →  ℝ   η οπούα εύναι ςυνεχόσ , γνηςύωσ αϑξουςα και                                                                                              
ιςχϑει : x3 + x2 + 2 ≤ f x) − x ≤ x3 + 2x2 + 2  , ∀x > 0. Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f 

********************************************************************************************************* 

11.165 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  x −  ln 9 − x)                                                                                                                                                                                   
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                                

β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x −  ln 9 − x) = e  ϋχει ακριβώσ μια λϑςη . 
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11.166 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2 − lnx − e x , x ∈ (0 , 1]                                                                                                                                                                                        
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  lnx + e x = 2   ϋχει ακριβώσ μια θετικό λϑςη μικρϐτερη τησ μονϊδασ . 

11.167 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
1

 x 
 − ex ,  x ∈  −∞ , 0)                                                                                                                                   

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  2xex − x − 2 = 0 ϋχει μοναδικό αρνητικό ρύζα                                                                                              

11.168 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = e−x − lnx −  x − 1 .                                                                                                                                               
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f .                                                                                                                                                                          
β) Να δεύξετε ϐτι η  Cf    τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο .    

11.169 Δύνεται η f x) = 3 x + lnx . Να δεύξετε ϐτι η  Cf   τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο . 

11.170 Να δεύξετε ϐτι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των ςυναρτόςεων f x) = lnx , g x) = 
1

 x 
                                                   

ϋχουν ακριβώσ ϋνα κοινϐ ςημεύο  χολικϐ) 

11.171 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  2 + ln 1 − ex) = ex   ϋχει ακριβώσ μια λϑςη 

11.172 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  
1

2x   = lnx  ϋχει μοναδικό ρύζα  

11.173 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  x − 2 = e−x  ϋχει μοναδικό θετικό ρύζα 

11.174 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx +  ex − 1 .                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                      
β) Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει ακριβώσ ϋνα  x0   ώςτε να ιςχϑει  lnx0 +  ex0 = 1 .                                                                                                                                                 
γ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x)=2016   ϋχει  ακριβώσ μια θετικό ρύζα. 

11.175 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx − e−x .                                                                                                                  
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                      

β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  ln 
x

 2018 
 −e−x = 0   ϋχει ακριβώσ μια λϑςη .  

11.176 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 1 →  ℝ  , f x) =  
1

 x 
  − lnx                                                                                                          

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι  υπϊρχει ακριβώσ ϋνα  x0 τϋτοιο , ώςτε   2x0lnx0 = 2 − 3x0  . 

11.177 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f ∶  1 , +∞) →  ℝ  , f x) = xlnx −  
1

 x 
                                                                                        

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           

β) Να δεύξετε ϐτι  υπϊρχει ϋνα ακριβώσ  x0 :  x0
x0 = e 

1
x0             

11.178 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f ∶  1 , +∞) →  ℝ  , f x) = 
1

 lnx  
  − x                                                                                      

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι  υπϊρχει ϋνα ακριβώσ  x0 > 1 ∶   x0

x0 = e              

11.179 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  1 − x − ex                                                                                                                   
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           

β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f   2 +  1 − x e−x − 1 = 0 ϋχει ακριβώσ μια ρύζα 
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11.180 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + ex + x − 1                                                                                                        
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       

β) Να βρεύτε το α  ώςτε να ιςχϑει  eα
2+4 − e4α = ln4α − ln α2 + 4) + 4α − α2 − 4          

11.181 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + ex−2                                                                                                                                                        
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       

β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη ex = e2 α − lnx),  α ∈ ℝ  ϋχει ακριβώσ μια λϑςη .                                                             

γ) Να λυθεύ η εξύςωςη  elnx + ex−1 = 1 

11.182 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) → ℝ  με  f x) = 
2

 x 
  +ln  e +

1

 x 
                                                              

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                                                           

β) Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει ακριβώσ ϋνα  ξ > 0 τϋτοιοσ , ώςτε :   
e∙ξ +1

ξ
 
ξ

= ee∙ξ − 2  

********************************************************************************************************* 

11.183  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
ln x − 1) + x2  ,        x ≥ 2 

e2 − x − x3 + 11  ,    x < 2
                                                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       

γ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  
2 − f α)

x − 1
+

3 − f β)

x − 3
  = 0   ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  1 , 3) ,  ∀α ,β ∈ ℝ                                                                                  

δ) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ   f x) = λ , για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ                                                                                                         

11.184 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x + ex  ,                     x ≤ 0 
e− x − ln x + 1)  , x > 0

                                                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                                  
γ) Να δεύξετε ϐτι η f ϋχει δϑο ρύζεσ ετερϐςημεσ                                                                                                                                  

δ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  
f α) − 1

x − 1
+

 f β) − 1

x − 2
  = 0    ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  1 , 2) ,  ∀α ,β ∈ ℝ∗                                                                                  

ε) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ   f x) = λ , για τισ διϊφορεσ τιμϋσ του λ ∈ ℝ                                                                                                         

11.185 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
e−x − x  ,                     x ≤ 0 
ln x + 1) + 1  ,         x > 0

                                                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                   
γ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f f x) − 2) = 1  1)     ϋχει ακριβώσ δϑο ρύζεσ ετερϐςημεσ                                                                                                                                  

δ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη    
f x) − 4

x − x2
+

 f 3−f x)  − 2

x − x1
  = 0  ϋχει μια τουλϊχιςτον  ρύζα ςτο  x1 , x2)                               

ϐπου x1 , x2  οι ρύζεσ τησ  1)                                                                                                                                                                                   
ε) Να δεύξετε ϐτι  f f 3 x) ≥ f f 2 x)      

 11.186 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 4lnx − 
1

 x 
                                                                                                                        

α) Να δεύξετε ϐτι η  f   εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                           
β) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ . 
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11.187 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f(x) = ln(x + 2) +  ln(x − 2) − 3                                                                                                                            
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                                      
γ) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε την αντύςτροφη . 

11.188 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x − ln 1 − ex)                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                      
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) = 2050  ϋχει μοναδικό ρύζα                                                                                          
γ) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ  και τον τϑπο τησ                                                                                                      
δ) Να δεύξετε ϐτι  οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των  f ,  f−1  δεν ϋχουν κοινϊ ςημεύα . 

11.189 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) = 
3x

1 + 3x                                                                                                                                

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f .                                                                                                                                     
β) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε  την αντύςτροφη .                                                                                                        
γ) Να δεύξετε ϐτι  οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των  f , f−1   τϋμνονται ςε ϋνα τουλϊχιςτον ςημεύο                                                      
με τετμημϋνη  x0 ∈  0 , 1)  

11.190 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x5 + ex−3 + 1 .                                                                                                                                               
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                  

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f−1  x5 + ex−3 + 245 −
1

e3 > 3                                                                                          

δ) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ  f  e3−x x5 + 10) =  
1

e4   

11.191 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ [−ln3 , +∞) → ℝ  με  f x) = 1 + e−x                                                                        
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται  και να ορύςετε την   f−1                                                                                                                                                                 
γ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) +  f−1 x) = 2020  ϋχει ακριβώσ μια λϑςη .    

11.192 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + ex−2 − 1.                                                                                                                                               
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                  

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f−1 x3 + ex−2 + e−1 − 9 > 1                                                                                          

δ) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών  τησ εξύςωςησ  f e2−x x3 − 8) + 3 = 8   

11.193 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex − e−x + x3 + 2x − 1                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                       
β) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ  f x) = λ , λ ∈ ℝ                                                                                                                                                
γ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη   f−1 x) = x  ϋχει ακριβώσ   μια ρύζα                                                                                                        

δ) Να λυθεύ  f e1−x + 1 > 𝑓 lnx + 2x)  

11.194 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + x − 1                                                                                                                                   
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι η  f−1 εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                     

γ) Αν η   f−1 εύναι ςυνεχόσ, να βρεύτε τα ϐρια :   γ1) lim
x→+∞

 
f−1 x)

 x
3         γ2) lim

x→+∞
 

x

 f−1 x) 
3

+ f−1 x) + 2
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11.195 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) → ℝ  η οπούα εύναι ςυνεχόσ , γνηςύωσ αϑξουςα και                                                                                              
ιςχϑει : x3 + x2 + 2 ≤ f x) − x ≤ x3 + 2x2 + 2                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                      
β) Να δεύξετε ϐτι η  f−1 εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                       

γ) Αν η   f−1 εύναι ςυνεχόσ , να βρεύτε τα ϐρια :    γ1) lim
x→2

 
x − 2

f−1 x)
          γ2) lim

x→+∞
 
x + f−1 x)

 f−1 x) 
4  

11.196 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) → ℝ    με  f x) = x2 −  
1
 x 

+ 1                                                                           

α) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι η  f−1 εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                       

γ) Αν η   f−1 εύναι ςυνεχόσ , να βρεύτε τα ϐρια :   γ1) lim
x→−∞

 
f−1 x) − x

x + f−1 x)
        γ2) lim

x→+∞
 
f−1 x) − x

 x + f−1 x)
                                                                 

11.197 Δύνεται ςυνεχόσ και γνηςύωσ αϑξουςα  ςυνϊρτηςη  f ∶ (1 , 2) → ℝ   για την οπούα ιςχϑει :                                               

2ημ x − 1) ≤  x − 1)f x) ≤ x2 − 1  ,  x ∈ (1 , 2)   και   lim
x→2−

 
f x) − 3

x − 2
   = 2                                                                                                                                             

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  h x) = f x) −
1

x − 1
+ 1                                                                                         

β) Να δεύξετε ϐτι η γραφικό παρϊςταςη τησ   g x) =  
1

f x) + 1
   ϋχει με την  ευθεύα  y = x − 1 ϋνα                                         

μϐνο κοινϐ ςημεύο, με τετμημϋνη ςτο   1 , 2) 

11.198 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
αx − 2α  ,                                  x ≥ 0 
ln x + 1) − ημ3x  ,   − 1 < 𝑥 < 0

                                                                                              

α) Να βρεύτε την τιμό του  α > 0  ώςτε η  f   να εύναι ςυνεχόσ                                                                                                     

β) Για  α = 
1

2
  , να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη αx + 2 = ln(x + 1)  ϋχει ακριβώσ μια θετικό ρύζα 

11.199 Δύνεται ςυνεχόσ και γνηςύωσ μονϐτονη ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 5 → ℝ   για την οπούα ιςχϑει :                                       

lim
x→0

 
ημ 2x − xf x)

 x+1 − 1
   = 4  και η  Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο  Μ 5 , 3).                                                                                               

α) Να βρεύτε το f(0)                                                                                                                                                                                  
β) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα και να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ.                                                                       
γ) Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                         
γ1) οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των f  και  g x) = 2   ϋχουν ακριβώσ ϋνα κοινϐ ςημεύο                                                 
γ2) υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον  ξ ∈  0 , 5) ςτο οπούο η f  να εύναι ύςη με τη μϋςη τιμό των  f 1), f 2), f 3)   

11.200  Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με  f 0) = 1,  exf(x))2 +  2xex)2 = 1 − 4xe2xf(x)                                 
α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = e−x − 2x                                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ  1 − 2xex = 2020ex                                                                             

γ) Να λυθεύ   e2x−e−x
+ 4x < e−1 − 2 + 2 e−x                                                                                                                                        

δ) Να βρεθεύ   lim
x→+∞

 
f x) + 2x + 2−x

 f x) + 2x)2  + e−x  

 

Λ.  Θεώρημα  Ενδιαμϋςων  Σιμών  και   Θ.Μ.Ε.Σ. 

11.201 Δύνεται η ςυνεχόσ  f: [2 , 5] → ℝ  Να δεύξετε ϐτι   ∃x0 ∈  2 , 5 ∶ 10f x0) = 7f 3) + 3f(4) . 

11.202 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f:  0 , 3 → ℝ. Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 3 ∶ f 1) + 2f 2) = 3f ξ) . 
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11.203 Δύνεται η ςυνεχόσ  f:  0 , 2 → ℝ.  Να δεύξετε ϐτι  ∃ x0 ∈  0 , 2 ∶ f x0) =  
 f 0) + 5f 1) + 4f 2) 

10
   

11.204 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [0 , 3] → ℝ .                                                                                                      
Να δεύξετε ϐτι ∃ x0 ∈  0 , 3  :   10 ∙ f x0) = f 0) + 2f 1) + 3f 2) + 4f(3) .  

11.205 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [1 , 3] → ℝ                                                                                                                                                                          

Να δεύξετε ϐτι  ∃ x0 ∈  1 , 3 ∶ f x0) =
1

20
 4f  

1

4
 + 5f  

1

5
 + 11f  

1

11
    

11.206 Δύνεται η ςυνεχόσ και γνηςύωσ αϑξουςα ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 2] →  ℝ .                                                                                   
Να δεύξετε ϐτι ∃ x0 ∈  1 , 2) ∶ 4f x0) = f 1) + 3f 2).   

11.207 Δύνεται η ςυνεχόσ και γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 3] →  ℝ .                                                                                                                       
Να δεύξετε ϐτι  ∃ x0 ∈  1 , 3) ∶ 3f x0) = f 1) + f 2) + f 3).        

11.208  Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f: [0 , 3] → ℝ  με  f(x) ≠ 0 , ∀x ∈  0 , 3    για την οπούα ιςχϑει                                                                                                                                          

f x) x − 2) ≠ xex − 2  ,   ∀x ∈  0 , 3  . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                     

α)  f x) > 0 , για κϊθε  x ∈  0 , 3)                          β) ∃ x0 ∈  0 , 3) ∶ f x0) =  f 1) ∙ f 2)                

11.209 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f f x) + f x) = ex , ∀x ∈ ℝ                                      

και η γραφικό τησ παρϊςταςη τϋμνει τον  ϊξονα  y’y  ςτο ςημεύο  0 , 3)                                                                                                                                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι  f 3) = −2                                               β) Να βρεύτε το lim
x→−∞

 
f f 0) x2018 + 2x + 1

f 3)x2017− x − 1
                                                    

γ) Να δεύξετε ϐτι για την  g x) = xf x) + ημ(πx)   υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον  ξ ώςτε  g ξ) = 0                                                                                                                                       
δ) Να δεύξετε ϐτι   ∃ x0 ∈  0 , 4) ∶ 6f x0) = 3f 1) + 2f 2) + f 3).   

*********************************************************************************************************** 

11.210  Η f  εύναι ςυνεχόσ και γνηςύωσ αϑξουςα ςτο  0 , 1 . Αν  f 0) = 2  και   f 1) = 4 , να δεύξετε ϐτι:                           
α) η ευθεύα  y = 3  τϋμνει τη  Cf   ςε ϋνα ακριβώσ ςημεύο με τετμημϋνη ςτο  0 , 1)                                                                  

β) υπϊρχει  x0 ∈  0 , 1):  f x0) =  
 f 

1

5
  +  f 

2

5
  +  f 

3

5
  + f 

4

5
  

4
          ΘΕΜΑ 2000 ) 

                                                                                                                                                      

 

 

 

                                                                                                                                                                       

 

 

 

 

 

 
Ο  Bernand  Bolzano (1781-1848) 
όταν Βοημϐσ μαθηματικϐσ, φιλϐςοφοσ και θεολϐγοσ. 
 
ποϑδαςε ςτο πανεπιςτόμιο τησ Πρϊγασ, ϐπου, αφοϑ 
εν τω μεταξϑ εντϊχτηκε ςτον κλόρο τησ καθολικόσ 
εκκληςύασ, κατϋλαβε την ϋδρα του καθηγητό τησ 
επιςτόμησ τησ θρηςκεύασ, απϐ το οπούο 
απομακρϑνθηκε κατηγορηθεύσ για τισ θρηςκευτικϋσ 
και πολιτικϋσ απϐψεισ του ωσ αιρετικϐσ. 
 
Σο ομώνυμο θεώρημα το απϋδειξε το 1817 . 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  2 

Διαφορικός  Λογισμός 

 

    

                                                                                                                                                                                                    

      

 

  Α. Οριςμϐσ Παραγωγύςιμησ  ςε  ϋνα  ςημεύο 𝐱𝟎  𝛕𝛐𝛖 𝛑𝛆𝛅ύ𝛐𝛖 𝛐𝛒𝛊𝛔𝛍𝛐ϑ 𝛕𝛈𝛓    

                                        

 

  

 

 

 

● Η παρϊγωγοσ τησ  f  ςτο  x0  ςυμβολύζεται και με  
df x0)

dx
    

● Αν ςτην ιςϐτητα   f ′   x0) = lim
x→x0

 
 f x) − f x0)

x − x0
   θϋςουμε  x = x0 + h ⇔ h = x − x0                                                    

τϐτε ϋχουμε :   f ′   x0) = lim
h→0

 
 f x0+h) − f x0)

h
   

● Αν το  x0  εύναι εςωτερικϐ ςημεύο του πεδύου οριςμοϑ τησ , τϐτε η f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0                        

αν υπϊρχουν ςτο ℝ  τα ϐρια  lim
x→x0

−
 
 f x) − f x0)

x − x0
   ,  lim

x→x0
+

 
 f x) − f x0)

x − x0
   και εύναι ύςα . 

 

 

                 12. Η Έννοια τησ Παραγώγου 

  Μια ςυνϊρτηςη f λϋμε ϐτι εύναι παραγωγύςιμη ς’ ϋνα ςημεύο 𝐱𝟎 του πεδύου οριςμοϑ τησ ,  

 αν και μϐνο αν υπϊρχει το ϐριο  lim
x→x0

 
 f x) – f x0)

x – x0
   και εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ .                                                                                                       

Σο ϐριο αυτϐ ονομϊζεται παρϊγωγοσ και ςυμβολύζεται με  𝐟′   𝐱𝟎).   

 Δηλαδό  𝐟′   𝐱𝟎) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝐱𝟎

 
 𝐟 𝐱) − 𝐟 𝐱𝟎)

𝐱 − 𝐱𝟎
       (2004−2009) 

 

 

                       

 

το 
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Β. Παρϊγωγοσ  και  υνϋχεια 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● ϑμφωνα με το προηγοϑμενο θεώρημα , αν μια ςυνϊρτηςη  f  δεν εύναι ςυνεχόσ ςε ϋνα ςημεύο  x0 ,                   

τϐτε δεν μπορεύ να εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Αν μια ςυνϊρτηςη f εύναι παραγωγύςιμη ς’ϋνα ςημεύο  𝐱𝟎 ,  

 τϐτε  η f εύναι και ςυνεχόσ ςτο ςημεύο αυτϐ  .          

   

 

Αρκεύ να δεύξουμε ϐτι   lim
x⟶x0

f x) = f x0)  ⇔ lim
x⟶x0

 f x) − f(x0) = 0 .           .                                                                                   

Για  x ≠ x0 ϋχουμε :   f x) − f x0) =
 f x) − f x0  

x − x0
∙   x − x0)   οπϐτε:                                                                                                                                                          

lim
x⟶x0

 f x) − f(x0) = lim
x⟶x0

 
 f x) − f x0  

x − x0
∙   x − x0) = lim

x⟶x0

 f x) − f x0  

x − x0
 ∙ lim

x⟶x0

 x − x0)  = f ′ x0) ∙ 0 = 0                                       

αφοϑ η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0 .                                                                                                                                                                            
Άρα δεύξαμε ϐτι   lim

x⟶x0

 f x) − f(x0) = 0  ⇔ lim
x→x0

f x) = f(x0)  δηλαδό η f εύναι ςυνεχόσ ςτο x0   .  

                                                                                                                                    (2003−𝟐𝟎𝟎𝟕 𝚬 −2013 Ε−𝟐𝟎𝟏𝟖 ) 

                                                                                

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν η f εύναι ςυνεχόσ ςε ϋνα ςημεύο  𝐱𝟎 του πεδύου  

οριςμοϑ τησ, τϐτε θα εύναι  και παραγωγύςιμη ςτο 

ςημεύο αυτϐ.        ( 2017 )     

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη   f x) =  x   εύναι ςυνεχόσ ςτο  x0 = 0 , αλλϊ δεν εύναι παραγωγύςιμη ςε αυτϐ     

αφοϑ:     lim
x→0−

 
f x)−f(0)

x−0
  = lim

x→0−
 
−x−0

x
  = −1    ενώ   lim

x→0+
 
f x)−f(0)

x−0
  = lim

x→0+
 
x−0

x
  = 1           
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Γ. Οριςμϐσ  Παραγωγύςιμησ  υνϊρτηςησ ςτο   α , β) 

 

 

 

 

Δ. Οριςμϐσ  Παραγωγύςιμησ  υνϊρτηςησ ςτο   α , β  

 

 

 

 

 

 

Ε. Οριςμϐσ  Πρώτησ Παραγώγου 

   

 

 

 

 

 

▶ Μια ςυνϊρτηςη  f  με πεδύο οριςμοϑ το ςϑνολο Α ονομϊζεται  παραγωγύςιμη ςτο Α                                                      

ό απλϊ  παραγωγύςιμη , ϐταν εύναι παραγωγύςιμη ςε κϊθε ςημεύο  x0 ∈ Α . 

 

 

 

 

 

 

 Μύα ςυνϊρτηςη  f  θα λϋμε ϐτι εύναι  παραγωγύςιμη  ςε ϋνα ανοικτϐ διϊςτημα  α , β) ,  

 ϐταν εύναι παραγωγύςιμη ςε κϊθε ςημεύο του  α , β) 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

  Η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςε ϋνα κλειςτϐ διϊςτημα   α , β  του πεδύου οριςμοϑ τησ ,  

  ϐταν εύναι παραγωγύςιμη   ςτο  α , β) και επιπλϋον ιςχϑει  

 lim
x→α+

 
 f x) − f α)

x − α
 ∈ ℝ   και  lim

x→β−
  

 f x) − f β)

x − β
   ∈ ℝ          2010 Ε−2013−𝟐𝟎𝟐𝟎) 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

  Έςτω  f  μια ςυνϊρτηςη με πεδύο οριςμοϑ το Α και  Α1 το ςϑνολο των ςημεύων του Α  

  ςτα οπούα αυτό εύναι παραγωγύςιμη.  

 Αντιςτοιχύζοντασ κϊθε  x ∈ Α1 ςτο  f ′ x)  ορύζουμε τη ςυνϊρτηςη   f ′ :Α1 → ℝ  με  x → f ′ x) 

 η οπούα ονομϊζεται πρώτη παρϊγωγοσ τησ  f .     ( 𝟐𝟎𝟐𝟎 ) 

 

 

                       

 

το 
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Ζ. Παρϊγωγοσ  Βαςικών  υναρτόςεων 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Αν  𝐟(𝐱) = 𝐜  τϐτε   𝐟 ′(𝐱) =  𝐜)′ = 𝟎 

 

Αν  x0 ∈ ℝ  τϐτε  για  x ≠ x0 ϋχουμε :   
 f x) − f x0) 

x − x0
 = 

 c − c 

x − x0
  = 0 .                                                                                              

Άρα :   lim
x→x0

 
 f x) − f x0) 

x − x0
  = 0 .                                                                                                                                                  

Επομϋνωσ η  f(x) = c  εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ και ιςχϑει  f  ′(x) =  c)′ = 0                                                         

 

  Αν  𝐟(𝐱) = 𝐱  τϐτε   𝐟 ′(𝐱) =  𝐱)′ = 𝟏 

 

Αν  x0 ∈ ℝ  τϐτε  για  x ≠ x0 ϋχουμε :   
 f x) − f x0) 

x − x0
 = 

 x − x0  

x − x0
  = 1 .                                                                                              

Άρα :   lim
x→x0

 
 f x) − f x0) 

x − x0
  = 1 .                                                                                                                                                  

Επομϋνωσ η  f(x) = x  εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ και ιςχϑει  f  ′(x) =  x)′ = 1                                                         

 

  Αν  𝐟 𝐱) = 𝐱𝛎  τϐτε    𝐟′ 𝐱) = 𝛎𝐱𝛎−𝟏 με  𝛎 ∈ ℕ −  𝟎 ,𝟏  

 

Αν  x0 ∈ ℝ  τϐτε  για  x ≠ x0 ϋχουμε :                                                                                                                                               
 f x) − f x0) 

x − x0
 =  

 xν− x0
ν  

x − xo
 = 

  x−x0) xν−1+xν−2x0+⋯+x0
ν−1  

x − x0
  = xν−1 + xν−2x0 + ⋯+ x0

ν−1                                                                                                                                                                                

Άρα :   lim
x→x0

 
 f x) − f x0) 

x − x0
  = lim

x→x0

 xν−1 + xν−2x0 + ⋯+ x0
ν−1) = x0

ν−1 + x0
ν−1 + ⋯ x0

ν−1 = ν x0
ν−1 .                                                                                                                                                       

Επομϋνωσ η  f(x) = xν   εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ και ιςχϑει  f  ′(x) =  xν)′ = νxν−1                                                         
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Η. Κανϐνεσ  Παραγώγιςησ   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Αν οι ςυναρτόςεισ  f , g  εύναι παραγωγύςιμεσ ςτο  x0 ,  τϐτε η ςυνϊρτηςη  f ∙ g  εύναι παραγωγύςιμη                     

ςτο  x0  και ιςχϑει   𝐟 ∙ 𝐠)′ 𝐱𝟎) = 𝐟′ 𝐱𝟎) ∙ 𝐠 𝐱𝟎) + 𝐟 𝐱𝟎) ∙ 𝐠
′ 𝐱𝟎)          

● Αν f  παραγωγύςιμη ςε ϋνα διϊςτημα Δ και  c ∈ ℝ   τϐτε ιςχϑει :   𝐜 ∙ 𝐟 𝐱) 
′

= 𝐜 ∙ 𝐟 𝐱)  

● Αν οι ςυναρτόςεισ  f , g  εύναι παραγωγύςιμεσ ςτο  x0  και   g x0) ≠ 0  τϐτε και η ςυνϊρτηςη  
f

 g 
                        

εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0  και ιςχϑει :      
𝐟

𝐠
 
′
 𝐱𝟎) =  

𝐟′  𝐱𝟎)∙𝐠 𝐱𝟎) − 𝐟 𝐱𝟎)∙𝐠
′  𝐱𝟎)

 𝐠 𝐱𝟎) 𝟐
                

 

  Αν  𝐟 𝐱) =  𝐱  τϐτε  𝐟′ 𝐱) = 
𝟏

𝟐 𝐱
  ,  𝐱 > 0                                                      

 

Αν  x0 ∈  0 , +∞)  τϐτε  για  x ≠ x0  ϋχουμε :                                                                                                                                                      

 f x) − f x0) 

x − x0
 = 

  x −  x0 

x − xo
=

   x −  x0   x +  x0  

 x − x0)( x +  x0   )
 = 

  x 
2
−   x0 

2

 x − x0)( x +  x0   )
  =                                                         

= 
x − x0

  x − x0)  x +  x0    
  =  

1

 x +  x0  
                                                                                                                                                              

Άρα :   lim
x→x0

 
 f x) − f x0) 

x − x0
  = lim

x→x0

 
1

 x +  x0  
 =  

1

2 x0
                                                                                                                                                 

Επομϋνωσ η  f(x) =  x  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0 , +∞)  και ιςχϑει  f  ′(x) =   x 
′

= 
1

2 x
  ,  x > 0         β   

 2005 Ε−2009 Ε )                                                 

 

 Αν οι ςυναρτόςεισ  f , g  εύναι παραγωγύςιμεσ ςτο  𝐱𝟎 ,  τϐτε η ςυνϊρτηςη  𝐟 + 𝐠  εύναι παραγωγύςιμη                     
ςτο  𝐱𝟎  και ιςχϑει   𝐟 + 𝐠)′ 𝐱𝟎) = 𝐟′ 𝐱𝟎) + 𝐠′ 𝐱𝟎)          

 

Για  x ≠ x0 ϋχουμε :                                                                                                                                                                      
 f+g) x) −  f+g) x0)

x − x0
   =  

f x)+ g x) − f x0) − g x0)

x − x0
  = 

f x) − f x0)

x − x0
  +  

 g x) − g x0)

x − x0
                                              

Επειδό οι ςυναρτόςεισ  f , g  εύναι παραγωγύςιμεσ ςτο  x0 ϋχουμε :                                                                             lim
x→x0

 

 f+g) x) −  f+g) x0)

x − x0
  = lim

x→x0

 
f x) − f x0)

x − x0
 + lim

x→x0

 g x) − g x0 

x − x0
 = f ′ x0) + g′ x0)                                                                   

Δηλαδό   f + g)′ x0) = f ′ x0) + g′ x0)                                                                               ( 2020 )       
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Θ. Παρϊγωγοσ  ϑνθετησ  υνϊρτηςησ 

● Αν η ςυνϊρτηςη g εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0 και η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  g(x0) , τϐτε η 

ςυνϊρτηςη  fog  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0  και ιςχϑει    𝐟𝐨𝐠)′ 𝐱) = 𝐟′ 𝐠 𝐱) ∙ 𝐠′ 𝐱)         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Αν  𝐟 𝐱) = 𝐱−𝛎  , 𝛎 ∈ ℕ∗  τϐτε   𝐟′ 𝐱) = −𝛎𝐱−𝛎−𝟏 

 

Πρϊγματι για   x ∈ ℝ∗  ϋχουμε:                                                                                                                                                                                              

f ′ x) =  x−ν)′ =  
1

 xν  
′

=
  1)′ xν − 1  xν 

′
 

 xν)2
=

 − ν xν−1 

x2ν  =  −ν x−ν−1                                                                      

Επομϋνωσ η  f(x) = x−ν  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  ℝ∗  με   f ′ x) =  x−ν)′ = −ν x−ν−1 

  Αν  𝐟(𝐱) = 𝛆𝛗𝐱  τϐτε   𝐟′ 𝐱) = 
𝟏

 𝛔𝛖𝛎𝟐𝐱 
 

 

Πρϊγματι για   x ∈ ℝ −  x ∕ ςυνx ≠ 0   ϋχουμε:                                                                                                                                                                                              

f ′ x) =  εφx)′ =  
ημ x

 ςυν x 
 
′

=
  ημ x)′ ςυν x−ημ x ςυν x)′  

ςυν 2x
  = 

 ςυν x ςυν x+ημ x ημ x 

ςυν 2x
  =                                            

= 
 ςυν 2x + ημ 2x 

ςυν 2x
 = 

1

 ςυν 2x 
                                                                                                                                             

Επομϋνωσ η  f(x) = x−ν  εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ −  x ∕ ςυνx ≠ 0    με   f ′ x) =  εφx)′ = 
1

 ςυν 2x 
 

  Αν   𝐟 𝐱) = 𝐱𝛂  ,𝛂 ∈ ℝ − ℤ  , 𝐱 > 0  τϐτε   𝐟′ 𝐱) = 𝛂𝐱𝛂−𝟏 .     

 

Πρϊγματι αν ,  y = xα = eα∙lnx   και  θϋςουμε   u = αlnx , τϐτε ϋχουμε :   y = eu .                                                                                          

Άρα:   y′ =  eu)′ = eu ∙ u′ = eα∙lnx ∙  αlnx)′ = eα∙lnx ∙ α ∙
1
 x 

=  xα ∙
α
 x 

= α ∙ xα−1        

Επομϋνωσ η  f x) = xα , α ∈ ℝ − ℤ  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0 , +∞) με   f  ′(x) =  xα)′ = α ∙ xα−1 
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  Αν   𝐟 𝐱) = 𝛂𝐱  , 𝛂 > 0  τϐτε   𝐟′ 𝐱) = 𝛂𝐱 ∙ 𝐥𝐧𝛂 

 

Πρϊγματι αν ,  y = αx = ex∙lnα  και θϋςουμε  u = x ∙ lnα , τϐτε ϋχουμε : y = eu .                                                                                  

Άρα   y′ =  eu)′ = eu ∙ u′ = ex∙lnα ∙  xlnα)′ = ex∙lnα ∙ lnα =  αx ∙ lnα  . 

Επομϋνωσ η  f x) = αx , α > 0  εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ  με   f  ′(x) =  αx)′ = αx ∙ lnα   

 

 

Αν   𝐟 𝐱) = 𝐥𝐧 𝐱   , 𝐱 ≠ 𝟎  να αποδεύξετε ϐτι   𝐟′ 𝐱) =  
𝟏

 𝐱 
 

▶ Αν x > 0  τϐτε  f x) = ln x = lnx , ϊρα  f ′ x) =  lnx)′ = 
1

 x 
                                                                                                                                         

▶ Αν x < 0  τϐτε  f x) = ln x = ln(−x)  οπϐτε θϋτουμε  y = ln −x)  και  u = −x  ϋχουμε  y = lnu  .                                              

Επομϋνωσ:     y′ =  lnu)′ =
1
 u 
∙ u′ =

1
−x 

∙  −x)′ =
1
−x 

∙  −1) =
1
 x 

  .                                                                                                        

Άρα ςε κϊθε περύπτωςη  f ′ x) =  
1

 x 
                                        ( 2008 ) 
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Ασκήσεις 
 Differentiable  function                                             
Παραγωγύςιμη  ςυνϊρτηςη  

Derivative                                       
Παρϊγωγοσ  

 

 

 

Α. Εϑρεςη Παραγώγου με χρόςη  Οριςμοϑ 

12.1 Δύνεται η f x) =  
x2 + x ,               x ≤ 2

−x2 + 9x − 8 , x > 2
   .                                                   

Να δεύξετε ϐτι  η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 2 

12.2 Δύνεται η f x) =  
x2 + x + 1 , x < 0
x + 1 ,            x ≥ 0

   .                                                                                                                 

Να δεύξετε ϐτι  η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0    χολικϐ) 

12.3 Δύνεται η  f x) =  
x2 + 3x ,    x < 0
2x + ημx , x ≥ 0

   Να δεύξετε ϐτι η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0 .  

12.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =   
x + 3 −  4 , x ≥ 1

x2 −  x − 2 , x < 1
  . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                      

α) η f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 1                                  β) η f  δεν εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1         

12.5 Δύνεται η  f x) =  x e 
 1 
x   ,         x < 0

x − ημx ,    x ≥ 0
  . Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.6 Δύνεται η  f x) =  
1−ςυνx

x
 , x ≠ 0

0 ,             x = 0

  Να εξετϊςετε αν η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0.  χολικϐ)   

12.7 Δύνεται η f x) =  
ημ2x ∙ ςυν

 1 
x

 , x ≠ 0

0 ,                      x = 0

  . Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.8 Δύνεται η  f x) =  
x2 ∙ ςυν

 1 
x

 ,     x ≠ 0

0 ,                      x = 0

  . Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0 

12.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
xlnx
1 − x

 ,     0 < 𝑥 ≠ 1

−1 ,                      x = 1

                                                                                                                                                

α) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι ςυνεχόσ                                        β) Να βρεύτε το f ′ 1)             χολικϐ)   

12.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
−

3
4

x + λ ,       x ≤ 1

x2 − 8x + 4
4x

 ,     x > 1

                                                                                                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι  λ = 0 αν  f  ςυνεχόσ ςτο 1                β) Να εξετϊςετε αν η  f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1.     

********************************************************************************************************** 

12.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x + 2 − 3x + 1. Να εξετϊςετε αν η f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  −2. 

12.12 Δύνεται η  f x) =  x2 − 3x . Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1           χολικϐ) 

12.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 1 + 2x . Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1. 
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12.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 2 + 2x − 2. Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 2. 

12.15 Δύνεται η  f x) = x2 + 5 x − 3 + 4x − 1. Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 2 

*********************************************************************************************************** 

12.16 Δύνεται η  f:ℝ → ℝ  ώςτε  f h + 2) = 3 ∙ ςυνh + h2 − h , ∀h ∈ ℝ . Να βρεύτε τα  f(2) , f ′ 2)                       

12.17 Δύνεται η  f:ℝ → ℝ  ώςτε  f h + 1) = h2 + 4h + 3 , ∀h ∈ ℝ . Να βρεύτε  τα  f(1) , f ′ 1) 

12.18 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 1 + h) = 2 + 3h + 3h2 + h3  , ∀h ∈ ℝ .                                             
Να βρεύτε  τα  f(1) , f ′ 1)     χολικϐ) 

12.19 Δύνεται η  f:ℝ → ℝ  ώςτε  f h + 1) = 2ημh +  h − 1)2 , ∀h ∈ ℝ . Να βρεύτε  τα  f(1) , f ′ 1) 

 

Β. Παρϊγωγοσ - Κριτόριο  Παρεμβολόσ 

12.20 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  ημx − 3x2 ≤ f x) ≤ ημx + 5x2,  ∀x ∈ ℝ .                                                         
Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0. 

12.21 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα  ιςχϑει  ημ2x − x4 ≤ xf x) ≤ ημ2x + x4,  ∀x ∈ ℝ .                             
Να βρεύτε  τα  f(0) , f ′ 0)   χολικϐ)                                                      

12.22 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  ημx − x2 ≤ f x) ≤ ημx + x2,  ∀x ∈ ℝ .                                                         
Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.23 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  ςυνx − x2 ≤ f x) + 1 ≤ ςυνx + x2,  ∀x ∈ ℝ .                                                         
Να εξετϊςετε αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0. 

12.24 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    f x) −  ημx ≤  x2 + 4 − 2 , ∀x ∈ ℝ .                                                              
Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  f εύναι παραγωγύςιμη  ςτο 0 και ϐτι  f ′ 0) =1 

12.25 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    f x) −  ημ2x ≤  x2 + 1 − 1 , ∀x ∈ ℝ .                                                              
Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  f εύναι  παραγωγύςιμη  ςτο 0 και ϐτι  f ′ 0) = 2 

12.26 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει    f x) −   x2 + 5 ≤  x − 2)2 , ∀x ∈ ℝ .                                                              

Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  f εύναι παραγωγύςιμη  ςτο 2 και να βρεύτε το  f ′ 2) 

12.27 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f, g ∶ ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑει  f x) ≤ g x) ≤ f x) +  x − e)3,  ∀x ∈ ℝ .                                                                 
Αν για την f ιςχϑει f ′ e) = 3 ,  να δεύξετε ϐτι  g ′ e) = 3 . 

 

Γ. Παρϊγωγοσ  και  υνϋχεια 

12.28 Δύνεται η f x) =  
α x3 + 1 ,    x ≤ 1
βx + 3 ,        x > 1 

 . Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι  παραγωγύςιμη ςτο 1 . 

12.29 Δύνεται η  f x) =  
2x2 + 5β ,    x ≤ 1

α + β x ,        x > 1 
 . Να βρεύτε τα  α , β ∈ ℝ  αν η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1 . 
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12.30 Δύνεται η  f x) =  
ημx  ,          x < 𝜋
αx + β  ,      x ≥ π 

    Να βρεύτε τα  α ,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο π .  

 χολικϐ) 

12.31 Δύνεται  f x) =  
α + ημx  ,                x ≤ 0

βx +  x2 +  4 ,        x > 0 
   Να βρεύτε τα  α,β ∈ ℝ αν η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0  

12.32 Δύνεται  f x) =  
x2 − x + 1,                x ≤ 0
α ∙ ημx + β ∙ ςυνx ,   x > 0 

  Να βρεύτε τα  α,β ∈ ℝ  αν η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0 . 

12.33 Δύνεται  f x) =  
x2 + αx + β ,     x ≤ −2

3x2 + 5x − α , x > −2
  . Να βρεύτε τα  α,β ∈ ℝ  αν η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο −2 . 

12.34 Δύνεται η  f x) =  
α2 x ,     0 ≤ x < 1
x2 + β

4
 ,            x ≥ 1

  . Να βρεύτε τα  α , β ∈ ℝ  αν η f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 1 . 

12.35 Δύνεται  f x) =  
αx + β − 1 ,          x < −1

 α − 1)x2 + 2β , x ≥ −1
  . Να βρεύτε τα  α,β ∈ ℝ αν η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο −1  

12.36 Δύνεται  f x) =  
ημx + α ,     x ≤ 0

eβx ,               x > 0
   Να βρεύτε τα  α, β ∈ ℝ  αν η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0     

 χολικϐ)    

12.37 Δύνεται f x) =  
α ∙ ex − x + 1 ,     x ≤ 0

x2 ∙ lnx + β ,         x > 0
    Να βρεύτε τα  α,β ∈ ℝ  αν η f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0      

12.38 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0 ,  να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = xf(x) εύναι 
παραγωγύςιμη ςτο  0 .   χολικϐ) 

12.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2 + α ,                x ≥ 1

ex−1 + βx ,         x < 1
    .                                                                                                           

Να βρεύτε τα  α , β ∈ ℝ  αν η f  εύναι παραγωγύςιμη          ( ΘΕΜΑ 2019 ) 

 

Δ. Παρϊγωγοσ  και  Όρια 

12.40 Δύνεται  f:ℝ → ℝ  παραγωγύςιμη ςτο 0 ώςτε  f 3 x) + 8x ∙ ημx ∙ f x) = x ∙ ημ23x , ∀x ∈ ℝ .                                                                     
Να βρεύτε :             α) το  f 0)                β) το f ′ 0) 

12.41 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ   παραγωγύςιμη ςτο 0 ώςτε  f 3 x) + xf 2 x) = x3 + ημ3x , ∀x ∈ ℝ .                                                                     
Να βρεύτε την  f ′ 0)                                                                                                                                         

12.42 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  παραγωγύςιμη ςτο 0 ώςτε  f(x) ∙  x2 + f 2 x) = 2x3 , ∀x ∈ ℝ .                                  

Να βρεύτε :               α) το  f 0)                β) το f ′ 0) 

12.43 Αν η ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ςτο ℝ και ιςχϑει  lim
x→1

 
f x) − 2

x − 1
  = 3 , να βρεύτε  τα  f(1) , f ′ 1) . 

12.44 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 2 και ιςχϑει  lim
x→2

 
f x) + x2

x − 2
  = 3 , να βρεύτε  τα f(2) , f ′ 2) . 
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12.45 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3 και ιςχϑει  lim
x→3

 
f x) 

 x2−5 − 2
  = 2 , να βρεύτε το  f ′ 3) 

12.46 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 2 και ιςχϑει  lim
x→2

 
f x)− x2+ 6x 

x − 2
  = 6 , να βρεύτε το  f ′ 2) 

12.47 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 3 και ιςχϑει  lim
x→3

  
f x) – 6x

x2− 9 
  = 10                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(3)                                             β) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  3                                                                                                               

γ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→3

  
f x) – 2x2

4x2− 12x 
  

12.48 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0  και ιςχϑει  lim
x→0

  
f x) – 2x

x2  
  = 1                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(0)                                                    β) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0                                                                                                               

γ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

  
f x) + x∙ημ x − 2x

1 −ςυν x 
 

12.49 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 4  και ιςχϑει  lim
x→4

  
f x) –  x2−7

x − 4 
  =  

2

 3 
                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(4)                                                    β) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  4                                                                                                               

γ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→4

  
f x) + ημ (x−4) − 3

 2x+1 − 3 
 

12.50 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f 2) = 2 , f ′ 2) = −1. Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→2

  
f3 x) − 8

x2− 4 
      

12.51 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f 1) = 2 , f ′ 1) = −1        

Να βρεύτε τα ϐρια :       α) lim
x→1

  
f 2 x) − 2f(x)

x2 + x − 2
             β) lim

x→1
  

f x) −  2x

x2  −  x
                   

12.52 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f 1) = 2 , f ′ 1) = −1 Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→1

  
f 3 x) − 3f x) − 2

x2 + x − 2
 

12.53 Δύνεται  ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει    lim
x→0

  
f x) −  x

x2   = 2005                                                   

α) Να αποδεύξετε ϐτι   f(0) = 0 ,  f ′ 0) = 1                β) Να βρεύτε το λ ώςτε  lim
x→0

  
x2  + λ f(x))2  

2x2  +  f(x))2   = 3       

12.54 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με  f(2) = 3 , f ′(2)   = 4. Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                     

α) lim
x→2

 
f x) −  3

x2 − 2x
                     β) lim

x→2
 
f2 x) − 9

x2 − 4
                 γ) lim

x→2
  

f x) + 1 − x2

x − 2
             δ) lim

x→2
  

f x) –   x + 7

x2 − 3x + 2
         

12.55 Δύνεται  f:ℝ → ℝ  με  f(1) = 1 , f ′(1)   = 1. Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                                                     

α) lim
x→1

 
f x) −  1

x2 − 1
                β) lim

h→0
 
f2 1+h) − 1

h
           γ) lim

h→0
  
 1+h)∙f 1+h) − 1 

h
        δ) lim

x→1
  

f2 x) –  3f x) + 2

x2 − 3x + 2
 

12.56 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f ′(0) = 5 . Να βρεύτε τα ϐρια :                                                                                                  

α) lim
x→0

  
f 3x) − f(0)

x
                      β) lim

x→0
 
f 3x) − f(x)

x
                   

12.57 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  με   f ′(1) = 2. Να βρεύτε το ϐριο : lim
h→0

 
f 1+2h) − f(1−3h)

h
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12.58 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ, ςυνεχόσ ςτο 1 με  lim
h→0

 
f 1+h) − 2

h
  = 3 . Να βρεύτε :                                     

α) το f ′(1)                β) το ϐριο  lim
x→1

 
f x) + x2− x − 2

x2  − 1
   

12.59 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ, ςυνεχόσ  ςτο 1 με  lim
h→0

 
f 1+h) + 3

h
  = 5 . Να βρεύτε :                                     

α) το f ′(1)                β) το ϐριο  lim
x→1

 
2f x) + x2+ x + 4

x2  − 1
 

12.60 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ ώςτε  lim
x→0

  
f x) + x2− 7x

x2− 2x
  = 2  . Να υπολογύςετε :                                       

α) το   f(0)             β) το  f ′ 0)          γ) το  lim
x→0

  
f x) + ημ x

 x+4 −2
         δ) το   lim

x→0
  

1

f x) ∙ ημ x
                                      

12.61 Αν η ςυνϊρτηςη  f  εύναι ςυνεχόσ ςτο 0  και ιςχϑει  lim
x→0

  
f x) − e  2x  + 1

ημ2x 
  = 5                                                                                      

α) Να βρεύτε το  f(0)                   β) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0  .         ΘΕΜΑ 2000 Ε ) 

 

Ε. Κανϐνεσ  Παραγώγιςησ 

12.62 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                   

α)  f x) = ex + 2x3 − lnx          β) f x) = (x2 + 1)ex            γ)  f x) = 
x2

x − 1
            δ) f x) =   

3x2 − 2x

ex       

12.63 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                    
α) f x) = x2 ∙ lnx           β) f x) =  x − 4) ∙ lnx − 5               γ) f x) = x2 ∙ ςυνx          δ)  f x) = x ∙ 2x   

12.64 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                   

α) f x) = 
 x2

ex              β) f x) = 
lnx

x
             γ) f x) =  

ημ x

x
                δ)  f x) =  

x

x2+ 1
 

12.65 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                      

α) f x) =  5x2 + 1)4          β) f x) = ημ3x − 3ln2x                            γ) f x) =  x2 + 2x + 3                                                                                               

δ) f x) = e x
2+3x               ε) f x) = ςυν(x2 − 2x + 1)                     ζ)  f x) = ln(3x2 − 4) 

12.66 Να βρεύτε την παρϊγωγο των ςυναρτόςεων                                                                                                                                                                                    

α) f x) =  x − 3x2)4                β) f x) = ex3
                     γ) f x) = −2ln2x                    δ)  f x) = ςυνex                                

ε) f x) = 4ημ3x                         ζ)  f x) = 5x2−2x 

12.67 Ομούωσ :       α) f x) =  ex − x)3             β) f x) =  x − 3 − lnx                γ) f x) = e 
 1 
x   

12.68 Ομούωσ :       α) f x) =  x2 + x)x         β) f x) =  x +
1

 x 
 

x
        γ) f x) = xlnx        δ)  f x) =  x2 + 3) x 

12.69 Ομούωσ :       α) f x) =  x23
                  β) f x) =  x43

              ( χολικϐ ) 

12.70 Δύνεται  παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ ςυνϊρτηςησ g :                                                       

α) g x) = f 2x3 + 7)                    β)  g x) = f −3x) + f  
 4 
x
               γ) g x) = f 3 e−4x      
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12.71 Δύνεται  παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ ςυνϊρτηςησ g :                                             

α) g x) = f x2 + 3x + 1)             β)  g x) = x2 ∙ f  
 1 
x
                         γ) g x) = f 2 ex − x)   

***********************************************************************************************************      

12.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
ημx ,        x ≤ 0

x2 +  x , x > 0
   . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.73 Δύνεται η  f x) =  
x2 − x ,        x ≤ 0

x3 + x ,        x > 0
   . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.74 Δύνεται η  f x) =  
x2 + x ,        x < 1
3x − 1 ,        x ≥ 1

   . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.75 Δύνεται η  f x) =  
x2 + 1 ,        x ≤ 0
ςυνx ,           x > 0

   . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.76 Δύνεται η  f x) =  
2ημx + ςυνx ,        x ≤ 0

x2 + 2 x + 1 ,         x > 0
  . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f 

12.77 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 x − 1)2 + lnx + 1 ,        0 < 𝑥 < 1

x +  x − 1)3 ,                            x ≥ 1
   . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f 

********************************************************************************************************* 

12.78 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 +   x − 2  . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

12.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =   x2 − 4x + 3  . Να βρεύτε την παρϊγωγο τησ  f . 

********************************************************************************************************* 

12.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex ∙  x2 − 2x) . Να λϑςετε την εξύςωςη  f ′ x) = 0 

12.81 Δύνεται η  f x) = ex ∙  x2 + 2x − 7) .                                                                                                                             
α) Να λϑςετε την ανύςωςη  f ′ x) > 0                                                                                                                                                          

β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→1

 
f ′ (x)

 x+3 − 2
 

12.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + x3  . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→1

 
f x) − f(1)

x − 1
 

12.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x −2

ex   . Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→+∞

 
f ′ (x)

f(x)
            

12.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2+ 1

x
                                                                                                                                     

α) Να λϑςετε την ανύςωςη  f ′ x) < 0                                                                                                                                                    

β) Να βρεύτε τα ϐρια :    β1)  lim
x→0

f ′ x)            β2)    lim
x→2

 
f x) − f(2)

 x+2 − 2
           β3)   lim

x→+∞
 
x ∙ f ′ (x)

f(x)
     

********************************************************************************************************* 
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12.85 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex + x .                                                                                                                                             
α)Να δεύξετε ϐτι η f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                          
β) Να βρεύτε την   f−1)′(1)   

12.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + x .                                                                                                                                             
α)Να δεύξετε ϐτι η f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε την   f−1)′(3)   

12.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex + x + 2 .                                                                                                                                             
α)Να δεύξετε ϐτι η f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ                                                                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε την   f−1)′(1)   

12.88 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 2x − 8 .                                                                                                                                             
α)Να δεύξετε ϐτι η f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ                                                                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε την   f−1)′(4)   

12.89 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 5 x) + 3f x) = x − 2 ,  ∀x ∈ ℝ .                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                      
β) Να βρεύτε την   f−1)′(1)    

******************************************************************************************************** 

12.90 Δύνεται  παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f x2) + x ∙ f x) = 4x2 , ∀x ∈ ℝ .                                                        
Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f 1), f ′(1) 

12.91 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ημ2x . Να δεύξετε ϐτι   f ′′(x) + 4f x) = 2   χολικϐ)            

12.92 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
 ex

x
 . Να δεύξετε ϐτι   x ∙ f ′′(x) + 2f ′ x) = xf x) , x ≠ 0 . 

12.93 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex ∙  ημx + ςυνx).                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι  f ′′(x) − 2f ′ x) + 2f x) = 0 .               β) Να βρεύτε το ϐριο lim

x→−∞
f(x) 

12.94 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x ∙ e2x. Να δεύξετε ϐτι   f ′′(x) − 4f ′ x) + 4f x) = 0 . 

12.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 ∙ lnx . Να δεύξετε ϐτι   2f x) − x ∙ f ′ x)  +  x2 = 0 . 

12.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 + 1                                                                                                                                          

α) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→−∞

f ′ x)                                                                                                                                                         

β) Να δεύξετε ϐτι   x2 + 1)f ′′(x) + xf ′ x) = f x) 

12.97 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = eλx .  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικοϑ αριθμοϑ λ                                                                       

για τισ οπούεσ ιςχϑει   2f ′′  x) − 3f x) = f ′(x)    

********************************************************************************************************                                          

12.98 Δύνεται πολυώνυμο P(x) 3ου βαθμοϑ ώςτε: P −1) = −2 , P′ 1) = P′′  −1) = −12, P′′′  2020) = 6                 

α) Να βρεύτε το πολυώνυμο  P(x)                                                                                                                                                          

β) Να λϑςετε την ανύςωςη  P′ x) > 0                                                                                                                                                           

γ) Να υπολογύςετε το ϐριο   lim
x→1

 
P x) − P(1)

P ′′ (x)
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12.99  Δύνεται η  f x) = ex αx2 + βx + γ)  για την οπούα ιςχϑει   f 0) = −7 , f ′(0) = −5 , f′′ 0) = −1            

α) Να δεύξετε ϐτι  α = 1 ,β = 2 , γ = −7                                                                                                                                                  

β) Να λϑςετε την ανύςωςη f ′ x) > 0                                                                                                                                        

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f ′′(x) + f ′ x) = −14ex                                                                                                                                

δ) Να βρεθεύ το ϐριο  lim
x→−5

 
f ′ (x)

 4 – x − 3

        

12.100 Δύνεται  παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  f 2 x) − 1 = ex ex + 2)  με  f ′(0) = −1                                                                                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = −ex − 1                                                                                                                                                            

β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                    

γ) Να βρεύτε τα ϐρια   lim
x→−∞

 
f x) + 4x

3x  + 4x     και   lim
x→+∞

 
f x) + 4x

3x  + 4x                                                                                                        

δ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  
f(x)

f ′ (x)
  − 

f ′′ (x)

f(x)
  = x   ϋχει τουλϊχιςτον μια θετικό ρύζα.    

 

 

 

 

        

                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

Ο Γκϐτφριντ Βύλχελμ Λϊιμπνιτσ  (1646 - 1716) 

όταν Γερμανϐσ φιλϐςοφοσ, μαθηματικϐσ, 

διπλωμϊτησ, φυςικϐσ , ιςτορικϐσ , βιβλιοθηκονϐμοσ και 

διδϊκτορασ των λαώκών και εκκληςιαςτικών Νομικών. 

Μιλοϑςε 7 γλώςςεσ.                                                                                             

Κατϋχει εξϋχουςα θϋςη ςτην ιςτορύα των μαθηματικών 

και τησ φιλοςοφύασ, ϋχοντασ αναπτϑξει τον διαφορικϐ και 

ολοκληρωτικϐ λογιςμϐ, ανεξϊρτητα απϐ τον Νεϑτωνα.                                                                   

Ο Λϊιμπνιτσ όταν ϋνασ απϐ τουσ ςημαντικϐτερουσ 

φιλοςϐφουσ του 17ου και του 18ου αιώνα και ϋχει 

αποκληθεύ «ο πολυμαθϋςτεροσ ϊνδρασ μετϊ τον 

Αριςτοτϋλη»  
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▶ Αν μια ςυνϊρτηςη  f  δεν  

εύναι παραγωγύςιμη ςτο x0, 

τϐτε δεν ορύζεται εφαπτομϋνη 

τησ  Cf  ςτο  A x0 , f x0)  

 

 
ΠΡΟΟΦΗ 

 

 

 

 

●  Έςτω  f  μια ςυνϊρτηςη και  A x0  , f x0)   ϋνα ςημεύο τησ  Cf  .                                                                                    

Αν υπϊρχει το ϐριο  lim
x→x0

 
 f x) – f x0)

x – x0
   και εύναι ϋνασ πραγματικϐσ 

αριθμϐσ  λ , τϐτε ορύζουμε  ωσ  εφαπτομϋνη τησ  𝐂𝐟  ςτο ςημεύο                                

τησ Α , την ευθεύα που διϋρχεται απϐ το Α                                                                           

και ϋχει ςυντελεςτό διεϑθυνςησ λ.                                                                                                                                               

Επομϋνωσ η εφαπτομϋνη αυτό ϋχει εξύςωςη :        

 

 

 

 

▶ Ο ςυντελεςτόσ διεϑθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   μιασ παραγωγύςιμησ ςυνϊρτηςησ f  ,                           

ςτο ςημεύο  A x0 , f x0)   εύναι η παρϊγωγοσ τησ f  ςτο x0 .  Δηλαδό   𝛌 = 𝐟 ′ 𝐱𝟎) 

▶ Σην κλύςη  f ′ x0)  τησ εφαπτομϋνησ θα τη λϋμε και κλύςη τησ  𝐂𝐟 ςτο Μ  ό  κλύςη τησ  f ςτο  𝐱𝟎   

▶ Η κλύςη  f ′ x0)  τησ εφαπτομϋνησ ε  ιςοϑται με την  εφω ,  ϐπου ω η γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα ε                

με τον ϊξονα  x’x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. Εφαπτϐμενεσ 

𝐲 − 𝐟 𝐱𝟎) = 𝐟 ′ 𝐱𝟎) ∙  𝐱 − 𝐱𝟎) 
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Ασκήσεις 
 Tangent  line  to  a  curve 

Εφαπτομϋνη ευθεύα ςε 
μια καμπϑλη 

 

 

 

Α. Με  γνωςτϐ  το ημεύο  Επαφόσ 

13.1 Δύνεται η  f x) = x3 − 5x. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ 
εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2))     

13.2 Δύνεται η f x) = x2 + lnx. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ                                        
εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) .    

13.3 Δύνεται  f x) = x ∙ ex. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(0, f(0)) .    

13.4 Δύνεται  f x) = lnx − 3ex + 1. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο Α(1, f(1))   

13.5 Δύνεται η f x) =  
x2 

1 − x
 .  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) 

13.6 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2 − 2x + 3

x  − 2
 . Αν το ςημεύο Α α ,α + 3) ανόκει ςτην Cf  , τϐτε να βρεύτε :                                                 

α) τον αριθμϐ α                              β) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο  Α    

13.7  Δύνεται η  f x) =  
lnx

x 
 . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(e, f(e)) .    

13.8 Δύνεται η  f x) = ex2 − 5x + 4. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  ςτο ςημεύο Α(1, f(1)) . 

13.9 Δύνεται η  f x) = ln x2 +  1). Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  ςτο ςημεύο Α(1 , f(1)) . 

13.10 Δύνεται  f x) = ημ2x + xςυνx.Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  ςτο ςημεύο Α(π, f(π)) 

13.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x3 − 16x .  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων  τησ  Cf                                   
ςτα ςημεύα τομόσ τησ με  τον ϊξονα  x’x  

********************************************************************************************************** 

13.12  Αν  f x) =  
1

1 − x
 ,     x < 0

ημx + 1 , x ≥ 0  

     να αποδεύξετε ϐτι ορύζεται εφαπτϐμενη τησ  Cf  ςτο ςημεύο Α 0 , 1),            

η οπούα ςχηματύζει γωνύα  45ο  με τον ϊξονα  x’x          χολικϐ) 

13.13 Δύνεται η  f x) =  
3x2 − 9 ,       x < 2

x3 − 5 ,         x ≥ 2
  .  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  τησ  Cf    :                                                                                                     

α) ςτο ςημεύο τησ  Α(−1 , f(−1))                                 β) ςτο ςημεύο τησ  Β(2 , f(2)) 

13.14 Δύνεται η  f x) =  
x2 −  x + 2 ,    x ≤ −2

2x2 +  3x + 6, x > −2
  . Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο  Α(−2 , f(−2))  

13.15 Δύνεται η  f x) =  
x3 + 4 x − 6, x ≤ −1  

x2 + 9x − 3 , x > −1 
 . Να βρεύτε την εφαπτομϋνη  τησ  Cf   ςτο  Α(−1 , f(−1)) . 

13.16 Δύνεται η  f x) =  
2 x + 1 ,           x ≥ 1

x3 − x2 + 3 ,     x < 1
  .Να βρεύτε την εφαπτομϋνη  τησ  Cf   ςτο  Α(1 , f(1)) . 
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13.17 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2 + αx ,                      x ≤ 2

x3 + 2αx2 − x + 4 , x > 2
  .  Να βρεύτε :                                                                                      

α) την τιμό του πραγματικοϑ αριθμοϑ α                                                                                                                                                    
β) την εφαπτομϋνη  τησ  Cf   ςτο  Α(2 , f(2)) 

********************************************************************************************************* 

13.18 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ ώςτε  3x − 2 ≤ f x) ≤ 2x2 − 5x + 6 , ∀x ∈ ℝ .                                              
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) . 

13.19 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ ώςτε  x2 + 6x ≤ f x) ≤ x + ημ5x ,  ∀x ∈ ℝ .                                                 
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  τησ Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(0, f(0)) . 

********************************************************************************************************* 

13.20 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ   ώςτε : 2f x + 1) + 2f 1 − x) = ςυν2x ,  ∀x ∈ ℝ .                                  
Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x  η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο x0 = 1  

13.21 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑει  f 3 x) + f x) − 2x = 8x3 , ∀x ∈ ℝ.                          
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(0, f(0)) . 

13.22 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f ex + 1) = e2x + ex − 3                            
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) 

13.23 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:  0 , +∞) → ℝ  για  την οπούα ιςχϑει  f e−x) = x2 − 2x + 4 .                                                            
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) .   

13.24 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:  2 , +∞) → ℝ ώςτε  να ιςχϑει  ef x) +  x − 2)f x) = x2 − 8.                                                          
Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο Α(3, f(3))                      

13.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ με  f ′ 2) > 0.𝛢𝜈 𝜄𝜍𝜒ϑ𝜀𝜄  f f x) = x2 − 3x + 4 ,                                                                                                                                    

να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ Α(2, f(2)) 

13.26 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:  0 , +∞) → ℝ  ώςτε να ιςχϑει  f x3) + f x) = 4lnx + 2 , x > 0 .                                                                           
α) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ Α(1, f(1))                                                      

β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→1

  
f x)− x

x − 1
            

13.27 Δύνεται η παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2 + αx + β ,   x ≤ 1
2αx + 2β − 5 , x > 1

  . Να βρεύτε :                                                  

α) τισ τιμϋσ των πραγματικών αριθμών α  και  β                                                                                                                    
β) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ Α(1, f(1))                                                                                            
γ) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cg  με   g x) = f 2 x) + f x3) ςτο ςημεύο τησ B(1, g(1))                                                       

********************************************************************************************************** 

13.28 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + x + 1 .                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                             
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf −1   ςτο  ςημεύο με τετμημϋνη 3 . 
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13.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 3x .                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                                             
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf −1   ςτο  ςημεύο με τετμημϋνη 4 . 

********************************************************************************************************** 

13.30 Αν η ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ ςτο 2  και ιςχϑει  lim
x→2

  
f x) + x3  − 5

x − 2
   = 7  ,                                                                          

να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) . 

13.31 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→1

  
f x)− 2x + 1

x − 1
   = 0 ,                                                                                                                              

να βρεύτε  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  τησ Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) . 

13.32 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για  την οπούα ιςχϑει  lim
x→2

  
f x)− 2x + 3

x − 2
   = 0 , να βρεύτε                                                                                         

την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) . 

13.33 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για  την οπούα ιςχϑει  lim
x→2

  
f x)− x2

 x+2 − 2
   = 0 , να βρεύτε                                                                                         

την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(2, f(2)) . 

13.34 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  lim
x→1

  
f x)−  x + 3

x − 1
   = 3 ,                                                                                                                              

να βρεύτε  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  τησ Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) . 

13.35 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  ώςτε να ιςχϑει  lim
x→0

  
f x)− 3x − 2011

ημ3x 
   = 0, να βρεύτε:                            

α) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  ςτο ςημεύο τησ  Α(0, f(0))                                                                                                                             

β) το ϐριο  lim
x→−1

  
f x+1) − 2011

x2+ x 
                                                              

********************************************************************************************************** 

13.36 Δύνεται η   f x) =  xlnx . Να βρεύτε  :                                                                                                                                                              
α) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ Α(e, f(e)) .                                                                                           
β) το εμβαδϐ του τριγώνου που ςχηματύζει η εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ. 

13.37 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x 
2
x . Να βρεύτε :                                                                                                                                                             

α) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο  ςημεύο τησ Α(1, f(1)) .                                                                                           
β) το εμβαδϐ του τριγώνου που ςχηματύζει  η εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ. 

13.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f x + ςυνx) = ex + e2x . Να βρεύτε :                                                                                                         
α) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf    ςτο ςημεύο τησ Α(1, f(1)) .                                                                                           
β) το εμβαδϐ του τριγώνου που ςχηματύζει  η εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ. 

13.39 Δύνεται παραγωγύςιμη f ςτο (−1 , 1) ώςτε  f ημx) = exςυνx , ∀x ∈  −
π
2

 ,
π
2

  . Να δεύξετε ϐτι η 

εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο Α(0, f(0)) ςχηματύζει με τουσ ϊξονεσ ιςοςκελϋσ τρύγωνο  χολικϐ) 

13.40 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ με  f 4) = 1 και  lim
x→1

  
f x) – 3x

x − 1
   = 2                                                                              

α) Να βρεύτε  την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α(1, f(1)) .                                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι η ευθεύα  y = x + 1 τϋμνει την  Cf  ςε ςημεύο με τετμημϋνη x0 ∈  1 , 4) 
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13.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex − x . Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈  0 , 2)                                          
τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ  Cf  το  Α x0 , f x0)  να διϋρχεται απϐ το  Μ 1 , 0) 

13.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex − x + 1. Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈  −2 , 0)                                          
τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf    ςτο Α x0 , f x0)  να διϋρχεται απϐ το  Μ 1 , 1) 

13.43 Δύνεται η  f x) = −x2 + 3x + e−x2
. Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈  0 , 1)                                                   

τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο Α x0 , f x0)  να διϋρχεται απϐ το Μ 0 , 2) 

13.44 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f x) =  
x +

ημx
x

 ,       x ≠ 0

α ,                   x = 0
                                                                                       

α) Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ α                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο 0 και να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο  Μ(0, f(0))                                                                                                                                                                 
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η ευθεύα  y = x  εύναι αςϑμπτωτη τησ  Cf  ςτο +∞ 

********************************************************************************************************** 

13.45 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f x) =  

1
1 − x

 ,                    x ≤ 0

ημx + ςυνx  , 0 < 𝑥 <
3π
2

       Να δεύξετε ϐτι ορύζεται 

εφαπτϐμενη τησ  Cf  ςτο ςημεύο Α 0 , 1), η οπούα ςχηματύζει γωνύα  45ο  με τον ϊξονα  x’x  ( ΘΕΜΑ 2020 )                                                                                                                                                                          

 

Β. Να  διϋρχεται  απϐ  Γνωςτϐ  ημεύο 

13.46 Δύνεται η f x) = x2 − 6x + 11 . Να βρεύτε τισ εφαπτϐμενεσ τησ Cf  που διϋρχονται απϐ το Α(1 , 6)  

13.47 Δύνεται η  ςυνϊρτηςη  f x) = x2. Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτϐμενων τησ  Cf   που διϋρχονται 
απϐ το ςημεύο  Α(0, −1).                   χολικϐ ) 

13.48 Δύνεται η f x) = x2 − x . Να βρεύτε τισ εφαπτϐμενεσ τησ Cf  που διϋρχονται απϐ το ςημεύο  Α(3 , 5). 

13.49 Δύνεται η f x) = 
7 − 2x

3 − x
 . Να βρεύτε τισ εφαπτϐμενεσ τησ  Cf   που διϋρχονται απϐ το ςημεύο Α 3 , 0)   

13.50 Δύνεται η  f x) = x3 + 1 .Να βρεύτε τισ εφαπτϐμενεσ τησ Cf  που διϋρχονται απϐ το ςημεύο  Α(0 , 2) . 

13.51 Δύνεται η f x) = x3 − x. Να βρεύτε τισ εφαπτϐμενεσ τησ Cf  που διϋρχονται απϐ το ςημεύο  Α(−2 , 2)  

13.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
lnx

 x
 .  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                         

που διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων  

13.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − lnx . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                         
που διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων 

13.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 + αx + 6, α ∈ ℝ . Η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  Μ(4, f(4))  
διϋρχεται απϐ το ςημεύο Κ(2,−4) . Να βρεύτε :                                                                                                                      
α) την τιμό του α                                                                                                                                                                                         
β) τισ εφαπτϐμενεσ τησ Cf  που διϋρχονται απϐ το ςημεύο  Α(3 ,−1) 
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Γ. Εφαπτομϋνη με Γνωςτό Κλύςη 

13.55 Δύνεται η  f x) = x3 − 3x + 5 . Να βρεύτε τα ςημεύα τησ  Cf  ςτα οπούα η εφαπτϐμενη εύναι :                            
α) παρϊλληλη ςτην ευθεύα  y = 9x + 1       β) κϊθετη προσ την ευθεύα  y = x      χολικϐ ) 

13.56 Δύνεται η  f x) = x2 − x .  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ  τησ  Cf   η οπούα εύναι:                                                                                                                                                                                                                         
α) παρϊλληλη ςτην ευθεύα  δ: 3x + y + 5 = 0                    β) κϊθετεσ ςτη διχοτϐμο του 1ου τεταρτημορύου                                    
γ) παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x                                                  δ) ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x  γωνύα 135° 

13.57 Δύνεται η  f x) = x3 −  2x2 + x + 2 . Να βρεύτε τισ εφαπτϐμενεσ τησ  Cf   οι οπούεσ εύναι:                                                                                                                                                                                                                         
α) παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ: 5x − y + 2 = 0                   β) κϊθετεσ ςτην ευθεύα  ζ: x + y = 0  

*********************************************************************************************** 

13.58 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 3xlnx − 2e2 . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ  τησ  Cf                                                                         
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την ευθεύα  δ: y = 9x + 2018 

13.59 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x + 1 . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ  τησ  Cf                                                                         
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την ευθεύα  δ: x − 4y + 12 = 0 

13.60 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2ex + x2 . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ  τησ  Cf                                               
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την ευθεύα  δ: 2x − y + 1 = 0 

13.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2x + 
1 + lnx

x
   Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων                                       

τησ  Cf   οι οπούεσ εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ: y = 2x 

13.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x ∙ lnx . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ  τησ  Cf                                        
η οπούα εύναι παρϊλληλη προσ την διχοτϐμο  τησ  πρώτησ γωνύασ των αξϐνων .   

13.63 Δύνονται οι  f x) =
1 + x2

x − 1
 ,  g x) = x2 +

5
2

x. Να εξετϊςετε αν οι εφαπτϐμενεσ ςτισ γραφικϋσ             

παραςτϊςεισ των  f , g  ςτα ςημεύα με  τετμημϋνη  −1  εύναι παρϊλληλεσ . 

******************************************************************************************************** 

13.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 7x + 3 . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ  τησ  Cf                                                     
η οπούα εύναι κϊθετη προσ την ευθεύα  δ: x − 5y + 5 = 0                                   

13.65 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 4x − x ∙ lnx. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ  τησ  Cf                                                     
η οπούα εύναι κϊθετη προσ την ευθεύα  δ: x + 3y + 5 = 0     

13.66 Δύνεται η  f x) = ex−1 −
3
2

x2 + 2x + 1 . Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει ςημεύο x0 ∈  0 , 1)                                          

τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο Α x0 , f x0)  να εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα   x + y − 1 = 0 

*******************************************************************************************************                               

13.67 Δύνεται η  f x) = x3 −  3x2 − 10x + 5. Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                       
που ςχηματύζουν με τον ϊξονα x’x  γωνύα 135°. 

13.68 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 −  lnx . Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                                                      
που ςχηματύζουν  με τον ϊξονα x’x  γωνύα 45°. 
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13.69 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex .  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                                                                      
που ςχηματύζουν  με τον ϊξονα x’x  γωνύα 45° 

******************************************************************************************************** 

13.70  Να βρεύτε τα ςημεύα τησ  Cf  , ςτα οπούα οι εφαπτϐμενεσ εύναι παρϊλληλεσ ςτον ϊξονα x’x αν:                        

α) f x) = x + 
 4 

x 
             β) f x) = 

 x 

ex            γ) f x) = 
 x2+ 1 

x 
      χολικϐ ) 

13.71 Να βρεύτε τα ςημεύα τησ  Cf  , με  f x) = ημ2x − 2ημ2x  , x ∈  0 , 2π  , ςτα οπούα η εφαπτομϋνη τησ 
εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x                  χολικϐ )    

13.72 Δύνεται η  f x) = x2 − 2x + 3. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ οριζϐντιασ εφαπτϐμενησ τησ Cf                                         

13.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 12x + 2 . Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων τησ Cf                                        
που  εύναι παρϊλληλεσ με τον ϊξονα x’x . 

*********************************************************************************************************** 

13.74 Δύνεται η ςυνεχόσ  f x) =   
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + 1   , x ≤ 1   
 Να βρεύτε τα ςημεύα τησ  Cf   ςτα οπούα η                                                                      

εφαπτϐμενη εύναι παρϊλληλη προσ την ευθεύα   y = −
1
4

x + 2018  και να γρϊψετε τισ εξιςώςεισ των 

εφαπτϐμενων ςτα ςημεύα αυτϊ.        ΘΕΜΑ 2018Ε ) 

 

Δ. Εϑρεςη  Παραμϋτρων  ςτισ  Εφαπτϐμενεσ 

13.75 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
αx + α

x + α  
  με α ≠ 0 . Να βρεύτε τισ τιμϋσ του α για τισ οπούεσ η κλύςη                        

τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α 0 , 1) εύναι ύςη με  
1

 2 
       χολικϐ ) 

13.76 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 + βx + γ .  Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Μ(−1 , 6) εύναι                                             
παρϊλληλη ςτην ευθεύα  ζ: 5x + y − 2020 = 0.  Να βρεύτε                                                                                                                                                                       
α) την τιμό των β , γ                                                                                                                                                                                                             
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτϐμενων τησ Cf   που διϋρχονται απϐ το ςημεύο Α 4 , 5) 

13.77 Δύνεται η  f x) = αx3 + βx2 + 9x − 12 . Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Κ(2 ,−10) εύναι                                                      
παρϊλληλη ςτην ευθεύα ζ: y = −3x + 5. Να βρεύτε:                                                                                                                                                                                   
α) την τιμό των α , β                                                                                                                                                                                                                                     
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτϐμενων τησ Cf  που  εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  δ: 48x − 2y + 6 = 0. 

******************************************************************************************************** 

13.78 Δύνεται η  f x) = αx3 + βx2 + 9x − 2 .  Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Κ(2 ,−10) εύναι κϊθετη                                             
ςτην ευθεύα  δ ∶  x − 3y + 1 = 0 . Να βρεύτε την τιμό των α , β 

13.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 + αx + 6 .  Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Μ(4 , f(4)) εύναι κϊθετη                                                           
ςτην ευθεύα  δ: 2x + 6y − 2020 = 0. Να βρεύτε                                                                                                                                                                                                              
α) την τιμό του α                                                                                                                                                                                                                  
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτϐμενων τησ Cf  που  διϋρχονται απϐ το ςημεύο Α 3 , −1) 
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********************************************************************************************************* 

13.80 Δύνεται η  f x) = x3 − x2 + αx + β . Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α −1 , 6)  ςχηματύζει γωνύα με τον 
ϊξονα x’x ,  να βρεύτε τα α , β .  

13.81 Δύνεται η  f x) = αx3 − βx2 + 1 . Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α −1 , 2)  ςχηματύζει γωνύα  
 3π  

4
                                  

με τον ϊξονα x’x ,  να βρεύτε τα α , β .  

******************************************************************************************************** 

13.82 Δύνεται η  f x) = 
3x2+ α−1)x + β  − 2 

x2+ x + 2
    Να βρεύτε τα α , β  αν η Cf  διϋρχεται απϐ την αρχό                          

των αξϐνων και η εφαπτϐμενη τησ ςτο Α(1 , f(1))   εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x 

******************************************************************************************************* 

13.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 + αx + β .  Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο  Α(2 , 5)                                                
ϋχει εξύςωςη  ζ: y = 7x − 9.  Να βρεύτε την τιμό των α , β 

13.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 + αx + β . Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο Α(1 , f(1))                                                
ϋχει εξύςωςη  ζ: y = 2x + 6. Να βρεύτε την τιμό των α , β 

13.85 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = αx2 + βx + γ ,α,β, γ ∈ ℝ . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β, γ                                              
για τισ οπούεσ η  Cf   διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α 1 , 2)  και εφϊπτεται τησ ευθεύασ   y = x  ςτην αρχό                          
των αξϐνων                              χολικϐ ) 

13.86 Δύνεται η f x) = x3 + αx2 + βx + 3 . Η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο Α(2 , f(2))                                                
ϋχει εξύςωςη  ζ: y = −3x − 1. Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                      
α) την τιμό των α , β                                                                                                                                                                                                                   
β) τισ εξιςώςεισ των εφαπτϐμενων τησ Cf  που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα δ: 12x − 2y + 2020 = 0. 

13.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 + αx + β . Η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο Α(−3 , f(−3)) ϋχει                                            
εξύςωςη την  ζ: y = −4x − 8. Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                     
α) την τιμό των α , β                                                                                                                                                                                                          
β)τισ εξιςώςεισ των εφαπτϐμενων τησ Cf  που διϋρχονται απϐ το ςημεύο  Α(−1,−1) 

13.88 Δύνεται η  f x) = x2 + 2κx + 3κ + 4 .  Να βρεύτε το  κ ∈ ℝ ώςτε η  Cf   να εφϊπτεται                               
ςτον ϊξονα  x’x  

13.89 Δύνεται  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ τησ οπούασ  η  γραφικό παρϊςταςη ςτο Α 4 , f 4)) ϋχει                                                       

εφαπτομϋνη  την ευθεύα   y = x − 1. Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→4

  
f2 x ) −  9

 x  − 2
                        . 

********************************************************************************************************** 

13.90 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 1) ∙ ln x2 − 2x + 2) + αx + β . Η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                             
ςτο  Α(1 , 1)  ϋχει εξύςωςη  ε: y = −x + 2.  Να δεύξετε ϐτι  α = −1 ,β = 2    ΘΕΜΑ 2019 ) 
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Ε.  Κοινϋσ  Εφαπτομϋνεσ 

13.91 Να αποδεύξετε ϐτι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ των ςυναρτόςεων f x) = x2 ,  g x) = 
1

2x
 + 

1

2
                               

ςτο  κοινϐ τουσ ςημεύο Α 1 , 1), εύναι κϊθετεσ      χολικϐ) 

13.92 Να αποδεύξετε ϐτι οι γραφικϋσ παραςτϊςεισ  των ςυναρτόςεων f x) = 
1

x
 ,  g x) = x2 − x + 1                                            

ϋχουν ϋνα μϐνο κοινϐ ςημεύο, ςτο οπούο οι  εφαπτϐμενεσ εύναι κϊθετεσ                  χολικϐ) 

***************************************************************************************************** 

13.93 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f x) = 2x2 − 7x + 7  και  g x) = x2 − 3x + 3. Να αποδεύξετε ϐτι                                          
οι  Cf ,  Cg   ςτο κοινϐ τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη , τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη. 

13.94 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 − 3x + 4 και  g x) = 3(x2 − x). Να αποδεύξετε ϐτι οι  Cf  , Cg                                        

ςτο κοινϐ  τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη , τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη. 

13.95 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f x) =  
 4 

x
  και  g x) = 6 − 2x2. Να αποδεύξετε ϐτι οι  Cf ,  Cg                                        

ςτο κοινϐ τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη,  τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη   

13.96 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f x) = −2x2 + 3x  και  g x) = 
 1 

x
 . Να αποδεύξετε ϐτι οι  Cf ,  Cg                                           

ςτο κοινϐ τουσ ςημεύο ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη , τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη. 

********************************************************************************************************* 

13.97 Δύνεται η  f x) = x2 − 2x + 8 . Να αποδεύξετε ϐτι η ευθεύα  y = 2x + 4 εφϊπτεται ςτη  Cf  

13.98 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ex  και  g x) = −x2 − x . Να αποδεύξετε ϐτι η εφαπτϐμενη                             
τησ  Cf   ςτο ςημεύο Α 0 , 1)  εφϊπτεται και ςτην  Cg          χολικϐ ) 

13.99 Δύνεται η  f x) = x2 + α ∙ lnx + 3 , α ∈ ℝ . Η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο  Α(2 , f(2))  εύναι παρϊλληλη 
ςτον ϊξονα  x’x . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                        
α) τον αριθμϐ α                                                                                                                                                                              
β) το  β ∈ ℝ , ώςτε η ευθεύα  y = −6x + β να εφϊπτεται ςτη  Cf  

********************************************************************************************************* 

13.100 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = αx2 + βx + 3  και  g x) = x2 − αx − β. Να βρεύτε τα α , β                                      
ώςτε οι  Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 . 

13.101 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = αx2 + βx + 2  και  g x) = 
 1 

x
 Να βρεύτε τα α , β                                      

ώςτε οι  Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1.   χολικϐ ) 

13.102 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 − x + α και  g x) = βx2 − 2αx + β. Να βρεύτε τα α , β                                   
ώςτε οι  Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο  τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 

13.103 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x ∙ lnx  και  g x) = αx2 + βx + 1. Να βρεύτε τα α , β ώςτε                              
οι  Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 . 
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13.104 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  
 lnx  

x
   και  g x) = αx2 + 2βx + 2. Να βρεύτε τα α , β  ώςτε                                                         

οι  Cf  , Cg    να ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη ςτο  ςημεύο τουσ  με τετμημϋνη  x0 = 1 . 

13.105 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = −2x2 + αx  και  g x) = −x2 +  α − 4)x + 4 , α ∈ ℝ .                                          
Οι εφαπτϐμενεσ των Cf  , Cg  ςτα ςημεύα τουσ  Α(1, f(1))  και  B(1, g(1))  εύναι αντύςτοιχα κϊθετεσ.                                

α) Να βρεύτε τον αριθμϐ α                                                                                                                                                                          
β) Να αποδεύξετε ϐτι οι Cf  , Cg  ϋχουν ςε κοινϐ τουσ ςημεύο κοινό εφαπτομϋνη, την οπούα να βρεύτε.                            
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Α. Οριςμϐσ  Ρυθμοϑ  Μεταβολόσ 

   

 

 

 

 

 

Β. Ευθϑγραμμη  Κύνηςη 

● Αν ϋνα ςώμα κινεύται ςε ϋναν ευθϑγραμμο ϊξονα και η θϋςη του πϊνω ςε αυτϐν δύνεται απϐ μια 

παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  x(t) , τϐτε : 

① Η  ςτιγμιαύα ταχϑτητα  𝛖 𝐭𝟎)  του ςώματοσ τη χρονικό ςτιγμό  t0 εύναι ύςη με τον ρυθμϐ μεταβολόσ 

τησ μετατϐπιςησ τη χρονικό ςτιγμό  t0 . Δηλαδό :    𝛖 𝐭𝟎) = 𝐱′ 𝐭𝟎)  

② Η ςτιγμιαύα επιτϊχυνςη  𝛂 𝐭𝟎) του ςώματοσ τη χρονικό ςτιγμό  t0 εύναι ύςη με τον ρυθμϐ μεταβολόσ 

τησ ταχϑτητασ τη χρονικό ςτιγμό  t0 . Δηλαδό :    𝛂 𝐭𝟎) = 𝛖′ 𝐭𝟎) = 𝐱′′  𝐭𝟎)  

③ Σο ςώμα εύναι ςτιγμιαύα ακύνητο τισ χρονικϋσ ςτιγμϋσ  t0 για τισ οπούεσ ιςχϑει  𝛖 𝐭) = 𝟎 , κινεύται  

προσ τη θετικό φορϊ  ϐταν  𝛖 𝐭) > 𝟎  και  προσ την αρνητικό φορϊ  ϐταν  𝛖 𝐭) < 𝟎 . 

 

Γ. Προβλόματα  Οικονομύασ 

● την Οικονομύα, το κϐςτοσ παραγωγόσ Κ , η εύςπραξη Ε και το κϋρδοσ Ρ εκφρϊζονται ςυναρτόςει τησ 

ποςϐτητασ  x  του παραγϐμενου προώϐντοσ.                                                                                                                         

Έτςι η παρϊγωγοσ  𝚱′ 𝐱𝟎) παριςτϊνει τον ρυθμϐ μεταβολόσ του κϐςτουσ Κ ωσ προσ την ποςϐτητα  x  ,                         

ϐταν  x = x0   και λϋγεται  οριακϐ κϐςτοσ ςτο  𝐱𝟎 .                                                                                                                                                                                  

Ανϊλογα η παρϊγωγοσ  𝚬′ 𝐱𝟎)  λϋγεται οριακό εύςπραξη  ςτο  𝐱𝟎 ,  ενώ η παρϊγωγοσ  𝚸′ 𝐱𝟎)  λϋγεται 

οριακό κϋρδοσ  ςτο  𝐱𝟎  .                                      

 

 

 

14. Ρυθμϐσ  Μεταβολόσ 

   Αν δϑο μεταβλητϊ μεγϋθη  x , y  ςυνδϋονται με τη ςχϋςη  y = f x) , 

  ϐταν  f  εύναι μια ςυνϊρτηςη παραγωγύςιμη ςτο x0 , 

  τϐτε ονομϊζουμε ρυθμϐ μεταβολόσ του  y  ωσ προσ  x  ςτο ςημεύο  𝐱𝟎 

  την παρϊγωγο   𝐟 ′ 𝐱𝟎)  

 

                       

 

το 
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Ασκήσεις 
 Rate of  change 

Ρυθμϐσ μεταβολόσ                               

 

 

 

14.1 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 3x2 + 1.                                                        
Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ :                                                                                       
α) τησ  f  ωσ προσ  x  ςτο ςημεύο  x0 = 1                                                                                                                                                               
β) του ςυντελεςτό διεϑθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ  τησ  Cf                                                                                                                                      
ςτο Μ x , f x)  ωσ προσ  x  ςτο  x0 = 2     

14.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 3x .                                                                                                                                                           
α) Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ :                                                                                                                                                     
α1) τησ  f  ωσ προσ  x  ςτο ςημεύο  x0 = 0                                                                                                                         
α2) του ςυντελεςτό διεϑθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf  ςτο Μ x , f x)   ωσ προσ  x  ςτο  x0 = 1                                 

β) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του  x  ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ  f  ωσ προσ  x  εύναι θετικϐσ και για                                      
ποιεσ εύναι αρνητικϐσ ; 

14.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2x3 + αx2 + 8x − 9. Να βρεύτε τον αριθμϐ α  αν ο αριθμϐσ μεταβολόσ                                           
τησ  f  ωσ προσ  x , ϐταν  x = 2  εύναι 12 .                                                                                                                     

********************************************************************************************************** 

14.4 Η θϋςη x(t) ενϐσ υλικοϑ ςημεύου που κινεύται πϊνω ςε ϊξονα , δύνεται απϐ τη ςχϋςη :                                                 
x t) = 2t3 − 12t2 + 18t − 5 , t ∈  0 , 4   ο χρϐνοσ ςε s . Να βρεύτε :                                                                                             
α) την ταχϑτητα και την επιτϊχυνςη του υλικοϑ  ςημεύου τη χρονικό ςτιγμό  t = 2 s                                                                
β) ποιεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ το ςημεύο εύναι ςτιγμιαύα ακύνητο                                                                                                           
γ) ςε ποια χρονικϊ διαςτόματα  κινεύται προσ τη θετικό κατεϑθυνςη και ςε ποια προσ την αρνητικό                                                                                                                                                               
δ) το ολικϐ διϊςτημα που διϋνυςε το ςημεύο κατϊ τα πρώτα 4 s 

14.5 Η θϋςη x(t) ενϐσ υλικοϑ ςημεύου που κινεύται πϊνω ςε ϊξονα , δύνεται απϐ τη ςχϋςη :                                                 
x t) = −t3 + 12t2 − 36t  , t  ο χρϐνοσ ςε s . Να βρεύτε :                                                                                                                                                       
α) την ταχϑτητα και την επιτϊχυνςη του υλικοϑ ςημεύου τη χρονικό ςτιγμό  t = 1 s                                                                
β) ποιεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ το ςημεύο εύναι ςτιγμιαύα ακύνητο                                                                                                           
γ) ςε ποια χρονικϊ διαςτόματα κινεύται προσ τη θετικό κατεϑθυνςη και ςε ποια προσ την αρνητικό                                                                                                                                                                
δ) το ολικϐ διϊςτημα που διϋνυςε το ςημεύο κατϊ τα πρώτα 7 s 

14.6 Η θϋςη x(t) ενϐσ υλικοϑ ςημεύου που κινεύται πϊνω ςε ϊξονα , δύνεται απϐ τη ςχϋςη :                                                 
x t) = t3 − 9t2 + 24t + 6  , t ≥ 0    ο χρϐνοσ ςε s . Να βρεύτε :                                                                                             
α) την ταχϑτητα τη χρονικό ςτιγμό  t = 3 s                                                                                                                                       
β) τη χρονικό ςτιγμό κατϊ την οπούα η ταχϑτητα του ςημεύου εύναι   −3 m/s                                                                                                          
γ) ποιεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ το ςημεύο εύναι  ακύνητο                                                                                                                                  
δ)  την επιτϊχυνςη  τη χρονικό ςτιγμό  t = 2 s                                                                                                                 
ε) ςε ποια χρονικϊ διαςτόματα κινεύται  προσ τη θετικό κατεϑθυνςη και ςε ποια προσ την αρνητικό                                                                                                                                                               
ςτ) το ολικϐ διϊςτημα που διϋνυςε το ςημεύο κατϊ τα πρώτα 10 s 

********************************************************************************************************* 

14.7 Δύνονται τα ςημεύα  Α(x , 4) , Β(−1 , x + 7) . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ απϐςταςησ                                                  
των ςημεύων Α και Β ωσ προσ  x , ϐταν  x = 5 . 

14.8 Ένα ορθογώνιο παραλληλϐγραμμο ΑΒΓΔ  ϋχει περύμετρο  14 cm και η πλευρϊ του ΑΒ ϋχει                                     
μόκοσ  x cm. Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ του ΑΒΓΔ ωσ προσ  x , ϐταν  x = 5 . 
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14.9 Ένα ορθογώνιο παραλληλϐγραμμο ϋχει μόκοσ διπλϊςιο του πλϊτουσ του. Αν το εμβαδϐν του 
αυξϊνεται με ρυθμϐ  5 cm2/s , να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του πλϊτουσ του τη χρονικό ςτιγμό που 
αυτϐ ιςοϑται με 6 cm .                                          

14.10  Η ακτύνα ενϐσ κϑκλου αυξϊνεται με ρυθμϐ   10 μον/s. Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του 
κυκλικοϑ δύςκου τη χρονικό ςτιγμό που η ακτύνα του εύναι ύςη με 10 μον. 

14.11 Σο εμβαδϐν ενϐσ κϑκλου μειώνεται με  ρυθμϐ  4π cm2/s . Ση χρονικό ςτιγμό κατϊ την οπούα                                      
το μόκοσ του κϑκλου εύναι 3 cm , να βρεύτε τον ρυθμϐ :                                                                                                                         
α) με τον οπούο μεταβϊλλεται η ακτύνα                              β) τησ περιμϋτρου του κϑκλου 

14.12 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα   Ο(0, 0) , Α(2x , 0) , B(0 , ex) , x > 0 . Αν το x αυξϊνει     
με  ρυθμϐ  2 cm/s , να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ  του εμβαδοϑ του τριγώνου , ϐταν  x = 1 cm . 

14.13 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα   Ο(0, 0) , Α(x , 0) , B(0 , lnx) , x > 1 . Αν το x                                      
μεταβϊλλεται  με   ρυθμϐ  4 cm/s , να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ του τριγώνου ,                                            
ϐταν  x = e2 cm . 

14.14 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα  Ο(0, 0) , Α(x , 0) , B(0 , lnx) , x > 1 . Αν το x                                 
μεταβϊλλεται  με ρυθμϐ  4 cm/s , να βρεύτε τον  ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ του τριγώνου ,                                          
ϐταν  x = 5 cm .   χολικϐ)  

14.15 Δύνεται τρύγωνο ΟΑΒ που ορύζουν τα ςημεύα  Ο(0, 0) , Α(x , 0) , B(0 , xex) , x > 0 . Αν το x αυξϊνει                        
με ρυθμϐ  1 cm/s , να βρεύτε το ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ του τριγώνου , ϐταν  x = ln2 cm . 

14.16 Η πλευρϊ ενϐσ ιςοπλεϑρου τριγώνου μεταβϊλλεται με ρυθμϐ 5 cm/s . Ση χρονικό ςτιγμό                               
κατϊ την οπούα η πλευρϊ του εύναι 20 cm ,  να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ περιμϋτρου                                   
και του εμβαδοϑ. 

14.17 Θεωροϑμε ιςοςκελϋσ τρύγωνο ΑΒΓ, το οπούο η βϊςη  ΒΓ = 8 cm, ενώ οι ύςεσ πλευρϋσ του                                               
αυξϊνονται με ρυθμϐ 3 cm/s. Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ του τριγώνου,                                                        
τη ςτιγμό που οι ύςεσ πλευρϋσ του εύναι ύςεσ με 5 cm. 

14.18 Σο ϑψοσ ενϐσ ιςοςκελοϑσ τριγώνου ΑΒΓ με ςταθερό βϊςη ΒΓ=16 cm μεταβϊλλεται με                                                                                                        
ρυθμϐ 5 cm/s . Αν τη χρονικό ςτιγμό  t0 το ςημεύο Α απϋχει απϐ την πλευρϊ ΒΓ  απϐςταςη 6 cm ,                                                                       
να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ:                                                                                                                                                                                                          
α) των ύςων πλευρών                                                                                                                                                                                 
β) του εμβαδοϑ του τριγώνου ΑΒΓ 

14.19 Η πλευρϊ ενϐσ τετραγώνου α t) ςε cm τη χρονικό ςτιγμό  t > 0 (ςε s ) ενϐσ τετραγώνου                                                         
δύνεται απϐ την ςχϋςη  α t) = t2 + 2t + 3 . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ του 
τετραγώνου , τη χρονικό ςτιγμό που η πλευρϊ  του εύναι 11 cm. 

14.20 Σο εμβαδϐ ενϐσ τετραγώνου αυξϊνεται με  ρυθμϐ  24 cm2/s  τη χρονικό ςτιγμό που η πλευρϊ                       
του εύναι  4 cm . ε αυτό τη χρονικό ςτιγμό , να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ διαγωνύου                                            
του τετραγώνου  

14.21 Σο μόκοσ ενϐσ ορθογωνύου αυξϊνεται με  ρυθμϐ  10 cm/min και το πλϊτοσ του ελαττώνεται                                            
με ρυθμϐ 6 cm/min . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ:                                                                                                                                                                          
α) του εμβαδοϑ του ορθογωνύου τη χρονικό  ςτιγμό  t0  που το μόκοσ του εύναι  4 cm και                                                                                   
το πλϊτοσ του εύναι  2 cm                                                                                                                                                            
β) τησ διαγωνύου του ορθογωνύου τη ςτιγμό που το ορθογώνιο γύνεται τετρϊγωνο εμβαδοϑ 9 cm2     
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14.22 Σο μόκοσ ενϐσ ορθογωνύου μειώνεται με ρυθμϐ  1 cm/s και το πλϊτοσ του αυξϊνεται με                                   
ρυθμϐ 2 cm/s . Κϊποια χρονικό ςτιγμό t0 το μόκοσ  του εύναι  8 cm και το πλϊτοσ του 6 cm.                                                                                            
Ση χρονικό ςτιγμό  t0 , να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ :                                                                                                                   
α) τησ περιμϋτρου του ορθογωνύου                                                                                                                                                         
β) του εμβαδοϑ του ορθογωνύου                                                                                                                                                                
γ) τησ διαγωνύου του ορθογωνύου 

********************************************************************************************************** 

14.23 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ   y = 2x2 + 1 ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη                                                   
του να αυξϊνεται με ρυθμϐ 2 cm/s . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του ςημεύου Μ                                                                                       
τη χρονικό ςτιγμό  t0 που η τετμημϋνη του ιςοϑται με  −1 

14.24 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ   y = x ∙ ex  ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη του                                              
να αυξϊνεται με ρυθμϐ 3 cm/s . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του ςημεύου Μ                                                                                           
τη χρονικό ςτιγμό  t0 που η τετμημϋνη του ιςοϑται με  1 

14.25 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ   y = ln x2 + 1)  ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη                                         
του να αυξϊνεται με ρυθμϐ 2 cm/s . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του ςημεύου Μ                                                                              
τη χρονικό ςτιγμό  t0 που η τετμημϋνη του ιςοϑται με  1 

14.26 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ  καμπϑλησ   y = ex  ϋτςι ώςτε η τετμημϋνη του να                              
αυξϊνεται με ρυθμϐ 1 cm/s . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ απϐςταςησ του ςημεύου Μ απϐ την                   
αρχό των αξϐνων τη χρονικό ςτιγμό  t0 που η τετμημϋνη του ιςοϑται με  0 

14.27 Ένα κινητϐ  κινεύται ςε κυκλικό τροχιϊ  με  εξύςωςη  x2 + y2 = 1. Καθώσ περνϊει απϐ το                                               

ςημεύο Α  
 1
2

 ,
  3 

2
   , η τεταγμϋνη y ελαττώνεται με ρυθμϐ 3 μον/s . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ                                        

τησ τετμημϋνησ  x  τη χρονικό ςτιγμό που το κινητϐ περνϊει απϐ το Α     χολικϐ) 

14.28 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ  y =  
 1 

x
 , x > 0. Ση χρονικό ςτιγμό t0                                                 

που το ςημεύο Μ περνϊει απϐ το ςημεύο  1 , 1) η τετμημϋνη του αυξϊνεται με ρυθμϐ 2 cm/s .                                                  
Να βρεθεύ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ :                                                                                                                                               
α) τησ τεταγμϋνησ του Μ τη χρονικό ςτιγμό t0                                                                                                                                   
β) τησ απϐςταςησ του Μ απϐ την αρχό των αξϐνων τη χρονικό ςτιγμό t0  

14.29 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ  καμπϑλησ  y =  
 2 

x
 , x > 0. Ση χρονικό ςτιγμό t0                                             

που το ςημεύο Μ περνϊει απϐ το ςημεύο  2 , 1) η τετμημϋνη του αυξϊνεται με ρυθμϐ 4 cm/s .                                                  
Να βρεθεύ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ :                                                                                                                                               
α) τησ τεταγμϋνησ του Μ τη χρονικό ςτιγμό t0                                                                                                                                             
β) τησ απϐςταςησ του Μ απϐ την αρχό των αξϐνων τη χρονικό ςτιγμό t0  

14.30 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ  y =  x  και η τετμημϋνη του αυξϊνεται                                                                                       
με ρυθμϐ 4 m/s. Ση χρονικό ςτιγμό t0 κατϊ την οπούα η τετμημϋνη του Μ εύναι 3 m                                                                                                                                                                                                                                              
Να βρεθεύ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ :                                                                                                                                               
α) τησ τεταγμϋνησ του Μ                                                                                                                                                                          
β) τησ απϐςταςησ του Μ απϐ το ςημεύο Κ 2 , 0) 
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14.31 Ένα κινητϐ Κ  κινεύται πϊνω ςτην καμπϑλη με εξύςωςη  y =  
 x3  +  2 

6
                                                                            

α) Ση χρονικό ςτιγμό που το κινητϐ βρύςκεται  ςτο ςημεύο Α(−2 ,−1) , η τετμημϋνη του αυξϊνεται                                                           
με ρυθμϐ 2 μον/s . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του κινητοϑ τη χρονικό ςτιγμό                                                    
που διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α .                                                                                                                                                                                             
β) Τποθϋτουμε ϐτι ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ του κινητοϑ εύναι πϊντα θετικϐσ .                                           
Να βρεύτε ςε ποια ςημεύα τησ καμπϑλησ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ εύναι οκταπλϊςιοσ                                                   
του ρυθμοϑ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ . 

14.32 Ένα κινητϐ Κ  ξεκινϊ απϐ την αρχό των αξϐνων Ο και κινεύται κατϊ μόκοσ τησ παραβολόσ                                
y = x2 + 2x  ϋτςι , ώςτε η τετμημϋνη του x  να αυξϊνεται με ρυθμϐ 2 μον/s .                                                                            
Η προβολό του  ςημεύου K πϊνω ςτον ϊξονα  x’x  εύναι το ςημεύο Α                                                                                                                                                                                                                                          
α) Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ  του τριγώνου ΟΑΚ , ϐταν το ςημεύο Κ ϋχει                                            

τετμημϋνη ύςη με   
1

2
 .                                                                                                                                                                                   

β) ε ποιο ςημεύο τησ καμπϑλησ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ  y του Κ εύναι ύςοσ με                                               
τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ του  x ; 

14.33 Ένα κινητϐ ξεκινϊ απϐ την αρχό των αξϐνων και κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ                                                                      

y =  x − 1, x ≥ 1 . Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο M τησ καμπϑλησ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ  x(t) 
του Μ εύναι τριπλϊςιοσ του ρυθμοϑ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ  y(t) , αν υποτεθεύ ϐτι  y ′ t) > 0, t ≥ 0 

14.34 Ένα κινητϐ ξεκινϊ απϐ την αρχό των αξϐνων και κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ                                                                      

y =
1
4

x2 , x ≥ 0 . Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο τησ καμπϑλησ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ                                                

y(t) του Μ εύναι ύςοσ με το ρυθμϐ μεταβολόσ τησ  τετμημϋνησ  x(t), αν  υποτεθεύ ϐτι  x ′ t) > 0,∀t ≥ 0                          
 χολικϐ) 

14.35 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ  y =  x3 + 17 , x ≥ 0 . Όταν το ςημεύο                         
βρύςκεται ςτην θϋςη  2 , 5) , η τεταγμϋνη του αυξϊνεται με ρυθμϐ 2 cm/s . Να βρεύτε τον                                     
ρυθμϐ  μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ του τη ςτιγμό που το ςημεύο βρύςκεται ςτην θϋςη  2 , 5) 

14.36 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ  y = ex−1 + x   ώςτε η                                                     
τετμημϋνη του να αυξϊνεται με ρυθμϐ  3 m/min .  Αν τη χρονικό ςτιγμό  t0 η τεταγμϋνη του εύναι                                     
ύςη με 2 , τϐτε  να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ  τησ τεταγμϋνησ  του τη ςτιγμό t0 

14.37 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ  καμπϑλησ  y = ex−1 + lnx , y ≥ 0   ώςτε η                                         
τετμημϋνη του να αυξϊνεται με ρυθμϐ  2 m/min .  Αν τη  χρονικό ςτιγμό  t0 η τεταγμϋνη του εύναι                               
ύςη με 1 , τϐτε να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του τη ςτιγμό t0 

14.38 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex και Α ςημεύο τησ Cf   ςτο οπούο η εφαπτϐμενη διϋρχεται απϐ                                       
την  αρχό των αξϐνων .                                                                                                                                                                             
α) Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ                                                                                                                                      
β) Αν ϋνα κινητϐ Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ  Cf   και καθώσ περνϊει απϐ το Α η τετμημϋνη του                             
ελαττώνεται με ρυθμϐ  3 μον/s , να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ του τη                                               
χρονικό ςτιγμό που το Μ περνϊει απϐ το Α . 
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14.39 Μια ςκϊλα μόκουσ 3 m  εύναι τοποθετημϋνη                                               
ςε ϋναν τούχο. Σο κϊτω μϋροσ τησ ςκϊλασ γλιςτρϊει ςτο δϊπεδο                                            
με ρυθμϐ  0,1 m/s. Ση χρονικό ςτιγμό  t0 που η κορυφό τησ ςκϊλασ                  
απϋχει απϐ το δϊπεδο 2,5 m , να βρεύτε :                                                                                               
α) το ρυθμϐ μεταβολόσ τησ γωνύασ θ                                                                                             
β) την ταχϑτητα με την οπούα πϋφτει η κορυφό Α  τησ ςκϊλασ.                            
 χολικϐ) 

 

******************************************************************************************************** 

14.40 Ένα ςημεύο  Μ ξεκινϊ τη χρονικό ςτιγμό  t = 0 απϐ ϋνα ςημεύο Α x0  , f x0)  με  x0 < 0                                          

και  κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ  y = f x), x ≥ x0 , με x = x t), y = y t), t ≥ 0   και f  κυρτό 
ςυνϊρτηςη.  Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο τησ καμπϑλησ ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ  x(t) του 
ςημεύου Μ  εύναι διπλϊςιοσ απϐ τον  ρυθμϐ μεταβολόσ τησ  τεταγμϋνησ  y(t), αν  x′ t) > 0 ,∀t ≥ 0 .                
  ΘΕΜΑ 2014 ) 

14.41 Ένα ςημεύο  Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ καμπϑλησ  y = x3 , x ≥ 0 , με x = x t), y = y t) .                                                                  
Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο τησ καμπϑλησ ο ρυθμϐσ  μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ  y(t) του Μ εύναι ύςοσ                                                                              
με το ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ  x(t) ,  αν  υποτεθεύ ϐτι  x ′ t) > 0 , ∀t ≥ 0 .                                                            
  ΘΕΜΑ 2016 Ε ) 

14.42 Δύνεται η  f x) =  
x2 + 1 ,          x ≥ 1    

ex−1 + x ,     x < 1   
 Ένα ςημεύο Μ(x , y) κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ                                 

καμπϑλησ  y = f x), x ≥ 1. Tη χρονικό ςτιγμό  t0 κατϊ την οπούα το ςημεύο Μ διϋρχεται απϐ το                                        
ςημεύο Α 3 , 10), ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ  τετμημϋνησ του ςημεύου Μ εύναι 2 μον/s.  Να βρεύτε τον          
ρυθμϐ μεταβολόσ του εμβαδοϑ του τριγώνου ΜΟΚ τη χρονικό ςτιγμό t0 , με Κ(x , 0)      ΘΕΜΑ 2019 ) 

14.43  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  

1
1 − x

 ,                    x ≤ 0

ημx + ςυνx  , 0 < 𝑥 <
3π
2

         Ένα ςημεύο  Μ α , f α)  , α ≤ 0  

κινεύται ςτη Cf  και ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ τετμημϋνησ του Μ  δύνεται απϐ τον τϑπο  α
′ t) = − 

α t)

3
                                                                                                                                 

Η  εφαπτϐμενη τησ  Cf   ςτο Μ  τϋμνει τον ϊξονα  x’x  ςτο ςημεύο Β. Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ             
τετμημϋνησ του ςημεύου Β  τη χρονικό ςτιγμό  t0  κατϊ την οπούα το ςημεύο Μ ϋχει τετμημϋνη  −1                                 
  ΘΕΜΑ 2020 )                                
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Α. Διατϑπωςη  Θεωρόματοσ  Rolle 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β. Γεωμετρικό  Ερμηνεύα  Θεωρόματοσ  Rolle 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15. Θεώρημα  Rolle 

   Αν μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι: 

 ▶ ςυνεχόσ ςτο κλειςτϐ διϊςτημα   α ,β  ,  

 ▶ παραγωγύςιμη ςτο ανοικτϐ διϊςτημα  α ,β) και  

 ▶ f(α) = f(β) ,  

   τϐτε υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον  ξ ∈  α ,β) τϋτοιο,ώςτε  f ′ ξ) = 0      2012 Ε)                                                                                                       

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

   Γεωμετρικϊ, αυτϐ ςημαύνει ϐτι υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον  ξ ∈  α ,β) τϋτοιο , 

  ώςτε η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο  Μ ξ , f ξ)   

  να εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα των x’x .                          

             2007 Ε ) 

                       

 

το 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Σουλϊχιςτον  ϋνα   𝐱𝟎 ∈  𝛂 ,𝛃) 

15.1 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  4x3 = 4x + 1 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  −1 , 0) . 

15.2 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  4x3 + 3x2 + 1 = 6x  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  0 , 1) 

15.3 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  4αx3 + 2βx = α + β ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  0 , 1) .  

15.4 Ομούωσ  η εξύςωςη  2017x2016 − 2016 α + 1)x2015 + α = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα  ςτο  0 , 1) . 

15.5 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  ex − 3ex2 + 6x − 2 = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  0 , 1) 

15.6 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  ex − 3ex2 + 4x − 1 = 0  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  0 , 1) 

15.7 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f 1) − f 0) = e . Να αποδεύξετε ϐτι:                                               
α) η εξύςωςη  f ′ x) − 2x = ex   ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο διϊςτημα  0 , 1)                                                                    

β) η εξύςωςη  
f ′ (x) 

x
 +3x = 

 e 

x
 +2  ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο διϊςτημα  0 , 1) 

15.8 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  0 , 1  ,  παραγωγύςιμη  ςτο  0 , 1). Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη                                                
f ′ x) = 2 ∙  f 1) − f 0) ∙ x   ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο διϊςτημα  0 , 1)   

15.9 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ [1,2] →  ℝ  ώςτε να ιςχϑει  f 1) = f 2) − 
 3 

2
 .                                                           

Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f ′ x) = 1 + 
1

x2   ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 2) 

15.10 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη τϋμνει τον                              

ϊξονα y’y ςτο 2 και τον ϊξονα  x’x  ςτο   
π

4
 .   Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη                                                               

ςυν2x ∙ f ′ x) +  2ςυν3x + 1 = 0 ϋχει μια  τουλϊχιςτον  ρύζα ςτο (0 ,
π
4

 ) . 

15.11 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f 0) = 0 . Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη                         
2x ∙ f x) +  x2 − 4) ∙ f ′ x) = 0 ϋχει δϑο τουλϊχιςτον ρύζεσ .  

15.12 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 1) = 10 , f 3) = 12 .                                                             
Να δεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  1 , 3) ∶  f ′ ξ) = 2ξ − 3 . 

15.13 Δύνεται  f ςυνεχόσ ςτο  0 , 2  , παραγωγύςιμη ςτο  0,2)  με  f(2) − f(0) = 6 .                                                                                                              
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 2) ∶  f ′ ξ) = 3ξ2 − ξ .  

15.14 Δύνεται  f ςυνεχόσ ςτο  0 , 1  , παραγωγύςιμη ςτο  0,1)  με  f(1) − f(0) = 1 .                                                                                                              

Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 1) ∶  f ′ ξ) = 
3ξ3−2ξ2+ ξ

ξ
 

15.15 Δύνεται  f  ςυνεχόσ ςτο  1 , 2  ,  παραγωγύςιμη ςτο  1,2)  με  f(2) − f(1) = 3 − ln2.                                                                                    
Να δεύξετε ϐτι :   ∃x0 ∈  1 , 2) ∶  x0 ∙ f ′ x0) = 2x0

2 − 1 .   

15.16 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ [0,4] →  ℝ για την οπούα ιςχϑει  f 1) − f 4) = 14 .                                        

Να δεύξετε ϐτι    ∃ξ ∈  1 , 4) ∶  2 ξ  ∙ f ′ ξ) = 1 − 4ξ ξ . 
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15.17 Δύνεται παραγωγύςιμη και ϊρτια  f ∶ ℝ → ℝ . Να δεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  −2 , 2) ∶  f ′ ξ) = 2ξ ∙ eξ
2

    

15.18 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 0) = f  
π
2
  .                                                             

Να δεύξετε ϐτι :  ∃x0 ∈  0 ,
π
2
 ∶  f ′ x0) = x0 ∙ ημx0 − ςυν x0    .  

15.19 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f 1) = e2 − e , f 2) =  
 e2  

2
                                                                 

Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  1 , 2) ∶  ξ2 ∙ f ′ ξ) + eξ ∙ ξ − eξ = 0 . 

15.20 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  με πεδύο οριςμοϑ το  0 , +∞) ϋτςι ώςτε να ιςχϑει                                                

f 1) − f e) =  
 1 

e
  . Να δεύξετε ϐτι :  ∃x0 ∈  1 , e) ∶  x0

2 ∙ f ′ x0) + 1 − lnx0 = 0 .  

15.21 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  1 , 2 → ℝ. Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  1 , 2):  ξ − 1) ∙ f ′ ξ) + f ξ) = f(2) 

15.22 Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   x2 − x)ςυνx =  1 − 2x)ημx  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  0 , 1)  

15.23 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f ′ x) = 
2x∙f(x)

1− x2                           

ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο ℝ 

15.24 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f  
π
2
 =  

2

π
                                                                                              

Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 ,
π
2

   :  f ′ ξ) =  
ςυνξ  − f(ξ)

ξ
   

15.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη τϋμνει                                         
τον ϊξονα  x’x  ςτο ςημεύο με τετμημϋνη 1 . Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη                                                                                      
(x − 2) ∙ f ′(x)  +  f(x)  = 0 ϋχει τουλϊχιςτον  μια ρύζα   ςτο διϊςτημα    1 , 2) . 

15.26 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 2 → ℝ με  f(0) = 0                                                                                                     

Να αποδεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  0 , 2) τϋτοιο ώςτε  f ′ ξ) = 
f ξ)

2 − ξ
       

15.27 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 2 → ℝ με  f 0) = 0                                                                                                

Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 2) τϋτοιο ώςτε  f ′ ξ) = 
2ξ

4 − ξ2 f(ξ) 

15.28 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0,1 → ℝ , παραγωγύςιμη ςτο  0 , 1) και ιςχϑει  f 0) = f 1) = 0 . 

Να δεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  0 ,1) ∶  
f
 ′
 ξ  

ημξ
  −  

f(ξ)

ςυνξ
  = 0 

15.29 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0,π → ℝ , παραγωγύςιμη ςτο  0 , π) με  f(x) ≠ 0 ,∀x ∈  0 ,π) .            

Να δεύξετε ϐτι    ∃x0 ∈  0 ,π) ∶  
 f 

 ′
(x0)

f(x0)
+  ςφx0 = 0 .         

15.30 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ςτο  0 , 1 , f 1) = 1 Να δεύξετε ϐτι: ∃x0 ∈  0 , 1): f ′ x0) = 3 −  
2 
x0

f x0)       

15.31 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f(6) = 3f(2) .                                                                         
Να αποδεύξετε ϐτι     ∃ξ ∈  2 , 6) ∶  ξf ′ ξ) = f ξ) . 
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15.32 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f(2) = 2f(1) .                                                                                        
Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  x ∙ f ′ x) − f x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 2) . 

15.33 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 1 → ℝ , παραγωγύςιμη ςτο  0 , 1) με  2f(0) = f(1) .                                                                            

Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 1):  f ′ ξ) =
2ξ

ξ
2

+1
∙  f ξ) .        

15.34 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο   α , β  με α > 0 και   f α) = f β) = 0 .                                                              
Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  α , β) ∶  ξf ′ ξ) = 2f ξ) . 

15.35 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  −1 , 1 → ℝ  και παραγωγύςιμη ςτο (−1 , 1) .                                                       

Να αποδεύξετε ϐτι   ∃ ξ ∈   −1 , 1) :  f  ′ ξ) =  
1

1− ξ
−

1
1+ξ

  f ξ) .        

15.36 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶  α , β →  0 , +∞)  ςυνεχόσ με  0 < 𝛼 < 𝛽 , παραγωγύςιμη ςτο (α ,β)    και 

ιςχϑουν  f(α) = 
1

α
   και   f(β) =  

1

β
   . Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  α ,β):    

f ′  ξ) 

f(ξ)
  +  

1

ξ
  = 0     

15.37 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶  α , β →  0 , +∞) , παραγωγύςιμη και ιςχϑει  lnf β) − lnf α) = β − α                                      
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  α ,β):  f ′ ξ) = f ξ)  

15.38 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   για την οπούα ιςχϑει  f 1) = e6 ∙ f 3) .                                                                                   
Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f ′ x) + 3f x) = 0   ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 3) . 

15.39 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 0) = e2 ∙ f 1) .                                                                   
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 1) ∶  f ′ ξ) + 2 f ξ) = 0                                                                     

15.40 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f 1) = f 2) = 0                                                                                                   
Να δεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  1 , 2) ∶  f ′ ξ) −  f ξ) = 0 

15.41 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f 3) = f 4) = 0                                                                                                   
Να δεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  3 , 4) ∶  f ′ ξ) + 3ξ2  f ξ) = 0 

15.42 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0,π → ℝ , παραγωγύςιμη ςτο  0 , π) με  f 0) = f π) .                                                                                                               
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 ,π) ∶  f ′ ξ) + f ξ)ςυνξ = 0                                                                                                                                                            

15.43 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f α) = f β) = 0 Να αποδεύξετε ϐτι                                                   
η εξύςωςη  f ′ x) + ςυνx ∙ f x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  α , β) 

15.44 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   
 f 2) 

f 1)
  =  e  , f x) > 0                                                                                                            

Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  1 , 2) ∶  ξ2 ∙ f ′ ξ) = f ξ) . 

15.45 Δύνεται παραγωγύςιμη και ϊρτια ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ .                                                                                                        
Να δεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  −2 , 2) ∶  f ′ ξ) + 2ξ f ξ) = 0  

15.46 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  ςυνϊρτηςη  f ∶ [α , β] → ℝ  για την οπούα ιςχϑει                                                                                   

f  ′ α) = f  ′ β) = 0 .  Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ x0  ∈   α ,β) ∶  f ′′  x0) +  f  ′ x0) 
2

= 0   . 

15.47 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη h ςτο  0,1  ώςτε να ιςχϑει  h2 0) + h2 1) = 0 .                                                                                                                           
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 1) ∶ h′ ξ) = −2015 ∙ h ξ) . 
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15.48 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 1 → ℝ με  f(0) = 0 ,  f(1) = 1.                                                                                                                  

Να δεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  0 , 1) ∶  3f ′ ξ) =  
4

1 +  f 2 ξ) 
 .                

15.49 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f(1) = 2 , f(0) = 1.                                                                              
Να δεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  0 , 1) ∶ 2f ′ ξ) ∙  f ξ) − 1) = 3ξ2  . 

15.50 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη   f ∶  α ,β → ℝ με  f 2 α) − f 2 β) = α2 − β2 .                                                                                    
Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  α ,β) ∶   f ξ) ∙ f ′ ξ) = ξ                        

15.51 Δύνεται  f  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη ςτο  0 , 1  με f(1) = ef(0) και f(x) > 0  ∀x ∈ [0 , 1].                                                                                                                                                                           

Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 1) ∶  f ′ ξ) = 
f ξ)

2  ξ
                      

15.52 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 1 → ℝ   η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0 , 1)                                                                                             

με   
1

f 0)
−  

1

f 1)
 = 1 .  Αν  f x) ≠ 0, ∀x ∈ [0 , 1]  να δεύξετε ϐτι :  ∃x0 ∈  0 , 1) ∶  f ′ x0) = 2x0 ∙ f 2 x0) . 

15.53 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ    για την οπούα ιςχϑει  f(0) = 0 και f(1) = ln2 .                                          

Να δεύξετε ϐτι :   ∃x0 ∈  0 , 1) ∶  f ′ x0) = 2x0 ∙ e−f x0  . 

15.54 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ   για την οπούα ιςχϑει  f(0) = 0  και  f(1) = 1 .                                          

Να δεύξετε ϐτι  ∃x0 ∈  0 , 1) ∶  f ′ x0) = ex0−f x0  .           

15.55 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  −1,1 → (0, +∞) ώςτε να ιςχϑει  f(−1) = f 1).                                      
Να αποδεύξετε ϐτι    ∃ξ ∈  −1 , 1) ∶   f ′ ξ) ∙ ςυνf ξ) = 2ξ3 . 

15.56 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  −1 , 1 → (0, +∞) για την οπούα ιςχϑει  f(−1) = f 1).                         

Να αποδεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  −1 , 1) ∶  f ′ ξ) ef
2
 ξ =  

ξ

f ξ)
                

15.57  Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  η οπούα εύναι ςυνεχόσ ςτο  2 , 3  , παραγωγύςιμη ςτο  2 , 3)                        
και ιςχϑει  f(3) = 2f(2) . Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  ξ ∈  2 , 3) τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                             
ςτο ςημεύο Μ ξ , f ξ) ) , να διϋρχεται απϐ το  ςημεύο Α 1 , 0) . 

15.58 Έςτω  f παραγωγύςιμη ςτο  2 , 3  , και ιςχϑει  2f(3) = 3f(2) . Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει ϋνα                                              
τουλϊχιςτον ςημεύο τησ Cf , ώςτε η εφαπτομϋνη  να περνϊ απϐ την αρχό των αξϐνων.                           

15.59 Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  η οπούα εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 , 1  , παραγωγύςιμη ςτο  0 , 1)                        
και ιςχϑει  f 0) = f 1) = 0. Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  ξ ∈  0 , 1) τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                             
ςτο ςημεύο Μ ξ , f ξ) ) , να διϋρχεται απϐ το ςημεύο Α(ξ + 1 , 2f(ξ)) . 

15.60  Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  η οπούα εύναι ςυνεχόσ ςτο  1 , 3  , παραγωγύςιμη ςτο  1 , 3)                                
και ιςχϑει  3f(1) = f(3) . Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  ξ ∈  1 , 3) τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf                                               
ςτο ςημεύο Μ ξ , f ξ) ) , να διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων 

15.61 Δύνεται παραγωγύςιμη   g:  1 , 2 → ℝ  με  g x) = 
f(x)

x
  ϐπου f παραγωγύςιμη ςτο  1 , 2                         

με  f 2) = 4f(1) . Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  ξ ∈  1 , 2)  τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf  ςτο ςημεύο                                  
Μ ξ , f ξ) ), να διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων  
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15.62 Δύνεται παραγωγύςιμη f  ςτο   α , β  με α > 0 και  β ∙ f α) − α ∙ f β) = 0. Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                

α) ∃ x0 ∈  α , β):  f  ′ x0) = 
f x0)

x0
                                                                                                                                            

β) υπϊρχει  εφαπτομϋνη τησ Cf  που  διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων       

15.63 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ →  ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 0) = f  
 3 
2
 = 0 .                                                                            

Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ ξ ∈   0 ,
 3 
2
 ∶ f  ′ ξ) = −f ξ).                            ΘΕΜΑ 2004 ) 

15.64  Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη     ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 2 → ℝ  για την οπούα ιςχϑουν                                                                                                                           

  f ′ 0) = 2f 0) , f ′ 2) = 2f 2) + 12e4 . Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                

α) η  g x) = 3x2 −  
 f

 ′
 x) − 2 f x)

e2x  , 0 ≤ x ≤ 2  ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του θεωρόματοσ Rolle ςτο  0 , 2                                                                                                                                                                                                                         

β)  ∃ ξ ∈   0 , 2) ∶  f  ′′  ξ) + 4f ξ) = 6 ξ e2ξ + 4f  ′ ξ)                 ΘΕΜΑ 2009 Ε ) 

15.65  Αν  x1 ,  x2  με  x1 < x2   εύναι ρύζεσ τησ  εξύςωςησ  f(x) = 2012 , να αποδεύξετε ϐτι                                                                                        
∃ x0 ∈  x1 ,  x2) ∶  f  ′ x0) + f x0) = 2012                                ΘΕΜΑ 2012 ) 

 

Β. Σο  Πολϑ  Μια  Ρύζα 

15.66 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  x5 − 5x + α = 0  ϋχει το πολϑ μια  ρύζα ςτο   −1 , 1) . 

15.67 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  2lnx = 2 − x  ϋχει το πολϑ μια  ρύζα 

15.68 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0 , +∞) → ℝ  ώςτε  f 2 x) + 4f x) − 2x = ex − 3, ∀x ∈ ℝ .                                                                 
Να αποδεύξετε ϐτι η  Cf   τϋμνει τον ϊξονα x’x  ςε ϋνα το πολϑ ςημεύο . 

15.69 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη f ∶  1 , 2 → ℝ  ώςτε  f 2) = 2f 1) και f ′′  x) ≠ 0 ,∀ x ∈  1 , 2) .                                                         
Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) = x f  ′ x)  ϋχει  μοναδικό ρύζα  ςτο  1 , 2).            

                                                

Γ. Γενικϋσ - υνδυαςτικϋσ  Αςκόςεισ ςτο  Rolle 

15.70 Δύνεται η  f x) =  1 − 2α) ∙ lnx − 2αx + 2 . Να βρεύτε την τιμό του α , ώςτε να ιςχϑει                                                  
το θεώρημα Rolle για την f ςτο [1 , e] 

15.71 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 −  α + 1)x + 3α − 5,α ∈ ℝ .                                                                                                                     
α) Να βρεύτε την τιμό του α , ώςτε να ιςχϑει το θεώρημα Rolle για την f ςτο  2 , 4]                                                                                                                                             
β) Για την τιμό του α που βρόκατε, να βρεύτε  x0 ∈  2 , 4) ∶ f  ′ x0) = 0  

15.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + αx2 − 3αx − 11 , α ∈ ℝ.                                                                                                                     
α) Να βρεύτε την τιμό του α , ώςτε να ιςχϑει το θεώρημα Rolle για την f ςτο [−3 , 3]                                                                                                                                             
β) Για την τιμό του α που βρόκατε, να βρεύτε  x0 ∈  −3 , 3) ∶ f  ′ x0) = 0                                                                                            

γ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→−1

 
 f(x) 

x2− 1
                                                                                                                                                    

δ) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   που εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα δ: 12x + y − 2021 = 0 
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15.73 Δύνεται η f x) =  
x2 + 4x + 4  ,      − 1 ≤ x < 0

−7x2 + 4x + 4  ,    0 ≤ x ≤ 1
  .  Να εξετϊςετε αν ιςχϑει το Rolle ςτο  −1 , 1                                    

15.74 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
αx2 − 4x + 1  ,      − 2 ≤ x < 0

x2 +  β − 2)x + 1  , 0 ≤ x ≤ 4
  . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β                                               

ώςτε να ιςχϑει το θεώρημα Rolle για την f ςτο  −2 , 4  

15.75 Δύνεται η  f x) =  
x2 + αx + β  ,      x < 0

3 +  γ − α)x  ,    x ≥ 0
  . Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ  ώςτε να ιςχϑει                                              

το θεώρημα Rolle για την f ςτο  −1 , 1   

15.76 Δύνεται η  f x) =  
x2 + αx + β  ,      x ≤ 0

γx2 + 4x + 4  ,   x > 0
  .  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β , γ  ώςτε να ιςχϑει το                              

θεώρημα Rolle για την f ςτο  −1 , 1  

15.77 Δύνεται η  f x) =  
αx2 − 3x + 1  ,      x < 0

x2 + βx − γ  ,         x ≥ 0
  .  Να βρεύτε :                                                                                                                          

α) τισ τιμϋσ των α , β , γ  ώςτε να ιςχϑει το θεώρημα Rolle για την f ςτο  −1 , 1                                                               
β) ϋνα τουλϊχιςτον  x0 ∈  −1 , 1) ∶ f  ′ x0) = 0 

******************************************************************************************************** 

15.78 Δύνεται  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑει f 5 x) +  fof) x) = x5 + 1 ,∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι:                                                 
α) η  f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                                                   
β) η εξύςωςη  f  6x5 + 4 α − 1)x3) = f  α + 2β − 4βx) ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο  0 , 1) . 

15.79 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f  ′ x) ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                              
α) η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                                                                              
β) η εξύςωςη f  4x3 + 3 α − 3)x2) − f  2 3α + β)x − 3β) = 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο  0 , 3) . 

15.80 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο  α , β  με  f α) = f  ′ α) = 0 , f β) = 0 .                                                              
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  α ,β) ∶  f ′′  ξ) = 0 

15.81 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη τϋμνει                                                            
τον ϊξονα x’x ςτα ςημεύα με τετμημϋνεσ  1 , 2 , 3 . Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  1 , 3) ∶  f ′′  ξ) = 0  

15.82 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο  −2 , 2  με  f 1) = 0 και  g x) = f(x) x2 − 4)                                         
Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  −2 , 2) ∶  g′′  ξ) = 0 

15.83 Δύνεται 3 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  2 , 6 → ℝ με  f 2) = f(6) και f  ′ 2) = f  ′ 6) = 0.                                       
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  2 , 6) ∶  f ′′′  ξ) = 0   

15.84 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f 0) = 1 , f 1) = e − 1, f 2) = e2 − 8 .                                            

Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 2) ∶  f ′′  ξ) + 6ξ = eξ     

15.85 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ με  f 1) = 1 , f 2) = 4 − ln2 ,   f e) = e2 − 1 .                                           

Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  1 , e) ∶  f ′′  ξ) − 2 = 
1

 ξ2  
          

15.86 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ . Η ευθεύα  y = 2016  τϋμνει την  Cf                                       
ςτα ςημεύα  με τετμημϋνεσ  1 , 2 , 3 .  Να αποδεύξετε ϐτι:                                                                                                                                                                              
α) Η εξύςωςη f  ′(x) = 0 ϋχει 2 τουλϊχιςτον ρύζεσ ςτο  1 , 3)                                                                                                                                           
β)  ∃ξ ∈  1 , 3) ∶  f ′′  ξ) = f  ′ ξ) . 
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15.87 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f 0) = f(1). Να αποδεύξετε ϐτι:                                                    
α) ∃x0 ∈  0 , 1) ∶ f  ′ x0) = 0 .                                                                                                                                                                                                    
β) ∃ξ ∈  0 , 1) ∶  2 ∙ f  ′ ξ) + ξ ∙ f ′′ ξ) = 0 . 

15.88 Δύνεται ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ με ςυνεχό   πρώτη παρϊγωγο για την οπούα ιςχϑει                                                                         
f(3) − f(0) = 9 ,  f  ′(0)>0 . Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                           
α) ∃x0 ∈  0 , 3) ∶ f  ′ x0) = x0

2 .                                                                                                                                                                                                    
β) ∃ξ ∈  0 , 3) ∶  f  ′ ξ) = 3ξ . 

15.89 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  ώςτε  f 0) = −1 , f 1) = 2 , f 2) = 0 .                                                                       
Να αποδεύξετε ϐτι  ∃x0 ∈  0 , 2) ∶ f  ′ x0) = 0 

15.90 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  ώςτε  f 3) < 0 < f(4)  και  f 4) ∙ f 5) < 0 .                                      
Να αποδεύξετε ϐτι η  Cf  ϋχει μια τουλϊχιςτον εφαπτομϋνη παρϊλληλη προσ τον ϊξονα  x’x    

15.91 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:ℝ → ℝ  ώςτε  f 0) = 0 , f 5) = 5 , f 6) = 2 . Να δεύξετε ϐτι                                                                                                           
α) υπϊρχει  x0 ∈  0 , 5) ∶ f x0) = 2                                                                                                                                        
β) ∃ξ ∈ ℝ ∶  f  ′ ξ) = 0 

15.92 Έςτω f τρεισ φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο ℝ με: f x) ≥
  f α) +  f β  

2
  και η γραφικό παρϊςταςη                    

τησ  f  ′  εφϊπτεται ςτον ϊξονα x’x ςτα ςημεύα α και β , με α < β . Να δεύξετε ϐτι :                                                     
α) f α) = f β)                                                                                                                                                                                                   
β) υπϊρχει  x0 ∈  α ,β) ∶  f  ′ x0) = 0                                                                                                                                                    
γ) υπϊρχουν δϑο τουλϊχιςτον  x1 , x2  ∈  α ,β)  ώςτε  f  ′′  x1) = f  ′′  x2) = 0                                                               
δ) ∃ξ ∈  α ,β) ∶  f ′′′  ξ) = 0 

15.93 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ ώςτε  f 3) =
  f 1) +  f 2) 

2
 , f(1) ≠ f(2). Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

α)  ∃ξ ∈  1 , 2) ∶ 2f ξ) = f 1) + f 2)                                                                                                                                                   
β)  ∃x0 ∈  1 , 3) ∶ f  ′ x0) = 0 . 

15.94 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:  1 , 2 → ℝ με  1 < f(x) < 2  ∀x ∈  1 , 2 , f  ′(x) ≠ 0  ,∀x ∈  1 , 2  .                                    
Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                             
α) υπϊρχει μοναδικϐ  x0 ∈  1 , 2) ∶ f x0) = x0  .                                                                                                                                                                             
β) η εξύςωςη x f  ′(x)+f(x) = f  ′(x) + 2x − 1 ϋχει    μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο (1 , 2) .  

15.95 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ με  f  ′ x) ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                         
β) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x2 − 2x) = f x − 2)  .                                                                                                                              
γ) Αν η Cf  διϋρχεται απϐ τα Α 1 , 3) και Β −2 , 9) , να λϑςετε την εξύςωςη   f−1  f x) −  6) = 1  . 

15.96 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ →  ℝ   με  f  ′′  x) ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                               
α) η εξύςωςη  f x) = 0  ϋχει το πολϑ 2 ρύζεσ                                                                                                                                                     
β) η ςυνϊρτηςη  f  ′   αντιςτρϋφεται                                                                                                                                                            
γ) αν επιπλϋον ιςχϑει  f 1) = e2f(0), τϐτε η εξύςωςη f  ′ x) = 2f(x) ϋχει ακριβώσ μια ρύζα ςτο  0 , 1)                                                                                            
δ) η γραφικό παρϊςταςη τησ   f  ′)−1  τϋμνει την ευθεύα   y = x  ςε ϋνα το πολϑ ςημεύο                                   
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15.97 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑει   xf x) + 1 = ex , ∀x ∈ ℝ                                           

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) =  
ex − 1
∙x 

  ,   x ≠ 0

1   ,        x = 0   
                                                                                                                                              

β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο A 0 , f(0)                                                                      
γ) Να βρεύτε το  lim

x→0+
  x ∙ lnx ∙ f(x)                                                                                                                                                            

δ) Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  ξ ∈  0 , 1) ώςτε   ξ2 − ξ) ∙ f  ′ ξ) =  1 − 2ξ) f ξ)                                                                             

15.98 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ∗ με ςυνεχό δεϑτερη                                  

παρϊγωγο για την οπούα ιςχϑει lim
x→+∞

 
f 1)f ′  1) x3+ x2+ 2018

f 4)f ′  4) x3− 3x + 2020
 = 1. Nα δεύξετε ϐτι :                                                                  

α) η εξύςωςη  f ′  ′ x) = − 
 f ′  x) 

2

f(x)
   ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  1 , 4)                                                                    

β) ∃ξ ∈  0 , 4) ∶ ξf(ξ)f ′ ξ) = eξ − 1                

15.99 Δύνεται η ςυνεχόσ  f x) =  
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + 1   , x ≤ 1   
   Να εξετϊςετε αν η f ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του 

θεωρόματοσ Rolle ςτο  
1
2 

, 4            ΘΕΜΑ 2018Ε )  

15.100 Έςτω η ςυνϊρτηςη  φ x) =  
 x2 − 1 , x ∈  −∞,−1 ∪  1, +∞)

1 − x2,                               x ∈ (−1, 1)
    .  Να εξετϊςετε αν πληροϑνται           

οι προϒποθϋςεισ του θεωρόματοσ Rolle  για τη ςυνϊρτηςη  t x) = φ x) ∙ ημ(πx)  ςτο διϊςτημα  0, 2                              
  ΘΕΜΑ 2019Ε )        

 

                                                            

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Michel Rolle, (1652 – 1719) όταν ςπουδαύοσ Γϊλλοσ 

μαθηματικϐσ.  

Έμεινε ςτην ιςτορύα για το ομώνυμο θεώρημα(1691) 

που διατϑπωςε.  

Σο θεώρημϊ του εύναι ϋνα απϐ τα ςημαντικϐτερα του 

διαφορικοϑ λογιςμοϑ και μϋςω αυτοϑ αποδεικνϑεται 

το θεώρημα μϋςησ τιμόσ διαφορικοϑ λογιςμοϑ. 
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Α. Διατϑπωςη  Θεωρόματοσ  Μϋςησ  Σιμόσ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β. Γεωμετρικό  Ερμηνεύα  Θεωρόματοσ  Μϋςησ Σιμόσ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

16. Θεώρημα  Μϋςησ  Σιμόσ Θ.Μ.Σ.) 

   Αν μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι: 

 ▶ ςυνεχόσ ςτο κλειςτϐ διϊςτημα   α ,β  ,  

 ▶ παραγωγύςιμη ςτο ανοικτϐ διϊςτημα  α ,β)  

   τϐτε υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον  ξ ∈  α ,β) τϋτοιο,ώςτε  f ′ ξ) = 
 f β) − f α) 

β  − α
                                

(2013−2016 −2019 Ε)                                                                                              

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

   Γεωμετρικϊ, αυτϐ ςημαύνει ϐτι υπϊρχει ϋνα , τουλϊχιςτον  ξ ∈  α ,β) τϋτοιο , 

  ώςτε η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο  Μ ξ , f ξ)   

  να εύναι παρϊλληλη τησ ευθεύασ ΑΒ, ϐπου Α α , f α)  και Β β , f β)                                                                    

 ( 2003−2008 Ε−2016 Ε−2019 Ε ) 

 

 

 

 

 

                       

 

το 
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Ασκήσεις 

 Mean  Value  Theorem 

Θεώρημα Μϋςησ Σιμόσ                               

 

 

 

Α.  Να  Δεύξουμε  ϐτι   𝐟 ′(ξ) = 𝛂  

16.1 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                               
για την οπούα ιςχϑει  f(3) = 5f(1) .                                                                                                     
Να δεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  1 , 3) ∶  f  ′ ξ) = 2f 1) .  

16.2 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ                                                                           
για την οπούα ιςχϑει  3f 5) + f 1) = 0 .                                                                                                     
Να δεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  1 , 5) ∶  f  ′ ξ) = f 5) . 

16.3 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  0,2 ,  παραγωγύςιμη ςτο  0,2) ώςτε  f 2) = f 0) + 4                                       
Να δεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  0 , 2) ∶  f  ′ ξ) = 2   

********************************************************************************************************** 

16.4 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  τησ οπούασ η  Cf   διϋρχεται απϐ τα ςημεύα Α 1 , 7)       
και  Β 2 , 1). Να δεύξετε ϐτι  υπϊρχει εφαπτομϋνη τησ  Cf   κϊθετη ςτην ευθεύα   x − 6y + 1 = 0 . 

16.5 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ςτο  4 , 10  με  f(4) = 6 και  f(10) = 0. Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  
ξ ∈  4, 10)  ώςτε η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο ςημεύο Α ξ , f ξ)) να ςχηματύζει γωνύα 135° με τον ϊξονα  x’x  

16.6 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο 1 , 3  με  f(3) = 12 και  f(1) = 4 . Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει 
ςημεύο τησ  εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο οπούο η εφαπτομϋνη να εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα  y = 4x − 2   

*********************************************************************************************************** 

16.7 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ . Η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο ςημεύο                                  

Α 1 , f(1))  ϋχει εξύςωςη   y = 3x − 5 και ιςχϑει ϐτι  lim
x→3

  
f x)− x2  + 5

 x+1 − 2
   = −28                                                                                                                                              

α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f 1) και  f  ′(1)                                                                                                                                                         

β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο B 3 , f 3)                                                                                                                  

γ) Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ∈  1 , 3) ∶  f  ′ ξ) = 3                                                                                                                                                                                                
δ) Να δεύξετε ϐτι  ∃x0 ∈  1 , 3) ∶  f ′′  x0) = −2 

16.8 Έςτω μια ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  α , β  , παραγωγύςιμη ςτο  α , β) και f(x) > 0 , ∀x ∈  α ,β                                                 

Να αποδεύξετε ϐτι:   ∃ξ ∈  α ,β) ∶  f  ′ ξ) = ln  
 f β) 

f α)
∙

f ξ)

 β  – α  
      

16.9 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶  1 , 2 → ℝ  με  f x) > 0 ,∀𝑥 ∈  1 , 2  .                                                                                                           

Να αποδεύξετε ϐτι:    ∃ξ ∈  1 ,2) ∶  
f(2)

f(1)
= e 

f  ′  ξ)

f ξ)           

*********************************************************************************************************** 

16.10 Δύνεται  παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο  0 , 1  με  f(0) = 2 και  f(1) = 4 .                                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει  αριθμϐσ  ξ ∈  0 , 1)  ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο ςημεύο Μ  ξ , f(ξ) ) να 
εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα   y = 2x + 2000  .                 ΘΕΜΑ  2000 ) 
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Β.  Φωριςμϐσ  Διαςτόματοσ    ∃ 𝛏𝟏 , 𝛏𝟐 ,…𝛏𝛎 ) 

16.11 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f(6) = f(2) + 10.                                                         
Να δεύξετε ϐτι   ∃ ξ1 , ξ2 ∈  2 , 6) ∶  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 5  . 

16.12 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  1 , 5 , παραγωγύςιμη ςτο  1,5) ώςτε  5f(1) = f(5) = 2 .                                                                                                  

Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ ξ1 ,  ξ2 ∈  1 , 5) ∶  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 
4

 5 
     

16.13 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  0,9 , παραγωγύςιμη ςτο  0,9) ώςτε  f(0) = f(9)                               
Να αποδεύξετε ϐτι  ξ1 ,  ξ2 , ξ3 ∈  0 , 9) ∶ f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) + f  ′ ξ3) = 0 

16.14 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 2 → ℝ , δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη και ιςχϑει f  ′ 1) = 0. Να δεύξετε ϐτι :                                                                                      
∃ ξ1 , ξ2 ∈  0 , 2) ∶  f  ′′  ξ2) − f ′  ′ ξ1) = f  ′ 0) + f  ′ 2)   

16.15 Αν η ςυνϊρτηςη f  ικανοποιεύ τισ  προϒποθϋςεισ του θεωρόματοσ Rolle ςτο  α , β  ,                                                
να δεύξετε ϐτι ∃ ξ1 , ξ2 ∈  α ,β):  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 0   

16.16 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  1 , 3 , παραγωγύςιμη ςτο  1,3) ώςτε  f 1) < f(3) .                                               
Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 3) ∶  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) > 0    

16.17 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  0 , 2 , παραγωγύςιμη ςτο  0,2) ώςτε  f 0) > f(2) .                                                               
Να δεύξετε ϐτι :   ∃ ξ1 , ξ2 ∈  0 , 2) ∶  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) < 0    

********************************************************************************************************** 

16.18 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ   για  την οπούα ιςχϑει   f 0) =   
f(2)

5
= −

f(6)

3
 .                                                                             

Να δεύξετε ϐτι   ∃ ξ1 , ξ2 ∈  0 , 6) ∶  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 0  . 

16.19 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  0 , 3 → ℝ  με   f 0) = α , f 2) = 2α , f 3) =   
5α

2
                                                                

Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  0 , 3) ∶  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = α          

********************************************************************************************************** 

16.20  Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  1 , 6 , παραγωγύςιμη ςτο  1 , 6) ώςτε  f(1) = f(6) .                                       
Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 6) ∶  f  ′ ξ1) + 4f  ′ ξ2) = 0  . 

16.21 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη   f ∶  1 , 5 → ℝ  με  f 5) = f 1) + 1.                                                                                                    
Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 5) ∶  f  ′ ξ1) + 3f  ′ ξ2) = 1 

16.22 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη   f ∶  1 , 8 → ℝ  με  f(8) = 2f(1). Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                
∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 8) ∶  2f  ′ ξ1) + 5f  ′ ξ2) = f(1)  . 

16.23 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  1 , 4], παραγωγύςιμη ςτο  1 , 4) ώςτε  f(1) = f(4) .                                            
Να αποδεύξετε ϐτι   ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 4) ∶  2f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 0   

16.24 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶  1 , 4 → ℝ με  f(1) = 1 , f(4) = 2 .                                                                                           
Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 4) ∶  f  ′ ξ1) + 2f  ′ ξ2) = 1 

16.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f(22) = f(2) + 4 .                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι : ∃ ξ1 ,  ξ2 , ξ3 ∈  2 , 22) :   f  ′ ξ1) + 3f  ′ ξ2) + 6f  ′ ξ3) = 2 . 
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16.26 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   για την οπούα ιςχϑει  f 1) = 4, f 10) = 9 .                                                                                
Να αποδεύξετε ϐτι : ∃ ξ1 ,  ξ2 , ξ3 ∈  1 , 10) ∶ 2f  ′ ξ1) + 3f  ′ ξ2) + 4f  ′ ξ3) = 5        

******************************************************************************************************** 

16.27  Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ςυνεχόσ ςτο  0 , 1  , παραγωγύςιμη ςτο  0,1) ώςτε  f(0) = 1 , f(1) = 0 .                                                  
Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                           
α) ∃ x0 ∈  0 , 1) ∶  f x0) = x0                            β)  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  0 , 1) ∶  f  ′ ξ1) ∙ f  ′ ξ2) = 1  . 

16.28 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f(0) = 0 , f(1) = 1. Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                           
α) ∃ x0  ∈  0 , 1) ∶  f x0) = 1 − x0                   β)  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  0 , 1) ∶  f  ′ ξ1) ∙ f  ′ ξ2) = 1   

16.29 Δύνεται f ςυνεχόσ ςτο  α , β , παραγωγύςιμη ςτο  α , β) με  f α) = α , f β) = β . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                                              
α) ∃ x0 ∈  α , β) ∶  f x0) = α + β − x0             β) ∃ ξ1 , ξ2 ∈  α ,β) ∶  f  ′ ξ1) ∙ f  ′ ξ2) = 1  

16.30 Δύνεται f ςυνεχόσ ςτο  α , β , παραγωγύςιμη ςτο  α , β) με  f α) = 2β , f β) = 2α Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                              
α)  ∃ x0 ∈  α , β) ∶  f x0) = 2x0                         β)  ∃ ξ1 , ξ2 ∈  α ,β) ∶   f  ′ ξ1) ∙ f  ′ ξ2) = 4  

16.31 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ [α , β] → ℝ   για την οπούα ιςχϑει f(α) = e , f β) = −e .                                                    

Να δεύξετε ϐτι ∃ ξ1 , ξ2 ∈  α ,β) ∶  
1

f ′  ξ1)
+

1

f ′  ξ2)
=  

α  − β

 e
                    

16.32 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f(3) = f(1) + 4 . Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                           
α) η εξύςωςη f(x) = f(1) + 3  ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 3)                                                                                      
β) ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 3) ∶  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 4                                                                                                                                   
γ) η εξύςωςη f  ′ x) = 2 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  1 , 3) 

16.33 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  f(0) = 3 , f(2) = 5. Να δεύξετε ϐτι:                                                                                                                

α) ∃ x0  ∈  0 , 2) ∶   f x0) = 4                                     β) ∃ ξ1 ,  ξ2 , ξ ∈  0 ,2) ∶     
1

f ′  ξ1)
+

1

f ′  ξ2)
= 2 

16.34 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f x) = x5 + x3 + x . Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                             
α) η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ                                                                                                                                      
β) ∃ x0  ∈  −1 , 1) ∶   f x0) = 0                                                                                                                                                                                                  

β) ∃ ξ1 ,  ξ2  ∈  −1 , 1) ∶     
1

f ′  ξ1)
+

1

f ′  ξ2)
 = 

2

3
 

16.35 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  1 , 3 → ℝ  ώςτε  f 1) = −2 , f(3) = 2. Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                              
α) υπϊρχει αριθμϐσ  ξ ∈  1 , 3)  ώςτε η  εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο ςημεύο  Μ  ξ , f(ξ) ) να                                           
εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα   y = 2x + 2018                                                                                                                                                      
β) ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 3) ∶   f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 4     

 

Γ.  Θ.Μ.Σ.  και  ϊλλα  Θεωρόματα 

16.36 Να δεύξετε ϐτι η f x) =  
x2 + x ,   x < 0

x3 + x ,   x ≤ 0
    ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του ΘΜΣ ςτο  −1 , 2                                                   

και ςτην ςυνϋχεια να βρεύτε ϐλα τα ξ ∈  −1 , 2) για τα οπούα ιςχϑει το θεώρημα 

16.37 Να δεύξετε ϐτι η f x) =  
x3 − 4x ,   x ≤ 2
8x − 16 , x > 2

    ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του ΘΜΣ ςτο  0 , 4                                              

και ςτην ςυνϋχεια να βρεύτε ϐλα τα ξ ∈  0 , 4) για τα  οπούα ιςχϑει το θεώρημα 
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16.38 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε για  την ςυνϊρτηςη  f x) =  
α − x ,   x ≤ 0
β ∙ e−x , x > 0

   να ιςχϑουν                                          

οι υποθϋςεισ του Θ.Μ.Σ. ςτο διϊςτημα  −1 , 1  

16.39 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ ώςτε για την ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2 + β ,                 x < 0

x3 + α ∙  x − 1) , x ≥ 0
                                     

να ιςχϑουν οι υποθϋςεισ του Θ.Μ.Σ.  ςτο διϊςτημα  −2 , 2  

******************************************************************************************************* 

16.40 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   με  f(1) = 3 , f(3) = 7 , f(5) = 11 .                                                             
Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ ξ ∈  1 , 5) ∶  f ′′  ξ) = 0 

16.41 Δύνεται  f  παραγωγύςιμη ςτο  0 , 1  με  f(0) = 0 και  f(x) > 0, ∀x ∈  0 , 1).  Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                        

α)  ∃ ξ ∈  0 , 1) ∶   f ξ) =  1 − ξ) ∙ f  ′ ξ)  .                     β)   ∃ x0  ∈  0 , ξ) ∶   f  ′ x0) <   
 f  ′  ξ) 

ξ
 

16.42 Δύνεται δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 2 → ℝ  με  f 0) = 0 , f 1) = 2 , f 2) = 4 .                                
Να αποδεύξετε ϐτι :   ∃ξ ∈  0 , 2) ∶  f ′′  ξ) = 0      

16.43 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  f(2) = f(0) + 4 και  f(4) = f(3) + 2 .                                         
Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ξ ∈  0 , 4) ∶  f ′′  ξ) = 0  . 

16.44 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f(1) + f(4) = f(2) + f(3)                                                        
Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ ξ ∈  1 , 4) ∶  f ′′  ξ) = 0 . 

16.45 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο  2 , 6  ώςτε   2f(4) = f(2) + f(6).                                        
Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f ′′  x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο  2 , 6) . 

16.46 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο  1 , 3  ώςτε  2f(2) = f(1) + f(3).                                                                                     
Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ∈  1 , 3) ∶  f ′′  ξ) = 0                        

16.47 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  f   ςτο  1 , 10  ώςτε να ιςχϑει   
f 7) − f(1)

f 10) − f(7)
 = 2                                                                                                       

Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ∈  1 , 10) ∶  f ′′  ξ) = 0                                

16.48 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε οι αριθμού  f −1), f 0), f 1)                                             
να εύναι διαδοχικού ϐροι αριθμητικόσ προϐδου. Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ ξ ∈  −1 , 1) ∶  f ′′  ξ) = 0 

16.49 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ και η  Cf  ϋχει τρύα ςημεύα ςυνευθειακϊ. 
Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ∈ ℝ ∶  f ′′  ξ) = 0 

16.50 Δύνεται η τρεισ φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο  2 , 3  για την οπούα ιςχϑει                                          
f 3) = f 2) + α  και  f ′ 3) = f ′ 2) = α . Να δεύξετε ϐτι  ∃ ξ ∈  2 , 3) ∶  f ′′′  ξ) = 0         

16.51 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη και περιττό ςυνϊρτηςη  f ∶  −1 , 1 → ℝ  με  f 1) = 1                     
Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                      
α) υπϊρχουν  ξ1 ∈  −1 , 0) και ξ2 ∈  0 , 1) τϋτοια , ώςτε  f  ′ ξ1) = f  ′ ξ2) = 1                                                        
β) υπϊρχει  ∃ x0  ∈  −1 , 1):   f ′′ x0) + f ′(x0)  = 1            

16.52 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςτο  0 , 1  για την οπούα  ιςχϑει  f 2 1) − f 2 0) > 1 .                                                                       

Να αποδεύξετε ϐτι  ∃ x0 ∈  0 , 1) ∶  f ′ x0) ∙ f(x0) > 
1

 2 
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16.53 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ ώςτε   2f α + 1) = f α) + f α + 2) .                                                        
Να αποδεύξετε ϐτι η  f  ′  δεν εύναι 1-1 

16.54 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ ώςτε  f α + 1) + f α + 2) = f α) + f α + 3) .                                 
Να αποδεύξετε ϐτι η  f  ′  δεν εύναι 1-1 

16.55 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  Αν τα  ςημεύα Α 1 , f 1)) , Β 2 , f 2)) , Γ 3 , f(3))                                             
εύναι  ςυνευθειακϊ , τϐτε να δεύξετε ϐτι η  f  ′  δεν εύναι 1-1 . 

****************************************************************************************************** 

16.56 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ . Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ ,                                                                                         
να δεύξετε ϐτι :   f 2) + f 3) < f 1) + f 4)  . 

16.57 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ. Αν η f  ′εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ ,                                                               

να δεύξετε:  f 1) <  
f 0) + f(2)

2
 

16.58 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ . Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ ,                                             
να δεύξετε ϐτι  f x + 1) + f x + 2) > f x) + f x + 3)  ,∀x ∈ ℝ 

16.59 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ . Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ ,                                                                                         
να δεύξετε ϐτι :   f 2x + 3) − f 2x + 7) <  f 2x + 1) − f 2x + 5) . 

16.60 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  Αν η  f  ′  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ ,                                                                                         
να δεύξετε ϐτι :  f x2 + 1) + f x2 + 2) <  f x2) + f x2 + 3)  . 

16.61 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ . Αν η  f  ′εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ ,                                               
να δεύξετε ϐτι :   x ∙  f x) − f(1))  <  f x2) − f x)  ,  x > 1 

16.62 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f x) = x ∙ lnx  .  Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                        
α) η ςυνϊρτηςη  f  ′  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                β) ∀x > 1:  x − 1) ∙ f  ′ 1) < 𝑓 x) <  x − 1) ∙ f  ′ x)        

16.63 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f x) = x ∙  lnx − 1) + x2   . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                        
α) η ςυνϊρτηςη  f  ′  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα               β) ∀x > 0:  f x + 2) + f x + 4) < f x) + f x + 6)  

******************************************************************************************************** 

16.64 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ με ςυνεχό παρϊγωγο ώςτε  f 3) ≠ 0 , 3f 1) = 9f 3) = f 5) .                                                            
Να αποδεύξετε ϐτι : ∃ ξ ∈  1 , 5) ∶  f  ′ ξ) = 0 .  

16.65 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  0 , 3  , παραγωγύςιμη ςτο  0 , 3)  με  f 0) + f 2) = f 1) + f 3)                                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι : ∃ ξ1 , ξ2 ∈  0 , 3) :  f  ′ ξ1) + f  ′ ξ2) = 0                                                                                                                                        
β) Αν η f  ′  εύναι 1-1 και ςυνεχόσ να δεύξετε ϐτι η  εξύςωςη f  ′(x)= 0 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  0,3) 

16.66 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με ςυνεχό παρϊγωγο ώςτε να ιςχϑουν  f(1) = −6 ,                               
f(3) = −2  και  f(5) = 22 . Να δεύξετε ϐτι:                                                                                                                                                                                                                             
α) ∃ ξ1 , ξ2 ∈  1 , 5) ∶  f  ′ ξ1) = 2 , f  ′ ξ2) = 12 .                                                                                                                                       
β)  ∃ x0 ∈  1 , 5)  ∶ f  ′ x0) = 2x0    

16.67 Δύνεται  f παραγωγύςιμη ςτο  [4 , 5] με  f(4) = −1 και  f ′ x) > 6,  ∀x ∈  4, 5). Να δεύξετε ϐτι :                                                                           
α)  f 5) > 5                                                                                                                                                                                                               
β) η εξύςωςη  f x) = x  ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  4 , 5)                      
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16.68 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  α , β  για την οπούα ιςχϑει  f ′ x) ≠ 0. Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                    
α)  f α) ≠ f β)                                                                                                                                                                                                                                  
β) ∃ x0 ∈  α ,β) ∶  5f x0) = 2f α) + 3f β)                                                                                                                                                                               

γ)  ∃ ξ1 ,  ξ2 , ξ ∈  α ,β) ∶     
3

f ′  ξ1)
+

2

f ′  ξ2)
=

5

f ′  ξ)
     

16.69 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  α , β  ώςτε να ιςχϑει  f ′ x) ≠ 0. Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                    
α)  f α) ≠ f β)                                                                                                                                                                                                                                  

β) ∃ x0 ∈  α ,β) ∶  f x0) =  
2f α)+f(β)

3
                                                                                                                                                                             

γ)  ∃ ξ1 ,  ξ2 , ξ ∈  α ,β) ∶     
1

f ′  ξ1)
+

2

f ′  ξ2)
=

3

f ′  ξ)
     

16.70 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  α , β  ώςτε  f(α) = α , f(β) = β. Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                      
α) υπϊρχει τουλϊχιςτον μια εφαπτϐμενη τησ  Cf   η οπούα εύναι παρϊλληλη ςτην y = x + 6                                                                      

β) ∃ x0 ∈  α ,β) ∶  f x0) =  
α  + β

2
                                                                                                                                                             

γ) ∃ ξ1 ,  ξ2 , ξ ∈  α ,β) ∶     
1

f ′  ξ1)
+

1

f ′  ξ2)
= 2 

16.71 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 4] → ℝ με ςυνεχό παρϊγωγο ώςτε   f(2) = 0,  f 0) ∙ f 4) > 0                                                               
Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ ξ ∈  0 , 4) ∶  f ′ ξ) = 0                              

16.72 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  α , β  , παραγωγύςιμη ςτο  α , β)  με  f x) > 0 ,∀x ∈  α , β .                                  

Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ ξ1 , ξ2  , ξ0  ∈  α , β) : 
f ′  ξ1)

f ξ1)
+  

f ′  ξ2)

f ξ2)
= 2

f ′  ξ0)

f ξο )
                                             

16.73 Δύνεται η  f x) =  
x2 +  α  ,               x ≤ 1

x3 −  αx +  β  ,   x > 1
  .   Αν ιςχϑει το Θ.Μ.Σ. για την f ςτο  −1 , 2  τϐτε :                                                                 

α) να βρεθοϑν οι τιμϋσ των α και β .                                                                                                                                                          
β) να αποδειχθεύ ϐτι υπϊρχει ςημεύο  Α  ξ , f ξ) ) με  ξ∈  −1 , 2  ςτο οπούο η εφαπτομϋνη εύναι                       
παρϊλληλη ςτην ευθεύα  ε ∶  2x − y + 3 = 0 . 

16.74 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f ′ x) ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
α) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                            
β) Αν η Cf διϋρχεται απϐ τα  Α 1, 5) , Β −2, 1)  να λϑςετε την εξύςωςη  f−1 −4 + f x2 − 8) = −2                                                                                                                                                                         

γ) Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα ςημεύο Μ τησ  Cf  , ςτο οπούο η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                       

εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα   ε :  y = −
3
4

 x + 2   

16.75 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f ′ x) ≥ 1 , ∀x ∈ ℝ                                                                             

α) Αν A −1, f −1) , B 1, f(1)), να δεύξετε ϐτι (AΒ) ≥ 2 2 . Αν επιπλϋον ιςχϑει  f −1) = −1και  f 1) = 1, 

να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                             
β) f 0) = 0                                                                                                                                                                                                                  
γ) f x) ≥ x , ∀x ≥ 0                                                                                                                                                                                             

δ) η εξύςωςη   
f α2+2  − α2+ 1 

x − 2
 +  

f2 α2  − α4+ 1 

x − 1
 = 0  ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο  1 , 2) . 
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16.76 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f ′ x) ≠ 0 , ∀x ∈ ℝ .                                                                                     
α) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  εύναι 1-1                                                                                                                                                            

β) Αν η Cf  διϋρχεται απϐ τα  Α 1 , 2005), Β −2 , 1) να λϑςετε την εξύςωςη f−1 −2004 + f x2 − 8) = −2                                                                                                                                                                         

γ) Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα ςημεύο Μ τησ  Cf  , ςτο οπούο η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                    

εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα   ε :  y = −
1

668
 x + 2005                   ΘΕΜΑ 2005 Ε ) 

 

Δ.  Διπλϋσ  Ανιςώςεισ  και  Θ.Μ.Σ. 

16.77 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  0 , 2  με  f(0) = 3 και  ∀ x ∈  0 , 2) ιςχϑει − 2 ≤ f  ′ x) ≤ 3 .                                          
Να δεύξετε ϐτι :   −1 ≤  f(2) ≤ 9   . 

16.78 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  1 , 2  με  f(1) = 3 και  ∀ x ∈  1 , 2) ιςχϑει  3 ≤ f  ′ x) ≤ 5 .                                          
Να δεύξετε ϐτι :   6 ≤  f(2) ≤ 8    

16.79 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  με  f(0) = 1 και   ιςχϑει  4 ≤ f  ′ x) ≤ 5 .                                          
Να δεύξετε ϐτι :   9 ≤  f(2) ≤ 11   

16.80 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  [0 , 4]  με  f(0) = 1 και   ιςχϑει  2 ≤ f  ′ x) ≤ 5 .                                                                                                 
Να δεύξετε ϐτι :   9 ≤  f(4) ≤ 21   χολικϐ) 

16.81 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ςυνεχόσ ςτο  1 , 5  με  f(1) =  −2  και  ∀x ∈  1 , 5) ιςχϑει  f  ′ x) ≤ 2 .                                                                                               
Να δεύξετε ϐτι :   −10 ≤  f(5) ≤ 6    

16.82 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  με  f(1) = 1 και   f  ′ x) ≤ 2                                                                                                
Να δεύξετε ϐτι :   −7≤  f(5) ≤ 9    

16.83 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  με  f(4) = 1 και  1 < f  ′ x) < 2 . Να δεύξετε ϐτι :                                  
α)  −3 < 𝑓(2) < −1                                     β)  ∃ x0  ∈  2 , 4) ∶   f x0) = 1 − x0   

16.84 Αν η ςυνϊρτηςη  f  ′  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο ℝ και f(0) = 0. Να δεύξετε :  f  ′(1) < f(1) < f  ′(0)  

16.85 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  με  f  ′   γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                         
Να δεύξετε ϐτι  f  ′(1) < f(2)− f(1) < f  ′(2) 

16.86 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  με  f  ′   γνηςύωσ αϑξουςα .                                                                                                      
Να δεύξετε ϐτι  f  ′(x) < f(x+1)− f(x) < f  ′(x+1) . 

16.87 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  με  f  ′   γνηςύωσ αϑξουςα .                                                                                                      
Να δεύξετε ϐτι  2f x) < 𝑓 x − 1) + f(x + 1) 

16.88 Να δεύξετε ϐτι :  2 −  
 e 
2

< ln2 <  
 2 

e
  

16.89 Να δεύξετε ϐτι  :  
 2 

5
< ln

5

 3 
<

2

 3 
  . 

16.90 Να δεύξετε ϐτι  :  
 1 

2 α
<

 α  −  β

 α  − β  
<

1

 2 β  
   για κϊθε  0 < β < 𝛼 

16.91 Να δεύξετε ϐτι :      
1

x + 1
  < ln x + 1) − lnx <

1
 x 

  , x > 0   .     

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 162 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 163 
 

 

16.92 Να δεύξετε ϐτι :   
x − 1

x 
  < lnx <  x − 1, x > 1    

16.93 Να δεύξετε ϐτι  :   1 + x < ex < 1 + ex , x ∈  0 , 1)  . 

16.94 Να δεύξετε ϐτι :     
1

x + 1
  < 𝑙𝑛  1 +

1
 x 
  < 

1

 x 
  ,  x > 0    . 

16.95 Να δεύξετε ϐτι :   
1

x 
  < 𝑙𝑛  1 +

1
 x − 1 

  < 
1

 x − 1 
  ,  x > 1    . 

16.96 Να δεύξετε ϐτι :    eα + eα ∙  β − α) < eβ < eα + eβ ∙  β − α)   με   α < 𝛽  

16.97 Να δεύξετε ϐτι :   1 <  
ex− 1

x
 <  ex ,   x > 0  .     

16.98 Να δεύξετε ϐτι :    
1

ςυν 2α
<

εφα  − εφβ

α  − β
<

1

ςυν 2β
   με  0 < α < β <

 π 
2

   

16.99 Δύνεται ςυνϊρτηςη f παραγωγύςιμη ςτο  ℝ  ώςτε  f x) − e−f(x) = x − 1 , f 0) = 0 .                                                                                                                                                                         
α) Να εκφραςτεύ η  f  ′  ωσ ςυνϊρτηςη τησ f                                                                                                                                             

β) Να δεύξετε ϐτι    
 x 

2
  < 𝑓 x)  <  x f  ′ x)   , ∀ x > 0            ΘΕΜΑ  2002 ) 

16.100 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f x) =  
x lnx  ,   x > 0
0  ,           x = 0

  .                                                                                                                                 

Να δεύξετε ϐτι ιςχϑει    f  ′ x + 1) >  𝑓 x + 1) − f x) ,∀x > 0                        ( ΘΕΜΑ  2008 )   

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο βαρώνοσ Ωγκυςτϋν-Λουύ Κωςϑ  (1789 –1857) 

όταν Γϊλλοσ μαθηματικϐσ απϐ τουσ 

πρωτοπϐρουσ τησ ανϊλυςησ .                                                        

Σο ΘΜΣ , ϋνα απϐ τα πιο ςημαντικϊ θεωρόματα 

ςτην Μαθηματικό Ανϊλυςη, ςτη ςϑγχρονη 

μορφό διατυπώθηκε απϐ τον Cauchy. 
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Α. Θεώρημα  ταθερόσ  υνϊρτηςησ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Σο παραπϊνω θεώρημα ιςχϑει ςε διϊςτημα και ϐχι ςε ϋνωςη διαςτημϊτων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

17. υνϋπειεσ  Θ.Μ.Σ. 

   Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ . Αν :  

  ▶ f  ςυνεχόσ ςτο Δ και   

  ▶ 𝐟′ 𝐱)=0 για κϊθε εςωτερικϐ ςημεύο  x  του  Δ   

  τϐτε  η  f  εύναι ςταθερό ςε ϐλο το διϊςτημα Δ.                                              

 

Για να εύναι  f  ςταθερό ςτο Δ , αρκεύ να δεύξουμε ϐτι  ∀ x1 ,  x2 ∈ Δ  ιςχϑει  f x1) = f x2) .                                                                                 
▶ Αν  x1 = x2 , τϐτε προφανώσ  f x1) = f x2)                                                                                                                                                          
▶ Αν  x1 < x2 τϐτε  αφοϑ f  ςυνεχόσ ςτο  x1 , x2] , f παραγωγύςιμη ςτο  x1  , x2) ,                                                                  
τϐτε η f ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ του Θεωρόματοσ Μϋςησ Σιμόσ ,                                                                                                        

ϊρα θα υπϊρχει   ξ ∈ (x1 , x2) τϋτοιο ώςτε  f ′ ξ) =
 f x2  − f x1  

x2 − x1
   .                                                                                     

Επειδό το ξ εςωτερικϐ ςημεύο του Δ τϐτε:                                                                                                                                                            

f ′ ξ) = 0 ⇔ 
 f x2) − f x1) 

x2  − x1
= 0 ⇔ f x2) − f x1) = 0 ⇔ f x2) = f(x1)                                                                                                                                                

▶ Αν  x1 > x2  τϐτε ομούωσ αποδεικνϑεται ϐτι  f x1) = f x2)                                                                                                                          

Άρα ςε κϊθε περύπτωςη ϋχουμε ϐτι f x1) = f x2) , οπϐτε η f εύναι ςταθερό ςε ϐλο το Δ.                                                            
( 2004 Ε−2009−2014 )       

 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν για μια ςυνϊρτηςη  f  ιςχϑει  𝐟′ 𝐱) = 𝟎 ,∀𝐱 ∈  −∞ ,𝟎) ∪  𝟎 , +∞) 

τϐτε η f  εύναι ςταθερό  ςτο  −∞ ,𝟎) ∪  𝟎 , +∞)       ( 2019 ) 

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη  f x) =  
−1  , x < 0
1  ,     x > 0

    ϋχει  f ′ x) = 0 ,∀x ∈  −∞ , 0) ∪  0 , +∞) ,                                                                                           

εντοϑτοισ η  f  δεν εύναι ςταθερό ςτο   −∞ , 0) ∪  0 , +∞) 
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Β. Πϐριςμα  ταθερόσ  υνϊρτηςησ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Σο παραπϊνω πϐριςμα ιςχϑει ςε διϊςτημα και ϐχι ςε ϋνωςη διαςτημϊτων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Έςτω δϑο ςυναρτόςεισ  f , g  οριςμϋνεσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ . Αν : 

 ▶ f , g  εύναι ςυνεχεύσ ςτο Δ και  

 ▶ 𝐟 ′(𝐱) = 𝐠 ′(𝐱)    για κϊθε εςωτερικϐ ςημεύο του Δ ,  

 τϐτε υπϊρχει ςταθερϊ c τϋτοια ,  ώςτε για κϊθε  x ∈ 𝚫  να ιςχϑει   𝐟(𝐱) = 𝐠(𝐱) + 𝐜 . 

 

▶ Η ςυνϊρτηςη  f − g  εύναι ςυνεχόσ ςτο Δ ωσ διαφορϊ ςυνεχών ςυναρτόςεων                                                                                               

▶ Για κϊθε  x  εςωτερικϐ ςημεύο του Δ ιςχϑει :  f − g)′ x) = f ′ x) − g′ x) = 0                                                                                     

Άρα η ςυνϊρτηςη f − g εύναι ςταθερό , οπϐτε υπϊρχει ςταθερϊ c  ώςτε :                                                                         
  f x) − g x) = c ⇔ f x) = g x) + c  .  
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α.  ταθερό  υνϊρτηςη 

17.1 Έςτω ςυνϊρτηςη f δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο ℝ ώςτε να ιςχϑει  f ′′ (x) + f(x) = 0, ∀x ∈ ℝ .                                                                   

Αποδεύξτε ϐτι η ςυνϊρτηςη   g x) = f 2 x) +  f ′ x) 
2
   εύναι ςταθερό. 

17.2 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με  f  ′ x) = f x) , f 0) = 1                                                                                         

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) =  
f(x)

ex    εύναι ςταθερό.               β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f .                                             

17.3 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με  f  ′ x) = 3f x) , f 0) = 
1

 3 
                                                                                

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = e−3xf(x)   εύναι ςταθερό.           β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f .                                             

17.4 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  με  f  ′ x) = 2f x) , f 0) = 1  , f x) > 0 ,  ∀x ∈ ℝ .                                    
α) Να δεύξετε ϐτι η  g x) = lnf x) − 2x  εύναι ςταθερό.                β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f .                                             

17.5 Αν η ςυνϊρτηςη  f εύναι παραγωγύςιμη ςτο ℝ, με  f(0) = 2 ,  f  ′(x) = f(x)(2x + 1)  ,∀x ∈ ℝ .                                                                                                                                                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) =  
f(x)

ex 2+ x
    εύναι ςταθερό.           β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f . 

17.6 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με   f(2) = 3   και   x ∙ f  ′(x) = 3x − 2f(x)   για κϊθε x > 0.                                                                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = x2f x) − x3  εύναι ςταθερό .          β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f . 

17.7 Δύνεταπαραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με  f(1) = 0  και   f  ′(x) = e−f(x)                                                                                       

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = ef(x) − x  εύναι ςταθερό .        β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

17.8 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ [0, +∞) → ℝ με  f 4) = 4e−2 , 2 x f ′ x) + f x) = e− x .                                      

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) = e x f x) −  x   εύναι ςταθερό ςτο  0, +∞)                                                                                     
β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f . 

17.9 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ με  f  ′ x) 1 + x2 = f x) , f 0) = 1,  ∀x ∈ ℝ .                                                                               

α) Να δεύξετε ϐτι η  g x) =   1 + x2 − x f x)  εύναι ςταθερό.          β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f .                                             

17.10 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με   f(1) = 1   και   x ∙ f  ′(x) = f(x) − x2 , για  x > 0                      

α) Να δεύξετε ϐτι η  g x) =  
f x) + x2

x
  εύναι ςταθερό                 β)  Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                   

17.11 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με   lnx + 1)f x) + f  ′ x) = 0 , x > 0                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η  g x) = xxf x), x > 0  εύναι ςταθερό.            β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f  αν  f(1) = 1.    

**********************************************************************************************************                                                                                     

17.12 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f  ′(0) = 1 και f(0) = 0  για την οπούα ιςχϑει              

f ′′  x) − 4f ′ x) + 4f x) = 0 , x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι   f x) =  x ∙ e2x   

17.13 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f  ′(0) = 3 και f(0) = 1  για την οπούα ιςχϑει              

f ′′  x) − 6f ′ x) + 9f x) = 0 , x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι   f x) = e3x 
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******************************************************************************************************* 

17.14 Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f, g ∶ ℝ → ℝ με f 1) = g 1), g x) ≠ 0, f ′ x)g x) = g′ x)f(x),∀x ∈ ℝ                                     
Να δεύξετε ϐτι  f = g 

17.15 Αν για μια ςυνϊρτηςη  f  που εύναι οριςμϋνη  ςτο ℝ  ιςχϑει   f x) − f(y) ≤  x − y)2 ,∀x, y ∈ ℝ ,                      
να αποδεύξετε ϐτι η f  εύναι ςταθερό.  χολικϐ) 

17.16 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f ′ x) + 2xf x) = ex−x2  
, ∀x ∈ ℝ                                                                     

α) Να δεύξετε ϐτι η  g x) = ex2  
f x) − ex  εύναι ςταθερό                                                                                                                        

β) Αν ιςχϑει   lim
x→0

 
xg x) − ημ x

 x
  = 1 , να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                            

γ) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   που εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x  

17.17 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   με  f(0) = 0 και  f  ′ x) =  1 + f 2(x) , ∀x ∈ ℝ                                  

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη    g x) =  f x) + f  ′ x) e−x εύναι ςταθερό                                                                                      

β) Να δεύξετε ϐτι f x) =
ex − e−x

 2 
                                                                                                                                                                  

γ) Ένα ςημεύο Μ κινεύται  κατϊ μόκοσ τησ  Cf  και τη χρονικό ςτιγμό που  περνϊει απϐ το Α ln10 , κ)                         
η τετμημϋνη του ελαττώνεται με ρυθμϐ  20 μον/s.  Nα βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ τεταγμϋνησ                                         
του τη χρονικό ςτιγμό που το Μ περνϊει απϐ το Α 

17.18 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f(0) = 1 και  f  ′ x) f x) − x) = f(x) , ∀x ∈ ℝ                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη   g x) = f 2 x) − 2xf(x) εύναι ςταθερό                                                                                      
β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                    

γ) Να υπολογύςετε το lim
x→+∞

 
f(x)

 x  + ημ x
                                                                                                                                                   

δ) Αν h παραγωγύςιμη ςτο ℝ με  h ′ x) = f(x), να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  ξ ∈ ℝ  ώςτε  f ξ) = h x + 1) − h(x) 

17.19 Δύνεται  f: (0, +∞) → (0, +∞) δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη με  e2xf
 ′′

(x) e3f(x))f
 ′
(x) = 1 .                                             

Επύςησ η εφαπτϐμενη τησ  Cf  ςτο M 16 , f 16)  εύναι η ευθεύα  ε ∶   e ∙ x + 64y − 80 e = 0                                       

α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f(16)  και  f  ′ 16)                                                                                                                                              

β) Να δεύξετε ϐτι η  g x) =  x ∙ lnf x)  εύναι ςταθερό                                                                                                                                      
γ) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                                        

δ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→0

 
ημ

1

x

f(x)
                

********************************************************************************************************** 

17.20 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ςτο ℝ με  f x) ≠ 0  ,∀x ∈ ℝ  και  f  ′ x) = −2xf 2 x) , f(0) = 1 .                                                                                 

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g x) =
1

  f x) 
− x2  ,    x ∈ ℝ   εύναι ςταθερό .                                                                                                                    

β) Να δεύξετε ϐτι   f x) =   
1

  1 + x2                ΘΕΜΑ  2001 ) 

17.21 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  ℝ  με  f  ′ x) = 
f(x)

f x) − x
 ,  x ∈ ℝ , f(0) = 3  .                                                                        

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη    g x) =  f(x))2 − 2xf(x) ,  x ∈ ℝ   εύναι ςταθερό .                                                                         

β) Να δεύξετε ϐτι   f x) = x +  x2 +  9  .                                                     ΘΕΜΑ  2010 ) 
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Β. Πϐριςμα  ταθερόσ  υνϊρτηςησ 

17.22 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   αν ιςχϑουν  f 0) = 1 , f  ′ x) = x3 + 3x2 

17.23 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   αν ιςχϑουν  f 1) = 5 , f  ′ x) = 3x2 − 6x + 2 

17.24 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f(0) = 2 , f  ′ x) = 3x2 − 2x + ςυνx − 2, ∀x ∈ ℝ                                                                                                
Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  . 

17.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f(0) = 3 ,  f  ′ x) = ex − ημx  ,  ∀x ∈ ℝ .                                                          
Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  . 

17.26 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ  με  f(1) = e2 ,  f  ′ x) = 2e2x + 
1

x
                                                                                   

Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  . 

17.27 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ  με  f(1) = 3 ,  f  ′ x) = 
1

2 x
+

x − 1

x2      ∀x > 0 .                                                             

Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f . 

17.28 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 0) = 0 , f  ′ x) = 2x − e−x . 

17.29 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) = 1 , f  ′ x) = e2x + ςυν2x .    

17.30 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 1) = −1 , f  ′ x) = 
3x + 1

x2  , ∀x > 0 . 

17.31 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f  
π
2
 = 1 , f  ′ x) = 3ημ2x ∙ ςυνx 

17.32 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 1) = 6 ,  x ∙ f  ′ x) = 3x3 − 4x2 + 2x 

17.33 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 1) = 0 , f  ′ x) = 2 
lnx
x  

   , x > 0              

17.34 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) = 0 , f  ′ x) =  
2 x

x2+ 1
             

17.35 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 0) = ln5 , f  ′ x) =  
2(x+1)

x2+ 2x + 5
 

17.36 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) = 0 , f  ′ x) =  
2x + 1

x2+ x + 1
 

17.37 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) =
ln2
2

 , f  ′ x) = 2xe−x2
+ 

x

x2  + 2
   

17.38 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) = 1 , f  ′ x) ∙  x2 + 1 = x  , x ∈ ℝ 

17.39 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 0) = e , f  ′ x) = 2x ∙  
1

x2+1
+ ex2+1    

17.40 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) = 3 , f  ′ x) =
x

 x2+4
+ 2x ∙ ln2 
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17.41 Δύνεται ςυνεχόσ f: (0,1] → ℝ  με  f(1) = 0  η οπούα εύναι παραγωγύςιμη ςτο  0 , 1) και ιςχϑει                                                            

2 1 − x ∙ f  ′ x) = 1 + 
2 1 − x

x
    ,  ∀x ∈  0 , 1) . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                   

α) f x) = lnx −  1 − x  , x ∈ (0 , 1]                                                                                                                                                              
β) η  f  εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ                                                                                                   

γ) lim
x→0

  x2f−1(x)) = 0  και  lim
x→−∞

 
 f−1(x) 

x
  = 0                                                                                                                                       

δ) η εξύςωςη  f x) = −x  ϋχει ακριβώσ μια ρύζα 

*********************************************************************************************************** 

17.42 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   f  ′ 1) = 2 ,  f 0) = 1 , f ′′  x) = 2x + 1  ,  x ∈ ℝ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

17.43 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  f  ′ 0) = 1 ,  f 1) = −3 , f ′′  x) = 6x + 2  ,  x ∈ ℝ .      

17.44 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  f  ′ 1) = 2 ,  f 0) = 1 , f ′′  x) = 2x + 1  ,  x ∈ ℝ 

17.45 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  f  ′ 0) = 1 ,  f 1) = −3 , f ′′  x) = 6x + 2  ,  x ∈ ℝ .                                                  

17.46 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν f  ′ 0) = 2 ,  f 0) = 2 , f ′′  x) = 6x + 4e2x 

17.47 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν f  ′ 0) = −1, f 0) = 2, f ′′  x) = e−x − ςυνx                                                                                         

17.48 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη f:ℝ → ℝ ώςτε να ιςχϑει  f ′′  x) = 6x + 4  και η εφαπτϐμενη                 
τησ  Cf  ςτο M 0 , 1) να εύναι παρϊλληλη ςτην  ευθεύα  ε ∶  y = 2x + 1. Να βρεύτε :                                                                                    
α) τισ τιμϋσ  f(0)  και  f  ′ 0)                                                                                                                                                                           
β) τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                                          

γ) το ϐριο lim
x→−1

 f x) ∙ ημ 
1

x+1
                                                                                         

********************************************************************************************************* 

17.49 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) = 2 , f  ′ x) = 2xex + x2ex    

17.50 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 0) = 1 , f  ′ x) = ημx + x ∙ ςυνx − e−x 

17.51 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 0) = 1 , f  ′ x) = ςυνx − x ∙ ημx 

17.52 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ  με  f  ′   x) = ex   lnx +
 1 
x

   , f 1) = −1 .                                             

Να βρεύτε την f .      

17.53 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ   με  xf  ′   x) = 2x2lnx + x2 , f 1) = 0 .                                             
Να βρεύτε την f .      

17.54 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ με   e−xf  ′ x) = x3 + 3x2  και η εφαπτϐμενη                                                 

τησ  Cf   ςτο M 1 , f(1)) τϋμνει τον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο με τετμημϋνη  
1

2
                                                                                     

α) Να αποδεύξετε ϐτι f  ′ 1) = 2f(1)                                                                                                                                                             
β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f  

17.55 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   ιςχϑουν  f  ′ x) = 
xςυν x − ημ x

x2  , x > 0 , f  
π
2
 = 

1

π
 

17.56 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  x2f  ′ x) + lnx = 1 , x > 0 , f 1) = 0 
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17.57 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f x) + xf  ′ x) = 3x2 + 1  , f 1) = 2 , x > 0    

17.58 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f x) + xf  ′ x) = ςυνx  , f π) = 
1

π
  , x > 0    

17.59 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  2f x) + xf  ′ x) = 
1

x2  , f 1) = 0 , x > 0    

17.60 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν   x2 + 1) ∙ f  ′ x) + 2x ∙ f x) = 1 , f 0) = 2.  

17.61 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   ιςχϑουν   x2 − x) ∙ f  ′ x) + x ∙ f x) = 1 , x > 0    

17.62 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  x ∙ f  ′ x) + f x) = ex , x ≥ 0    

17.63 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f  ′ x) =
f x)

x − 1
+ ex x − 1), x > 1 με  f 2) = e2 

17.64 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  xf  ′ x) + x2 = f x) + x2ex  , f 1) = e − 1,  x >  0  

17.65 Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  αν ιςχϑουν  xf  ′ x) − f x) = x2ημx + x3ςυνx  και  f  
π
2
 =

 π2

4
  , x > 0 .       

17.66 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν  f 0) = −3 , f  ′ x) =  
2 x − x2

e−x  

******************************************************************************************************* 

17.67 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f αν   f  ′   x) + 2xf x) = 0 , x ∈ ℝ  , f 0) = 1  , f x) > 0 . 

17.68 Έςτω f δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  ςτο ℝ ώςτε να ιςχϑει  f 0) = f  ′ 0) = 1   και τϋτοια                                       
ώςτε  f ′′  x) − f  ′ x) = 6x − 3x2,∀x ∈ ℝ . Να βρεύτε τον τϑπο τησ f .                                                           

17.69 Έςτω ςυνϊρτηςη f δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο ℝ ώςτε να ιςχϑει  f x) > 0                                                               
με   f ′′  x) − 2xf  ′ x) = 2f(x)  και  f  ′   0) = 0 , f 2) = e . Να βρεύτε τον τϑπο τησ f . 

17.70 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → (0, +∞) με  f 2) = e5,  xf  ′(x) + f x)lnf x) = 2xf x), x > 0 .                                                         
Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  . 

17.71 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (1, +∞) → ℝ  με  f e) = 2  και  xf  ′(x)lnx + 2f x) = 0  , x > 1 .                               
Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f           

17.72 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν f  ′ x) =  2x + 1) ∙ e−f(x) , f 0) = 0 . 

17.73 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f 0) = 0 , f  ′ x) − 4x3 ∙ e−f(x) = 0 ,  ∀x ∈ ℝ  .                                                             
Να βρεύτε τον τϑπο τησ f .    

17.74 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν xf  ′ x) =  x − 1) ∙ e−f(x) , f 1) = 0, x > 0 . 

17.75 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ  με  f e) = −2 , ef(x) x f ′ x) + 1) = −
1

x2   , x > 0  .                                             

Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f           

17.76 Να βρεθεύ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο  (0, +∞) ώςτε  2f  ′ x) =  
1

x2 − 1 ∙ ef(x), f 1) = 0 

17.77 Να βρεθεύ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ςτο  (0, +∞) ώςτε να ιςχϑει f  ′ x) =  3x2 + 2x) ∙ e−f(x)                                             
και η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο ςημεύο Μ(2, f(2)) να εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα δ : 4x − 3y + 8 = 0 
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17.78 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f: (0, +∞) → ℝ  με  f 1) = 1 , 
f ′  x)

x +1
 = e x−f(x) , x > 0                                                                                   

Να δεύξετε ϐτι  f x) = lnx + x , x > 0 .         

17.79 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f  ′ x)f x) = x  , f 0) = 1 .   

17.80 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 1) = −2 , f  ′ x) ∙ f x) = 2x3, x > 0    

17.81 Δύνεται παραγωγύςιμη   f:ℝ → ℝ  με   f 0) = −2 , f  ′ x)f x) = e2x + x  ,  ∀x ∈ ℝ .                                                      
Να βρεύτε τον τϑπο τησ f .  

17.82 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  e−2x ∙ f  ′ x) ∙ f x) − 1 = 0  , f 0) = 1. 

17.83 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:ℝ → ℝ∗ με  f 0) =  2  και f  ′ x) = 
x − e−x

 f(x) 
    Να βρεύτε τον τϑπο τησ f . 

17.84 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   αν ιςχϑουν  
f ′  x)

f(x)
 = 2x , f 0) = 1 , f x) > 0 

17.85 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   αν ιςχϑουν  
f ′  x)

f(x)
=

2x

x2+1
 +1 , f 0) = 1 , f x) > 0  

17.86 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  
f ′  x)

2∙  f(x)
 = 2x , f 0) = 1 , f x) > 0 

17.87 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν   f  ′ x) = 4x f(x) , f 1) = 9 , f x) > 0 

17.88 Να βρεύτε τον τϑπο τησ f x) > 0 αν ιςχϑουν  f  ′ x)f(x) = ex 1 + f 2 x) , f 0) =  3 

17.89 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f αν  f  ′ x) + 2xf 2 x) = 0 , x ∈ ℝ  , f 0) = 1 , f x) ≠ 0  

17.90 Δύνεται παραγωγύςιμη f: [1, +∞) → (0, +∞) με f 1) = 1 , x2f  ′ x) + f 2 x) = 0 . Να βρεύτε την f                                                                  

17.91 Να βρεύτε τον τϑπο τησ f x) ≠ 0 αν  x + 1)f  ′ x) + f 2 x) = 0 , x > 0 , f e − 1) = 1  

17.92 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  
f ′  x)

f2 x)
 = 1 − ex , f 0) = 1 , f x) > 0 

17.93 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν  ιςχϑουν   f 0) = 2 , f  ′   x) + 2f x) = 0  ,  x ∈ ℝ . 

17.94 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν ιςχϑουν   f ln2) = 1 , f  ′   x) + f x) = x + 1 . 

17.95 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν ιςχϑουν   f 0) = 1 , f  ′   x) − f x) = e2x . 

17.96 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   f −1) = −2  , f  ′ x) =  2x + 1)f x)  , x ∈ ℝ . 

17.97 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   f −1) = 2  , f  ′ x) =  3x2 + 2x)f x)  , x ∈ ℝ . 

17.98 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν ιςχϑουν   f 0) = 1 , f  ′   x) + 3x2 ∙ f x) = x2 

19.99 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν ιςχϑουν   f 1) = 
3

 e 
 , 2xf x) + f  ′   x) = 2x ∙ e−x2

   

17.100 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f  αν ιςχϑουν   f 0) = 1 , f  ′   x) = 2x ∙  1 + f(x)) . 
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17.101 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  f 1) = e2 , f  ′   x) − f x) = lnx − 
1

 x 
 , x > 0  . 

17.102 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  f 1) = e , f  ′ x) = f x) + ln2x − 2  
lnx

x  
,  x > 0 

17.103 Έςτω παραγωγύςιμη f  ςτο ℝ με  f 0) = 0,    f  ′ x) = eςυνx − ημx ∙ f(x) ,  x ∈ ℝ                                                                     
α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = x ∙ eςυνx                      β) Να βρεύτε τα ϐρια lim

x→+∞
f(x) , lim

x→−∞
f(x) 

17.104 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  f 4) = 1 , 2xf  ′   x2) + f x2) = 0 ,∀x > 0 

17.105 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν  f 1) = 2 , f  ′ 2x − 1) = 4x . 

17.106 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν ιςχϑουν   f 1) = 2 , f  ′ x − 2) = 2x + 3 . 

17.107 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   αν ιςχϑουν   f 1) = 2e  , f  ′ lnx) = 2x + 1 , x > 0 

17.108 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f   αν ιςχϑουν   f 1) = 2 , f  ′ ex) = x + 1 , x > 0  . 

17.109  Δύνεται παραγωγύςιμη  f:ℝ → ℝ  με   f x) + x) ∙  f  ′ x) + 1) = x , f 0) = 1                                                                            

Να δεύξετε ϐτι  f x) =  x2 + 1 − x .   

17.110 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   f x) + 2x) ∙  f  ′ x) + 2) = 4x  , f 0) = 1 ,  x ∈ ℝ  

17.111 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ςτο ℝ∗  με  f −1) = −4 , f 1) = 3 και  f  ′ x) = 
3x2+ x + 2 

x2                                                 

Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

17.112 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f  ςτο ℝ∗  με  f −1) = 3 , f 1) = 2 και  f  ′ x) = 2 − 
 f(x) 

x
                                                

Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

******************************************************************************************************** 

17.113 Δύνεται  f:ℝ → ℝ με  f  ′ x) =  
2x , x < 1

 2 
x

 , x ≥ 1  
 ,  f 1) = 0 . Να βρεύτε τον τϑπο τησ f 

17.114 Δύνεται  f:ℝ → ℝ  με  f  ′ x) =  
3x2 − 2x + 2 , x < 1

 2 
x

 , x > 1  
 ,    f 1) = 1 . Να βρεύτε τον τϑπο τησ f 

17.115 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f  ′ x) =  
3x + 1 , x < 0

2x2 + 1 , x ≥ 0  
 , f 1) = 

 2 

3
 .  Να βρεύτε τον τϑπο τησ f    

********************************************************************************************************* 

17.116 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  ςυνϊρτηςη f ∶ (−∞, 1) → ℝ  με  f(0) = 0 , f  ′ 0) = 1                                   
για την οπούα ιςχϑει  f ′′(x) =  f  ′ x) 2 , x < 1 .  Να δεύξετε ϐτι  f x) = −ln(1 − x) 

17.117 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ με  f 0) = 1 , f  ′ 0) = −1                                            
και   f ′′  x) + 2f  ′ x) + f x) = 0 , x ∈ ℝ. Να βρεύτε τον τϑπο τησ f 

17.118 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   f 0) = f  ′ 0) = 1 , f ′′  x) + 2f  ′ x) + f x) = 0      

17.119 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν   2f 0) = f  ′ 0) = 2 , f ′′  x) − 2f  ′ x) + f x) = ex      
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17.120 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει                                                                                                             
 x2 + 1)f ′′  x) + 4xf  ′ x) + 2f x) = 0 , x ∈ ℝ . Αν η διχοτϐμοσ τησ 1ησ γωνύασ των αξϐνων                                    
εφϊπτεται ςτη Cf   ςτο M 0 , f(0)) , να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                               

17.121 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f 1) = 2 , f  ′ x) + f x) = 1                                                                                          

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = 1 + e1−x                                                                                                                                             

β) Να δεύξετε ϐτι ∀α ,β ∈ ℝ  με  α < 𝛽 ιςχϑει   α − β)e1− α < e1− β − e1− α <  α − β)e1− β 

17.122 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f: (0, +∞) → ℝ με  f 1) = 0 , f  ′ 1) = 2                                   
για την οπούα ιςχϑει  x2 ∙ f ′′(x) + 1 = x . Να δεύξετε ϐτι οι ςυναρτόςεισ  g x) = f x) − lnx                                   
και  h x) = x ∙ lnx εύναι ύςεσ για κϊθε  x > 0  

17.123 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ με  f 0) = 0 και  3f  ′ x) = e x−f(x)                                                               
α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                       
β) Να δεύξετε ϐτι η f  αντιςτρϋφεται                                                                                                                                            
γ) Να βρεύτε τον τϑπο τησ αντύςτροφησ . 

17.124 Δύνεται παραγωγύςιμη  f: (0, +∞) → ℝ με  f 1) = 0 και  f  ′ x) + 
f(x)

x
=

1

x2                                                                                    

α) Να δεύξετε ϐτι η  f x) = 
 lnx  

x
                                                                                                                                              

β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x→+∞

  f x2) ∙ ςυν2x                          

17.125 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  με  f x) ≠ 0 , f 0) = 1 ,  2f  ′ x) = −f 2 x)ςυνx                               
α) Να δεύξετε ϐτι η γραφικό παρϊςταςη τησ f εύναι πϊνω απϐ τον ϊξονα x’x                                                                         
β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                 
γ) Να δεύξετε ϐτι  f x) ≤ 2                                                                                                                                                                         
δ) Να δεύξετε ϐτι η γραφικό παρϊςταςη τησ f ϋχει ϋνα τουλϊχιςτον κοινϐ ςημεύο με την ευθεύα y = x                    
ε) Να βρεύτε το ϐριο  lim

x→+∞
  x ∙ f x)                                       

17.126 Δύνεται  f:ℝ → (0, +∞) ώςτε να ιςχϑουν  lim
x→0

 
 xf x)− x − ημ x ∙ ημ3x 

 x2+4 − 2
  = −8  και                                 

f ′′(x)f(x) =  f  ′ x) 
2

+ 6xf 2 x) . Να βρεύτε :                                                                                                                                       

α) την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  M 0 , f 0)                                                                                        

β) τον τϑπο τησ  f                             

17.127 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  με  f 0) = 1 ,   x2 + 1) f x) + f  ′ x) = 2xf(x)                                      

α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                                        
β) Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                          
β1) η Cf  ϋχει ϋνα τουλϊχιςτον κοινϐ ςημεύο A x0 , y0) με την γραφικό παρϊςταςη τησ  g x) = x                                                      

β2) ∃ξ ∈  0 , x0) ∶  f  ′ ξ) = 1 − 
 1 

x0
 

17.128 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f  ′ x) + f x)ςυνx = 0                  
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο ℝ                                                                                                              
β) Αν επιπλϋον ιςχϑει f ′′(0) = −2 , να βρεύτε :                                                                                                                                  

β1) την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  M 0 , f 0)                                                                                 

β2) τον τϑπο τησ  f              
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17.129 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  με  f  ′ x) − f x) = 2xex και η Cf   ςτο ςημεύο τομόσ                                                      
τησ με τον ϊξονα y’y ϋχει εφαπτϐμενη κϊθετη ςτην ευθεύα  y = x . Να βρεύτε :                                                                        
α) τισ τιμϋσ  f(0)  και  f  ′ 0)                                                                                                                                                                    
β) την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο που αυτό τϋμνει τον ϊξονα y’y                                                             
γ) τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                                           
δ) το ϐριο lim

x→+∞
 f x) 

********************************************************************************************************* 

17.130 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  με  f 0) = 0  , 2f  ′ x) =  ex−f(x)  ,  x ∈ ℝ .                                                    
Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  .         ΘΕΜΑ  2005 ) 

17.131 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶  0,2 → ℝ  για την οπούα ιςχϑουν                                                                                               

3x2 −
f
 ′
 x)− 2 f(x)

e 2x = 0   και  f 1) = e2 . Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  .       ΘΕΜΑ  2009 Ε )       

17.132 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ ℝ →  ℝ  με  f 0) = 1  και  f  ′ x) + 2x = 2x f x) + x2) ,  x ∈ ℝ .                                              
Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                      ΘΕΜΑ  2010Ε )                                                                                                                                                     

17.133 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει                                               
f  ′ 0) = f 0) = 0  και ικανοποιεύ τη ςχϋςη   ex f  ′ x) + f ′′  x) − 1) = f  ′ x) + xf ′′  x) , x ∈ ℝ .                                                                                          
Να αποδεύξετε ϐτι   f x) = ln ex −  x) .                                   ΘΕΜΑ  2011 ) 

17.134 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ με  f(1) = 0 και  2f  ′ x) =  
1

 x2  −  1 ef(x)   με  x > 0 .                                    

Να δεύξετε ϐτι  f x) = ln   
2x

x2 + 1
         ΘΕΜΑ  2012 Ε ) 

17.135 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  με  f 0) = 1  και   f x) + x) f  ′ x) + 1) = x ,  x ∈ ℝ.                              

Να δεύξετε ϐτι  f x) =  x2 +  1 −  x  .                   ΘΕΜΑ  2013 ) 

17.136 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:ℝ → ℝ  με 2xf x) + x2 f  ′ x) − 3) = −f  ′ x) , x ∈ ℝ, f 1) = 
1

2
                                          

Να δεύξετε ϐτι   f x) =  
x3

x2  +  1
       ΘΕΜΑ  2013 Ε ) 

17.137 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:ℝ → ℝ  με  f  ′ x) ef(x) + e−f(x) = 2  ,  x ∈ ℝ  ,  f(0)=0  .                                   

Να δεύξετε ϐτι    f x) = ln x +   x2 +  1                           ΘΕΜΑ  2015 )  

17.138 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ (0, +∞) → ℝ  με   f 1) = 1  ,  x2 − x)f  ′ x) + xf x) = 1  , ∀ x > 0 .                               

Να δεύξετε ϐτι    f x) =  
lnx

x − 1
  ,   0 < x ≠ 1

1  ,                 x = 1

                               ΘΕΜΑ  2015 Ε ) 

17.139  Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f ∶  0 , +∞ → ℝ  , για την οπούα ιςχϑει  ϐτι  f x) ∙ f ′ x) = 
1

2
                                        

για κϊθε x > 0  και τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο Μ 1, 1).                                           

Να αποδεύξετε ϐτι   f x) =  x , x ≥ 0                ΘΕΜΑ  2019 Ε ) 
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 Constant  function 

ταθερό  ςυνϊρτηςη                               

 

Γ.  Η  Ιδιϐτητα   𝐟 ′(𝐱) = 𝐟(𝐱) 

17.140 Να βρεύτε τον τϑπο τησ f  αν ιςχϑουν  f 1) = e και  ∀x > 0 ιςχϑει nx2f ′ x) + 2xf x) = x2 ∙ f x)  

17.141 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  f 0) = 3  , f ′ x) −  x3 = f x) − 3x2 , x ∈ ℝ  . 

17.142 Να βρεύτε τον τϑπο τησ f  αν f 0) = 1 και  ∀x ∈ ℝ ιςχϑει   x2 + 2)f ′ x) + 2xf(x) =  x2 + 2) ∙ f(x) 

17.143 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν   f 0) = 2 και για κϊθε  x ∈ ℝ                                                
ιςχϑει     x2 + x + 1)f ′ x) −  2x + 1)f(x) =  x2 + x + 1)f(x) 

17.144 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                         
αν   f x) > 0 , f ′ x) = f x) ∙ lnf x) , f 1) = ee , x ∈ ℝ . 

17.145 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f                                               
αν  f ′ x) ∙ ςυνx − f x) ∙ ημx = f x) ∙ ςυνx , f 0) = 4 

17.146 Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f  οριςμϋνη ςτο  0, π) με  f  
π
6
 = e

π
6   ,                                                         

f ′ x) ∙ ημx = f x) ∙ (ημx − ςυνx)   

17.147 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν                                                                                                                  
[f ′ x) − f(x)] ∙ (2 + ςυνx) − f x)ημx = 0 , f 0) = 2    

17.148 Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ  f  αν  ιςχϑουν   f 2) = 3e2 και για κϊθε  x > 1  ιςχϑει                                                                                                             

f ′ x) = 
x2+ 2x − 1

x2  − 1
 f x) ,∀x > 1 

17.149 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  δϑο φορϋσ  παραγωγύςιμη ςτο ℝ  με  f ′′ (x) = f(x) , x ∈ ℝ .                                         
Επύςησ η εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο Α 0,f 0)) ϋχει εξύςωςη  y = 3x −  1 . Να βρεύτε την f  . 

17.150 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  δϑο φορϋσ  παραγωγύςιμη ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑουν                                              
f 0) = f ′ 0) = e , f x) ≠ 0 , x ∈ ℝ  και  f x) ∙ f ′′  x) − f x) ∙ f ′ x) =  f ′(x))2. Να βρεύτε τον τϑπο τησ f  . 

17.151 Έςτω ςυνϊρτηςη  f  δϑο φορϋσ  παραγωγύςιμη ςτο ℝ για την οπούα ιςχϑει                                                           
f ′′(x) +  f  ′ x) 2 = f ′ x) ,  x ∈ ℝ . Αν η ευθεύα  y = x + 1 εφϊπτεται ςτη  Cf   ςτο M 0, 1),                                                             
να βρεύτε τον τϑπο τησ  f               

17.152 Δύνεται 2 φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f:  0, +∞) → ℝ για την οπούα ιςχϑουν                                                          
f 1) = 2  , f ′ 1) = −1   και  2xf ′ x) + x2f ′′  x) = −f ′ x)  , x > 0 . Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f . 

17.153 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f 0) =  2  , f x) ≠ x , ∀x ∈ ℝ                                                                                

και  2f ′ x) = 2 + f x) − x − 
1

f x) − x
   .   Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f .   
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Α. Θεώρημα  Μονοτονύασ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Αντύςτοιχα , αν μια ςυνϊρτηςη  f  εύναι οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ, με f  ςυνεχόσ ςτο Δ και                                           
f ′ x) >0   για κϊθε  εςωτερικϐ ςημεύο  x  του  Δ , τϐτε  η f εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςε ϐλο το διϊςτημα Δ.     

● Σο αντύςτροφο του παραπϊνω θεωρόματοσ δεν ιςχϑει. Δηλαδό, αν η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                            
 ό γνηςύωσ φθύνουςα) ςτο Δ, τϐτε η παρϊγωγϐσ τησ δεν εύναι υποχρεωτικϊ θετικό ό αρνητικό)                               
ςτο εςωτερικϐ του Δ. 

                                                                                                                                                                          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

18. Μονοτονύα  υνϊρτηςησ 

 Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ .                                                                                                                        
Αν  f  ςυνεχόσ ςτο Δ και   𝐟′ 𝐱) >0   για κϊθε  εςωτερικϐ ςημεύο  x  του  Δ                                                          
τϐτε  η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςε ϐλο το διϊςτημα Δ. 

 

Για να εύναι f  γνηςύωσ αϑξουςα ςτο Δ , αρκεύ να δεύξουμε ϐτι:                                                                                                          
∀ x1, x2 ∈ Δ με  x1 < x2  ιςχϑει  f x1) < f x2)                                                                                                                        

▶ Αφοϑ f ςυνεχόσ ςτο  x1 , x2] , f  παραγωγύςιμη ςτο  x1 , x2) , τϐτε η f ικανοποιεύ τισ υποθϋςεισ                                      
του Θεωρόματοσ Μϋςησ Σιμόσ , ϊρα θα υπϊρχει  ξ ∈ (x1 , x2)  τϋτοιο ώςτε                                                                                            

f ′ ξ) =
 f x2  − f(x1)

x2 − x1
  ⇔  f x2) −  f x1) = (x2 −  x1) f ′ ξ)                                                                              

▶ Επειδό  f ′ ξ) > 0  και  x2 −  x1 > 0  θα εύναι και   f x2) −  f x1) > 0 ⇔  f x1) < f x2)                                      

Άρα η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςε ϐλο το Δ .                         ( 2006 −2012 −2017−2019 )    

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν μια ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ,  παραγωγύςιμη 

ςτο εςωτερικϐ του Δ και γνηςύωσ αϑξουςα ςτο Δ, τϐτε   𝐟′ 𝐱) >0  

για κϊθε εςωτερικϐ ςημεύο  x  του  Δ.  ( 2020 ) 

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ , αλλϊ δεν ιςχϑει  f ′ x) > 0                                        
αφοϑ  f ′ x) = 3x2 ≥ 0 μιασ και  f ′ 0) = 0 . 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Μελϋτη  Μονοτονύασ 

18.1 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 8x + 5 

18.2 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 3x2 − 9x + 5 . 

18.3 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = −x3 + 3x2  

18.4 Ομούωσ :      α) f x) = x3 + 3x − 4                  β) f x) = 2x3 − 3x2 − 12x              χολικϐ) 

18.5 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = x3 − 6x2 + 9x + 1   

18.6 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = −2x3 + 3x2 + 12x − 6   

18.7 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = x4 − 2x2 + 2020 

18.8 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x + 1 

18.9 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = 
x  2

  x + 1  
 

18.10 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = 
x  2

  x − 1  
 

18.11 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x + 
1

 x  
 

18.12 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x + 
1

 x − 1 
 

18.13 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = 
x

  x2  + 1  
    χολικϐ) 

18.14 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = 
x2+4

  x2  + 1  
 

18.15 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = 
x  2− 2x + 4

  x − 2  
 

18.16 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = 
x  2  + 4

  x2− 5x + 4  
 

18.17 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) =  
 ex

 x 
                                              

18.18 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) =  
 ex

x2  + 1
 

18.19 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) =  
 lnx  

 x2  
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18.20 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = 
lnx

   x  
 

18.21 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x − lnx 

18.22 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x − ln x + 1) 

18.23 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x2 − 2lnx  

18.24 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x2 − x − lnx 

18.25 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x ∙ lnx    . 

18.26 Να βρεύτε τα διαςτόματα μονοτονύασ τησ f x) = x lnx − 3) 

18.27 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x − ex 

18.28 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x2 ∙ ex  

18.29 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = (x2 + 1) ∙ ex 

18.30 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = x ∙ ημx + ςυνx − x2    

18.31 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) =  2x2 − 8x) ∙ lnx − x2 + 8x + 2 

18.32 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) =  2x −  x2      

18.33 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) =   x2 − 6x + 8 

18.34 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) =   x2 − 2x − 3 

18.35 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = ex3−12x    

18.36 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = e2x − 4x + 3 

18.37 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = 2 ∙ ln x2 + 4)   

18.38 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = ln x2 + 2x + 3)   

18.39 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = ln x2 − 6x + 8) 

18.40 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 3 + ln 3x + 21)                                                                                                                    
α) Να μελετηθεύ η μονοτονύα τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                                
β) Να βρεύτε την αντύςτροφη τησ ςυνϊρτηςησ  f                                      

********************************************************************************************************** 

18.41 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = ex−1 − lnx 

18.42 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = ex − 1 − ln x + 1) 

18.43 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = ημ 2x) + 4x2 − 2x − 3 

18.44 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = 3ex + x2 − 3x + 7 

18.45 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = 4ex + 2x2 − 4x 
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18.46 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = ex + xlnx −  e + 1)x 

18.47 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = 2ex−1 − x2 + 3 

18.48 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) =  x − 
  lnx   

 2 x 
 

********************************************************************************************************* 

18.49 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f(x) =  
xlnx  ,    x > 0
0  ,          x = 0

  

18.50 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f(x) =   e
 lnx 
 x  ,      x > 0

0  ,          x = 0
  

18.51 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την  f(x) =  
4 − x2  ,           x ≤ 1
x + 2  ,             x > 1

        χολικϐ) 

18.52 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f(x) =   
x  ,                 x ≥ 0

x2 + 2x  ,       x < 0
  

18.53 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2  ,                 x ≤ 0
x + 1 − ex  , x > 0

  

18.54 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2  ,              x ≤ 1
x − 2lnx  , x > 1

  

18.55 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την   f(x) =  
x2 − 2x + 5  ,                 x ≤ 2

−x2 + 6x − 3  ,             x > 2
  

18.56 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f(x) =  
x2 + 4x + 1  ,    x ≤ 3 

x2 − 8x + 37  , x > 3
  

18.57 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) =  x2 − 1      χολικϐ) 

18.58 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) =  x2 − x − 12  

********************************************************************************************************* 

18.59 Να βρεύτε το πρϐςημο τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = ex + 2x − 1       

18.60 Να βρεύτε το πρϐςημο τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = ex+1 + 3x + 2       

18.61 Να βρεύτε το πρϐςημο τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = e2x − 
 1 

 x 
 +1 

******************************************************************************************************** 

18.62 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f 5 x) + f 3 x) + f x) = x3 + x2 + x − 3 , x ∈ ℝ                                                                                         
Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f 

18.63 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με   f 3 x) + ef(x) = 1 − x − x3 , x ∈ ℝ  .                                                                                         
Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f 

18.64 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ   με   3f x) + ςυν f(x)) = x , x ∈ ℝ .                                                            
Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ 
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********************************************************************************************************** 

18.65 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  2xf x) +  x2 + 1)f x) = ex  , f 0) = 1 .                                                                    
α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f                                                                                                                                                                                         
β) Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα  την ςυνϊρτηςη  f                                          

18.66 Δύνεται  η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με  f ′′  x) > 0 ,∀x ∈ ℝ .                                                    
Να μελετόςετε τη μονοτονύα τησ ςυνϊρτηςησ    g x) = f x + 3) − f(x + 2) 

18.67 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x5 + 5x − 6  και  g x) = 2 x + x − 3                                                                                             
α) Να δεύξετε ϐτι οι f , g  εύναι γνηςύωσ αϑξουςεσ                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τουσ                                                                                                                                                             

γ) Να δεύξετε ϐτι οι εξιςώςεισ  x5 + 5x − 6 = 0 , 2 x + x − 3 = 0  ϋχουν μοναδικό λϑςη  x = 1    χολικϐ) 

18.68 Δύνεται η   f x) = ln  
x

x + 2
                                                                                                                                                        

α) Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                        β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                      
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε την αντύςτροφό τησ. 

18.69 Δύνεται η   f x) = ln ex − e)                                                                                                                                                                
α) Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                         β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                                
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε την αντύςτροφό τησ. 

18.70 Δύνεται η   f x) = 3e2x−4 + 1  , x ≥ 2                                                                                                                                   
α) Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                         β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                         
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε την αντύςτροφό τησ. 

18.71 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 1 +  x − 4                                                                                                                             
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                                
β) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                           
γ) Να ορύςετε την αντύςτροφη. 

18.72 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ   με   f 0) = 1  και  f ′ x) = 
1

ef(x )+1
                                                                

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                           
β) Να βρεύτε την αντύςτροφό τησ. 

18.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (0, +∞) → ℝ   δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη, για την οπούα ιςχϑει                                                  

lim
x→1

 
 (x+1)f ′  x)− ημ 2 x − 1) 

 x + 3 − 2
  = −168  και     xf ′′(x) + f  ′ x) = 18x2  , x > 0 .                                                                                                       

α) Να δεύξετε ϐτι  f  ′ 1) = −42                                                                                                                                                               
β) Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f                                                                                                               
γ) Αν επιπλϋον ιςχϑει  f 1) = 3 , να βρεύτε :                                                                                                                                                
γ1) τον τϑπο τησ f                       γ2) την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf  ςτο ςημεύο τησ  M 1 , f 1)                                             

****************************************************************************************************** 

18.74 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = ex −  e lnx       ΘΕΜΑ  2007 Ε ) 

18.75 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη  f x) = ex − ln(x + 1)    ΘΕΜΑ  2009 ) 

18.76 Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την ςυνϊρτηςη   f x) = 
x  3

  x2  + 1  
   ΘΕΜΑ  2013 Ε ) 
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 Monotonic  function 

Μονϐτονη  ςυνϊρτηςη                               

 

18.77 Να αποδεύξετε ϐτι η   f x) =  
ex − 1

x
  ,    x ≠ 0

1  ,            x = 0

     εύναι ςυνεχόσ ςτο  0 και ςτη ςυνϋχεια  ϐτι εύναι                                                

γνηςύωσ αϑξουςα .      ΘΕΜΑ  2014 ) 

18.78  Δύνεται η ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ  με τϑπο  f x) = 
x3

3x2− 3x + 1
    . Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι                       

γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ .        ΘΕΜΑ  2019Ε ) 

18.79  Αν  f x) = ln  
x + 2
 x −1  

  ,  να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f  ωσ προσ τη μονοτονύα    ΘΕΜΑ  2020 )                                                                                                                                                                                                                                                                              

 

Β. Επύλυςη  Εξιςώςεων με Μονοτονύα 

18.80 Να λυθεύ η εξύςωςη :   3x2 + 2x = 5 − lnx  . 

18.81 Να λυθεύ η εξύςωςη :   ex−1 + x3 = 3 − x  . 

18.82 Να λυθεύ η εξύςωςη :   x2 + 6lnx = 4x − 3  . 

18.83 Να λυθεύ η εξύςωςη: 
 x2  

2
 −4x + 4lnx +

 7 
2

= 0      

18.84 Να λυθεύ η εξύςωςη :   ln e + x) = 1 − x 

18.85 Να λυθεύ η εξύςωςη : lnx + 2 =  5 − x   

18.86 Να λυθεύ η εξύςωςη :  eημx = 1 − ημx  

18.87 Να λυθεύ η εξύςωςη :   2x + 5x = 7x 

18.88 Να λυθεύ η εξύςωςη :  ln
x2 + 1

x2+ x + 1
 = x                                                                          

18.89 Να λυθεύ η εξύςωςη :  ex3+x − e2x = x − x3 

18.90 Να λυθεύ η εξύςωςη :   lnx = x − 1   . 

18.91 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 + 3lnx  και  g x) = 4x − 3 + lnx. Να δεύξετε ϐτι οι γραφικϋσ                                                       
τουσ παραςτϊςεισ ϋχουν μοναδικϐ ςημεύο τομόσ. 

18.92 Δύνεται η   f x) = ex − 1 + ln(x + 1). Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                              
α) η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                                                
β) η εξύςωςη  ex = 1 − ln(x + 1) ϋχει ακριβώσ μια λϑςη  x = 0        χολικϐ)  

18.93 Δύνεται παραγωγύςιμη  f:ℝ → ℝ  ώςτε   f 3 x) + ln f x) + ef(x) = x3 + x2 + 2x − 1, f x) > 0                                                                                                                       
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                            β) Να λϑςετε την εξύςωςη :  f lnx) = f(1 − x2)   . 

********************************************************************************************************* 

18.94 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x3 + 8x .                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                              

β) Να λϑςετε την εξύςωςη   5x − 1)3 + 85x−1 =  11 − 7x)3 + 811−7x 
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18.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = lnx + ex2
− e .                                                                                                                 

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                            

β) Να λϑςετε την εξύςωςη  ex2
− e9 = ln 

3

x
 

18.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =
  e  

x
−  lnx  .                                                                                                                                                              

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                 

β) Να λϑςετε την εξύςωςη :  
  e  

x
  = lnx   .                                                                                                                                                                          

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη :    
e

 x  + 3
−

e

2 x  + 1
= ln

 x  + 3

2 x  + 1
    

18.97 Δύνεται η  f x) = x5 + 2x−1 + x − 3                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                                                

β) Να λϑςετε την εξύςωςη  x5 + 2x−1 + x = 3                                                                                                                                         

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη :   2 lnx − 1 5 + 2 lnx−1 = 6 − 2 lnx − 1          

18.98 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 
ex

x2+ 1
                                                                                                                                  

α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα .                                                                                                                

β) Να λϑςετε την εξύςωςη:  f x4 + 1) = f  2ex2−1                                                                                                        

γ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f  
1
x
 =

x

ln
2

x + 1
   ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο  1 , e)        

18.99 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x + lnx                                                                                                                                     
α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                                      
β) Να λυθοϑν οι εξιςώςεισ :                                                                                                                                                                                          

β1) ln  
  e  

x
 = x                         β2) 2 − ln x2 − 1) = x2                       β3) f x) + f x11) = f x5) + f x96) 

18.100 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x2 − 1 + lnx                                                                                                                                
α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                                 

β) Να λυθεύ  f x) + f ex−1 = f  x  

18.101 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = ex + x + lnx − 1                                                                                                                                 
α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                              

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  ex2+1 − e2x = ln 
2x

  x2  + 1  
  − x − 1)2   

18.102 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 7x5 + 3ex − 10                                                                                                          
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                            
β) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται                                                                                                                                     

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη :  7 2x − 3)5 + 3e2x−3 = 7 4 − 5x)5 + 3e4−5x                                                                        
δ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  7x5 + 3ex = 10  ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο  0 , 1)             

18.103 Δύνεται η  f x) = x3 − x2 + 2x − 1   .                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα .                                                                                                                
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                              
γ) Να δεύξετε ϐτι η  εξύςωςη   f  f x) − 2016) = 1  ϋχει μοναδικό λϑςη  .                                                                                     
δ) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε  τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  ,  Cf −1  
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18.104 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 2x − 2                                                                                                                                              
α) Να μελετόςετε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                                   
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη f x) = 0  ϋχει ακριβώσ μια πραγματικό ρύζα                                                                                       
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται και να  βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των Cf  ,  Cf −1                                                           
δ) Να λυθεύ η ανύςωςη f x) ≥ 1                                                                                                                                                             
ε) Να λυθεύ η εξύςωςη  f−1 x) = 1   

18.105 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x −
 1 
2

ln2x   .                                                                                                                                    

α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα  .                                                                                                               
β) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε  το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ  .                                                        

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη  f  − 1    f x) − e +
 3 
2
 > 1 . 

18.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln  x + 1 − 1  , x > 0                                                                                                                                   

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f                                                                                                                                        
β) Να ορύςετε την αντύςτροφη  f  − 1                                                                                                                                                      

γ) Να βρεύτε τα ϐρια :          γ1) lim
x→+∞

 
f −1 x)

e2x                     γ2)  lim
x→−∞

 
f −1 x)

x
                              

********************************************************************************************************** 

18.107 Δύνεται μια ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςτο  ℝ με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε :                                                                    
f x) = −f 2 − x) , f ′ x) ≠ 0 .                                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ μονϐτονη .                                                                                                                                     
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει μοναδικό ρύζα.         ΘΕΜΑ  2003Ε ) 

18.108 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = 2x + ln x2 + 1)                                                                                                                                                   
α) Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την  ςυνϊρτηςη  f                                                                                                             

β) Να λϑςετε την εξύςωςη  2 x2 − 3x + 2) = ln   
   3x − 2)2 + 1  

x 4 + 1
         ΘΕΜΑ  2010 ) 

18.109 Δύνεται η γνηςύωσ αϑξουςα ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ  με τϑπο f x) = 
x3

3x2− 3x + 1
                                                         

α) Να αποδεύξετε ϐτι  f x) + f 1 − x) = 1  για κϊθε  x ∈ ℝ                                                                                                              

β) Να λϑςετε ςτο   0 ,
π
 2 
  την εξύςωςη:  f ημ2x) + f ςυν2x) = f(εφx ∙ eςυνx−ημx)    ΘΕΜΑ  2019Ε ) 

  

Γ. Απϐδειξη Ανιςώςεων με Μονοτονύα 

18.110 Να δεύξετε ϐτι :  ln x + 1) < x  , x > 0  

18.111 Να δεύξετε ϐτι :   ex >  1 − x)3 , x > 0 

18.112 Να αποδεύξετε ϐτι :  ex ≥ 1 −  x  , x ≥ 0 

18.113 Να δεύξετε ϐτι :   
  2 x − 1)  

x  +  1
   < lnx ,  x > 1   

18.114 Να δεύξετε ϐτι :  x −
 x2 
2

< ln 1 + x) , x > 0         

18.115 Να δεύξετε ϐτι :  ln x + 1) < ex − 1 , x > 0 
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18.116 Να δεύξετε ϐτι :  ln x + 1) > 
2x

x +2
  , x > 0 

18.117 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2lnx − x2                                                                                                                                                            
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                            

β) Να δεύξετε ϐτι :  f  ex) < f  1 + x +
 x2 
2

  , x > 0                                                                                   

18.118 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = xex  .                                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                     

β) Να αποδεύξετε ϐτι :  eα− β >
  β  
α

    ,   α > β > 0      

18.119 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
x6

ex                                                                                                                                                                        

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f  .                                                                                                                                                  

β) Να αποδεύξετε ϐτι :  eα− β >  
α

β
 

6
 , α > β > 6      

18.120 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f ′ x) > 3x2 , ∀x ∈ ℝ                                             
Να δεύξετε ϐτι  f 2) − f 1) > 7      

18.121 Έςτω  f  ςυνεχόσ ςτο   0, +∞) , παραγωγύςιμη  0, +∞) ώςτε f ′ x) > −
  f x) 

x
, x > 0                                                    

Να δεύξετε ϐτι  f(x)  > 0 , x > 0      

18.122 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ (1, +∞) → ℝ  ώςτε f ′ x) >
  1 

x∙lnx
  ,   x > 1  .                                                                                        

Να δεύξετε ϐτι  f 3) − f(e)  > ln(ln3) 

******************************************************************************************************** 

18.123 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
  1 + e  x   

  1 + e x  + 1   
                                                                                                                                 

α) Να μελετηθεύ η μονοτονύα τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                                
β)  Για κϊθε  x < 0 να αποδεύξετε ϐτι :   f 5x) + f 7x) < f 6x) + f 8x)     ΘΕΜΑ  2006 Ε ) 

18.124 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x 3 .                                                                                                                                                    
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 και να βρεύτε  την  αντύςτροφη ςυνϊρτηςη                                                                                    

β) Να δεύξετε ϐτι για κϊθε   x > 0  ιςχϑει  f  ημx) > f   x −  
1

  6  
x3             ΘΕΜΑ  2016 Ε ) 

18.125 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶  0, +∞) → ℝ  με τϑπο   f x) =  
  ln(x+1)  

  x  
                                                                                            

α) Να δεύξετε ϐτι  ln x + 1) >  
  x  

  x + 1  
  , x > 0                                                                                                                                   

β) Να αποδεύξετε ϐτι η f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ                                                                     

γ) Να δεύξετε ϐτι   f x) > 2f(x) − 1 , x > 0                                                                                                                                                

δ) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη     
  f α)  

  x − 1  
+

f−1 α)

x − 2
+
ημ (πα )

x
  = 0  ϐπου  0 < 𝛼 < 1    ϋχει ακριβώσ δϑο 

ρύζεσ ωσ προσ  x , μια ςτο  0 , 1)  και μια ςτο  1 , 2)              ΘΕΜΑ 2018 Ε )                                                                                                     
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Δ. Επύλυςη  Ανιςώςεων με Μονοτονύα 

18.126 Να λϑςετε την ανύςωςη: ex−1 < 1 − lnx   

18.127 Να λϑςετε την : ex + 2x < e−x − x3  

18.128 Να λϑςετε την ανύςωςη :  eα − eβ + α − β < ςυνβ − ςυνα       

18.129 Να λυθεύ η ανύςωςη : x − 1 ≤  
ημ x2−ημ x3

3x2  

18.130  α) Να μελετηθεύ ωσ προσ μονοτονύα  η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + ex                                                                                                             

β) Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ > 0 ∶ ln
 λ 
2

> e2 − eλ                  

18.131 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f:ℝ → ℝ  με   f 3 x) + f x) = e−x  ,   x ∈ ℝ                                                                                                     
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                             β) Να λυθεύ η ανύςωςη:   f  2x + x) − f  4 − x3) < 0 

18.132 Δύνεται η  f x) = ln x2 + 1) − 2x .                                                                                                                                                      

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                              β) Να λϑςετε την ανύςωςη :  f f x) < 0   

18.133 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 1 
2
 

x
− x   .                                                                                                                                                                             

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                                              
β) Να λϑςετε τισ ανιςώςεισ :                                                                                                                                                                                             

i)  
 1 
2
 

x
 ≤ x + 6                                                           ii)  

 1 
2
 

2x2+3x
−   

 1 
2
 

x2+10
 > x2 + 3x − 10                                                                                                                                                                       

iii)  
 1 
2
 
ςυνx

−   
 1 
2
 

x+1
<  ςυνx − x − 1  

18.134 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx − 
2 x −1)

x +1
                                                                                                              

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                           β) Να λϑςετε την ανύςωςη    x < e 
x − 1
x + 1  , x > 0 . 

18.135 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x) = lnx + x – 1  .                                                                                                                                                                
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                           β) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ  fof                                                                                                                                                                        
γ) Να λϑςετε την ανύςωςη    fof) x) − f(x) ≤ 0   . 

18.136 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 +  
  4  
  3  

 
x

                                                                                                                                

α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ  f                                                                                                                                                                                    

β) Να λϑςετε την ανύςωςη       
  4  
  3  

 
x2

−  
  4  
  3  

 
2−x

>  2 − x)3 − x6 

18.137 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη   f ∶  0, +∞) → ℝ  ώςτε   x ∙ f ′ x) = x + 1  , x > 0  , f 1) = 1 .                                                                                                                                                                                       
α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                       β) Να μελετόςετε ωσ προσ την μονοτονύα την f                                                                                                                                                       

γ) Να λϑςετε την ανύςωςη   ln
  x2 + x + 1  

x2 + 2
≥ 1 − x              

18.138 Να λυθεύ η ανύςωςη  f 5 x2 + 1)3 − 8) ≤ f 8 x2 + 1)2)  αν  f x) = 
x  3

  x2  + 1  
   γνηςύωσ αϑξουςα .                                                

  ΘΕΜΑ  2013 Ε ) 
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Α. Οριςμϐσ  Σοπικοϑ  Μεγύςτου  

 

 

 

 

Β. Οριςμϐσ  Σοπικοϑ  Ελαχύςτου  

 

 

 

 

● Σα τοπικϊ μϋγιςτα και τα τοπικϊ ελϊχιςτα τησ  f  λϋγονται  τοπικϊ ακρϐτατα  ενώ τα ςημεύα ςτα  

οπούα η  f  παρουςιϊζει τοπικϊ ακρϐτατα, λϋγονται  θϋςεισ τοπικών ακροτϊτων 

● Ένα τοπικϐ μϋγιςτο μπορεύ να εύναι μικρϐτερο 

απϐ ϋνα τοπικϐ ελϊχιςτο .  

 

 

 

● Αν μια ςυνϊρτηςη  f  παρουςιϊζει μϋγιςτο,                             

τϐτε αυτϐ εύναι το μεγαλϑτερο απϐ τα τοπικϊ μϋγιςτα ,               

ενώ αν παρουςιϊζει ελϊχιςτο, αυτϐ εύναι το μικρϐτερο 

απϐ τα τοπικϊ ελϊχιςτα. 

 

 

● Σο μεγαλϑτερο απϐ τα τοπικϊ μϋγιςτα μιασ ςυνϊρτηςησ δεν εύναι πϊντοτε  και μϋγιςτο αυτόσ.                 

Επύςησ, το μικρϐτερο απϐ τα τοπικϊ ελϊχιςτα, δεν εύναι πϊντοτε και ελϊχιςτο αυτόσ  

 

19. Σοπικϊ  Ακρϐτατα  υνϊρτηςησ 

  Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμοϑ το Α λϋμε ϐτι παρουςιϊζει ςτο x0 ∈ Α τοπικϐ μϋγιςτο ,                                                                                                                    
ϐταν υπϊρχει δ > 0 , τϋτοιο ώςτε   f x) ≤ f x0)  για κϊθε x ∈ A ∩  x0 − δ , x0 + δ) .                                                                                         
Σο x0 λϋγεται θϋςη ό ςημεύο τοπικοϑ μεγύςτου , ενώ το  f x0)  τοπικϐ μϋγιςτο τησ f .        ( 2012 ) 

 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

  Μια ςυνϊρτηςη f με πεδύο οριςμοϑ το Α λϋμε ϐτι παρουςιϊζει ςτο x0 ∈ Α τοπικϐ ελϊχιςτο ,                                                                                                                    
ϐταν υπϊρχει δ > 0 , τϋτοιο ώςτε   f x) ≥ f x0)  για κϊθε x ∈ A ∩  x0 − δ , x0 + δ) .                                                                                         
Σο x0 λϋγεται θϋςη ό ςημεύο τοπικοϑ ελαχύςτου , ενώ το  f x0)  τοπικϐ ελϊχιςτο τησ f .        ( 2015 ) 

 

 

                       

 

το 
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Γ. Θεώρημα  Fermat 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν μια ςυνϊρτηςη  f ϋχει τοπικϐ μϋγιςτο 

τϐτε αυτϐ εύναι και  ολικϐ) μϋγιςτο .  

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2  , αν x ≤ 1
1
x

  , αν x > 1
    ενώ παρουςιϊζει ςτο x0 = 1 τοπικϐ μϋγιςτο, το  f 1) = 1    

εντοϑτοισ  δεν παρουςιϊζει ολικϐ μϋγιςτο . 

 

 Έςτω μια ςυνϊρτηςη f οριςμϋνη ς’ ϋνα διϊςτημα Δ και  𝐱𝟎 εςωτερικϐ ςημεύο του Δ.                                                                          

Αν η f παρουςιϊζει τοπικϐ ακρϐτατο ςτο  𝐱𝟎 και εύναι παραγωγύςιμη ςτο ςημεύο αυτϐ , τϐτε  𝐟′ 𝐱𝟎)=0                                                        

 

● Ασ υποθϋςουμε ϐτι η f παρουςιϊζει ςτο x0 τοπικϐ μϋγιςτο.                                                                                               

▶ Επειδό το x0 εύναι εςωτερικϐ ςημεύο του Δ και η f παρουςιϊζει ςε αυτϐ τοπικϐ μϋγιςτο ,                                                    
υπϊρχει δ > 0 τϋτοιο ώςτε  x0 − δ , x0 + δ) ⊆ Δ  και   f(x) ≤ f(x0)   1)   για κϊθε  x ∈  x0 − δ , x0 + δ)                                                                                                                                         

Επιπλϋον η f εύναι παραγωγύςιμη ςτο  x0  , ϊρα : f ′   x0) = lim
x→x0

+

 f x) − f x0  

x − x0
  = lim

x→x0
−

 f x) − f x0  

x − x0
                    

Επομϋνωσ :                                                                                                                                                                                                                    
① αν  x ∈  x0 − δ , x0) τϐτε  x < x0 ⇔ x − x0 < 0  και λϐγω τησ  1) θα εύναι   f x) − f(x0) ≤ 0                                               

ϊρα  
 f x) − f x0) 

x − x0
≥ 0     οπϐτε θα ϋχουμε   f ′   x0) = lim

x→x0
−

 f x) − f x0  

x − x0
≥ 0  ( 2)                                                                                                                                         

② αν x ∈  x0 , x0 + δ)  τϐτε  x > x0 ⇔ x − x0 > 0 και λϐγω τησ  1) θα εύναι   f x) − f(x0) ≤ 0                                                       

ϊρα 
 f x) − f x0) 

x − x0
 ≤ 0     οπϐτε θα ϋχουμε  f ′   x0) = lim

x→x0
+

 f x) − f x0  

x − x0
 ≤ 0  (3)                                                                                                                                     

Άρα απϐ τισ ςχϋςεισ  1) και  2) ϋχουμε   f ′   x0) = 0  . 
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● Γεωμετρικϊ , το θεώρημα Fermat ςημαύνει ϐτι αν μια ςυνϊρτηςη  f  ςε ϋνα εςωτερικϐ ςημεύο x0 του 

πεδύου οριςμοϑ τησ παρουςιϊζει τοπικϐ ακρϐτατο και επιπλϋον εύναι παραγωγύςιμη ςε αυτϐ,                       

τϐτε ςτο ςημεύο  A x0 , f x0)  , η εφαπτομϋνη τησ  Cf  εύναι οριζϐντια . 

● Σο αντύςτροφο του θεωρόματοσ Fermat δεν ιςχϑει. Ενδϋχεται δηλαδό για μια ςυνϊρτηςη f                             

να ιςχϑει  f ′   x0) = 0 και το  x0 να μην εύναι θϋςη ακροτϊτου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ. Πιθανϋσ Θϋςεισ Σοπικών Ακροτϊτων 

● Οι πιθανϋσ θϋςεισ των τοπικών ακροτϊτων μιασ ςυνϊρτηςησ  f  ςε ϋνα διϊςτημα Δ, εύναι:                         

① Σα εςωτερικϊ ςημεύα του Δ ςτα οπούα η παρϊγωγοσ τησ f μηδενύζεται                                                                           

② Σα εςωτερικϊ ςημεύα του Δ ςτα οπούα η  f  δεν παραγωγύζεται                                                                                           

③ Σα ϊκρα του Δ  αν ανόκουν ςτο πεδύο οριςμοϑ τησ) 

 

Ε. Οριςμϐσ  Κρύςιμων  ημεύων 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν μια ςυνϊρτηςη εύναι  παραγωγύςιμη ςτο 

 𝐱𝟎 ∈  𝛂 ,𝛃) και 𝐟′ 𝐱𝟎) = 𝟎 τϐτε  το  𝐱𝟎 εύναι 

πϊντα θϋςη τοπικοϑ ακροτϊτου 

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη  f x) = x3  ϋχει  f ′ 0) = 0 , ϐμωσ το  0  δεν εύναι θϋςη τοπικοϑ ακροτϊτου                                            
αφοϑ η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ   

 

 

 

 

     Κρύςιμα ςημεύα τησ f ςτο διϊςτημα Δ λϋγονται τα εςωτερικϊ ςημεύα του Δ ,                          

  ςτα οπούα η  f  δεν παραγωγύζεται   ό                      

η παρϊγωγοσ τησ εύναι ύςη με το μηδϋν.     2013 Ε) 

 

 

 

                       

 

το 
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Ζ. Θεώρημα  Σοπικών  Ακροτϊτων 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

● Ομούωσ, αν f ′(x)<0  ςτο  α ,  x0)  και  f
′(x)>0  ςτο   x0 , β) , τϐτε το  f(x0)  εύναι τοπικϐ ελϊχιςτο τησ f . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςε ϋνα διϊςτημα  α , β) , με εξαύρεςη ύςωσ ϋνα ςημεύο του  𝐱𝟎         
ςτο οπούο ϐμωσ η f εύναι ςυνεχόσ.                                                                                                                                                                    
Αν   𝐟′(x)>0  ςτο  α ,  𝐱𝟎)  και  𝐟

′(x)<0  ςτο   𝐱𝟎 , β) , τϐτε το  f(𝐱𝟎)  εύναι τοπικϐ μϋγιςτο τησ f .                                     

 

▶ Αφοϑ f ςυνεχόσ ςτο x0 και  f ′(x)>0  για κϊθε x ∈ α , x0) τϐτε η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο  α , x0]                                                      
Έτςι ϋχουμε :  x ≤ x0  ⇔  f(x) ≤ f(x0)    1)  για κϊθε x ∈ α, x0] .                                                                                                                            

▶ Αφοϑ f ςυνεχόσ ςτο x0 και  f ′(x)<0 για κϊθε  x ∈(x0 ,β) τϐτε η f εύναι γνηςύωσ φθύνουςα ςτο  x0 , β)                
Έτςι ϋχουμε :  x ≥ x0  ⇔  f(x) ≤ f(x0)    2)  για κϊθε x ∈[x0 , β) .                                                                                                                                            

● Άρα απϐ τισ ςχϋςεισ  1) και  2) ϋχουμε f(x) ≤ f(x0)  , για κϊθε x ∈ α , β), που ςημαύνει ϐτι                                                                                  
το  f(x0) εύναι μϋγιςτο τησ f ςτο  α , β) και ϊρα τοπικϐ μϋγιςτο αυτόσ.     2012 Ε −2016 −2019 Ε ) 

 

 

Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςε ϋνα διϊςτημα  α , β), με εξαύρεςη ύςωσ ϋνα ςημεύο του   𝐱𝟎 

ςτο οπούο ϐμωσ η f εύναι ςυνεχόσ.                                                                                                                                                         

Αν η  𝐟′(x)  διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο ςτο  (𝛂,𝐱𝟎) ∪ (𝐱𝟎,𝛃),                                                                                                        

τϐτε το  f(  𝐱𝟎) δεν εύναι τοπικϐ ακρϐτατο και η f εύναι γνηςύωσ μονϐτονη ςτο  α , β) .    

▶ Αφοϑ η f ′(x)  διατηρεύ ςταθερϐ πρϐςημο ςτο (α, x0) ∪ (x0, β),                                                                                                                    
ϋςτω ϐτι  f ′(x)>0  για κϊθε x ∈ (α , x0) ∪ (x0,β).                                                                                                                                  
Επειδό η f εύναι ςυνεχόσ ςτο x0  , θα εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςε καθϋνα                                                                                                                 
απϐ  τα διαςτόματα  α , x0  και  x0 ,β). Επομϋνωσ για  x1 < x0 < x2  ⇒ f x1) < f x0) < f x2) .                                                  

Άρα το  f x0)  δεν εύναι τοπικϐ ακρϐτατο τησ f .                                                                                                                                   

▶ Θα δεύξουμε τώρα ϐτι η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο  α , β).                                                                                                                            
Πρϊγματι , ϋςτω  x1 , x2 ∈ α , β)  με   x1 < x2  .                                                                                                                                                           
Αν  x1 , x2 ∈  α , x0  , επειδό η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο   α , x0    θα εύναι   f x1) < f x2)                                                                        
Αν  x1 , x2 ∈ [x0  , β) , επειδό η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο [x0  , β)  θα εύναι  f x1) < f x2)                                                                                         
Αν  x1 < x0 < x2  ⇒ f x1) < f x0) < f x2)                                                                                                                                                      
Επομϋνωσ ςε ϐλεσ τισ περιπτώςεισ ιςχϑει  f x1) < f x2) , οπϐτε η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο  α , β). 

                                                                                                                                                                2014 Ε – 2018 Ε ) 
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Εϑρεςη  Ακροτϊτων  υνϊρτηςησ   

19.1 Να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα και τισ θϋςεισ  των πιθανών ακροτϊτων των ςυναρτόςεων :                                      
α) f x) = x3 − 9x2 + 15x − 7                      β) f x) = 2x2 − 4x − 3  , x ∈  0 , 2  

19.2 Ομούωσ :     α) f x) =  2x − x2                    β) f x) =  
x2− 7x + 6

x − 10 
 

19.3 Ομούωσ :      f x) =  
−x2 + 4x − 3,                  x < 3

2x3 − 15x2 + 24x + 9, x ≥ 3
                             

********************************************************************************************************* 

19.4 Nα βρεύτε τα  ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = 2x3 + 3x2 − 12x + 1  . 

19.5 Nα βρεύτε τα  ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = 2x3 − 9x2 + 12x − 3   

19.6 Nα βρεύτε τα  ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = x4 − 2x2 + 3   

19.7 Nα βρεύτε τα  ακρϐτατα των ςυναρτόςεων:                                                                                                                                        
α) f x) = x3 − 3x2 + 3x + 1                  β) f x) = x3 − 3x2 + 2                γ) f x) = 2x3 − 3x2 − 1    χολικϐ) 

19.8 Nα βρεύτε τα  ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =
 1 
2

x4 −
 8 
3 

x3 + 4x2 + 1   

19.9 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = e2x − 2x                                              

19.10 Nα βρεύτε τα  ακρϐτατα των ςυναρτόςεων:     α) f x) = ex − x      β) f x) = xx , x > 0   χολικϐ) 

19.11 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ  f x) = ex2−x∙lnx                                                       

19.12 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ  f x) =  x − 2)ex                                           

19.13 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = ex x2 − 7x + 13) 

19.14 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = x2 lnx − 1) 

19.15 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = xlnx − 2x + e 

19.16 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  x − 3)ex − 
x2

2 
  +2x 

19.17 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = x2 − 8lnx                                             

19.18 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ  ςυνϊρτηςησ  f x) = 2 lnx − x2                                       

19.19 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = ln x2 − 2x + 5)    

19.20 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
x2+2x−9

x2− 4 
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 Absolute  Extrema                                       
Ολικϊ Ακρϐτατα 

Local  Extrema                                  
Σοπικϊ Ακρϐτατα 

 

19.21 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
2x

x2+ 9 
 

19.22 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  
ex

x + 1 
                                          

19.23 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  
2x

 lnx   
                                                 

19.24 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  
 x−1)3

 ex   
 

19.25 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
ln x3−x−6

 x  
 

********************************************************************************************************** 

19.26 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f   ςτο  −1 , 3   με   f x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 5 

19.27 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =
10x

 x2 + 1 
  ,   x ∈  −2 , 2      

19.28 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =
 2x + 11 

x + 1
 , x ∈  2 , 8            

19.29 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = x + 
 4 

x 
 , x ∈  1 , 3  

19.30 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ  f x) =  x2 + 1 

19.31 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  x2 − 2x − 3 

19.32 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  8x − x2 

19.33 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  −x2 + 4x + 5 

********************************************************************************************************** 

19.34 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  2x − 1)lnx − x  

19.35 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ f x) =  x − 1)lnx 

19.36 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = ex + xlnx −  e + 1)x  

19.37 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = lnx − ex−1 + 2 

19.38 Να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη   f x) = 2 
lnx

x
 + x  δεν ϋχει ακρϐτατα  

19.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 −  x  με  x ∈  −1 , 2 . Να βρεύτε :                                                                              
α) τα κρύςιμα ςημεύα τησ  f                                                                                                                                                                    
β) τισ πιθανϋσ θϋςεισ τοπικών ακροτϊτων                                                                                                                                            
γ) το ςϑνολο τιμών τησ f    
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19.40 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη   g ∶  0, +∞) →  0 , +∞)  με  g ′ x) > 0 ,∀𝑥 > 0                                                     

και  g e) = e .  Να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα  τησ  ςυνϊρτηςησ  f x) = 
lng (x)

g(x)
  

19.41 Δύνεται η παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με  f 0) = 0 , f ′(x) − f(x) = 2xex .                                                                              
α) Να αποδεύξετε ϐτι f x) = x2ex                                                                                                                                            
β) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα 

19.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
lnx

x2                                                                                                                                                            

α) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                    
β) Να βρεύτε τισ αςϑμπτωτεσ τησ Cf   

******************************************************************************************************** 

19.43 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f 3 x) + f x) = x3 + 2x − 5  ,  x ∈ ℝ  .                                                                                    
Να αποδεύξετε ϐτι η f δεν ϋχει ακρϐτατα. 

19.44 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με   2f 3 x) + 6f x) = 2x3 + 6x + 1  ,  x ∈ ℝ .                                                                  
Να αποδεύξετε ϐτι η f  δεν ϋχει ακρϐτατα. 

19.45 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f 3 x) + 3f x) = x3 + 2x + 1  ,  x ∈ ℝ  .                                                                                    
Να αποδεύξετε ϐτι η f δεν ϋχει ακρϐτατα. 

19.46 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f 3 x) + 3f x) = lnx − x + 1  ,  x > 0.                                  
Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την μονοτονύα και  τα ακρϐτατα για  x > 0 

19.47 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη  ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f ′′  x) < 0  , ∀ x ∈ ℝ .                                                                                            
Αν η ςυνϊρτηςη  f   δεν εύναι  1-1 , να αποδεύξετε  ϐτι η  f  ϋχει μϋγιςτο  .     

19.48 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f ′ x) −  x − 3)ef(x) = 0 , x ∈ ℝ .                                                                  
Να δεύξετε ϐτι το f 3) εύναι τοπικϐ ελϊχιςτο αυτόσ . 

********************************************************************************************************* 

19.49 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
x2lnx  ,   x > 0
0  ,            x = 0

          

19.50 Να μελετηθοϑν ωσ προσ την μονοτονύα και τα ακρϐτατα οι ςυναρτόςεισ :                                                                               

α) f x) =  
x2  ,       x ≤ 1

e1−x ,   x > 1
                        β) f x) =  

x2 − 2x + 1, x < 1

x2 − 4x + 3, x ≥ 1
              χολικϐ) 

19.51 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
x2 − 1 , x < 1
−lnx  , x ≥ 1

  

19.52 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) =  
x2 − 4 ,           x ≤ 2

x2 − 6x + 8 , x > 2
      

19.53 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  
lnx − x2 + 2 ,           x ≥ 1

x2 + 2x − 2 ,             x < 1
  

********************************************************************************************************** 
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19.54 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ με  f 3 x) + βf 2 x) + γf x) = x3 − 2x2 + 6x − 1 με  β2 < 3γ                                                                                                                                                                                              
α) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  δεν ϋχει ακρϐτατα.                                                                                                                                        
β) Να δεύξετε ϐτι η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα .                  ΘΕΜΑ  2001 )       

19.55 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = ln ex − x)                ΘΕΜΑ  2011 ) 

19.56 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  0, +∞) → ℝ  για τα οπούα  ιςχϑουν :                                                                                         
−  H f ′   εύναι γνηςύωσ αϑξουςα  ςτο   0, +∞)                                                                                                                                         
−  f(1) = 1                                                                                                                                                                                                           

−  lim
h→0

 
 f 1 + 5h) − f 1 − h) 

h
  = 0  . Να αποδεύξετε ϐτι  :                                                                                                                                                                                                                          

α) f  ′ 1) = 0                             β) Η  f  παρουςιϊζει ελϊχιςτο ςτο  x0 = 1                           ΘΕΜΑ  2013 ) 

19.57 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) =  
x2

 x2  + 1 
                ΘΕΜΑ  2016 ) 

19.58 Nα βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = x −  
4

  x2   
                ΘΕΜΑ  2018 ) 

19.59 Δύνεται η  f ∶  0 ,π →  ℝ με  f x) = 2ημx − x . Να βρεύτε τα ακρϐτατα τησ f (ολικϊ και τοπικϊ)                                                                               
  ΘΕΜΑ  2018Ε ) 

 

Β. Εϑρεςη  Παραμϋτρων ςτα  Ακρϐτατα   

19.60 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ οπούεσ η  ςυνϊρτηςη  f x) = αx3 + βx2 − 3x + 1                                                                   
παρουςιϊζει τοπικϊ ακρϐτατα ςτα ςημεύα  x = −1  και  x = 1 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε                                                
το εύδοσ των ακροτϊτων  χολικϐ)  

19.61 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ οπούεσ η  f x) = αx3 + βx2 + 12x + 1 παρουςιϊζει τοπικϊ 
ακρϐτατα ςτα ςημεύα   x = 1  και  x = 2 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε  το εύδοσ των ακροτϊτων                                                                                                                     

19.62 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ οπούεσ η  f x) = x2 + αx + βlnx  παρουςιϊζει τοπικϊ 
ακρϐτατα ςτα ςημεύα  x = 1 και  x = 3 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε το εύδοσ  των ακροτϊτων. 

19.63 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ οπούεσ η f x) = αx3 + βx2 − 12x − 7  παρουςιϊζει τοπικϊ 
ακρϐτατα ςτα ςημεύα   x =  −2  και  x = 1 . τη ςυνϋχεια να καθορύςετε   το εύδοσ των ακροτϊτων                                                                                                

****************************************************************************************************** 

19.64 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ   οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f x) = αx3 + βx2 + 3x + 4                                                           
παρουςιϊζει ακρϐτατο ςτο 1 με τιμό ύςη με 2 . 

19.65 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ  οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f x) = 2αlnx + βx2 + 3x + 2                                                                                                               
παρουςιϊζει ακρϐτατο ςτο 1 το 3.  

19.66 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ  οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f x) = 2αlnx −
 β 
x

+ 3α                                                                   

παρουςιϊζει ακρϐτατο ςτο 1 το 5. 

19.67 Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ  οπούεσ η ςυνϊρτηςη  f x) =  αx + β) ∙ ex                                                      

παρουςιϊζει ακρϐτατο ςτο 1 με τιμό ύςη με  – e , για x ≥ 0 . 

********************************************************************************************************** 
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19.68 Δύνεται η  f x) = αlnx + x2 + βx + 2. Να βρεύτε τισ τιμϋσ των α , β ∈ ℝ για τισ  οπούεσ το x = 3 εύναι 
κρύςιμο ςημεύο τησ f  και η εφαπτϐμενη τησ  Cf  ςτο ςημεύο Κ(1, f(1)) να εύναι κϊθετη ςτην ευθεύα  x = 2y 

19.69 Δύνεται η  f x) = αlnx − x2 , α ∈ ℝ  η οπούα παρουςιϊζει ακρϐτατο ςτο  x = 1 .                                                              
α) Να βρεύτε την τιμό του α                                                                                                                                                                              

β) Να λϑςετε την ανύςωςη :   3 x + 1)2 −   x + 9)2 < 2 ln  
 3 x  + 1 

 x  + 9
 

 

Γ.  Ανιςώςεισ  και  Ακρϐτατα 

19.70 Να αποδεύξετε ϐτι :  x2 ≥ 1 + 2lnx  , x > 0 

19.71 Να αποδεύξετε ϐτι :  x2 ≥ x + lnx  , x > 0 

19.72 Να αποδεύξετε ϐτι :  lnx ≤ x − 1  ,   x > 0           

19.73 Να αποδεύξετε ϐτι :  lnx ≤ ex − 2  ,   x > 0           

19.74 Να αποδεύξετε ϐτι :  lnx ≥ 1 − 
1

 x 
 , x > 0 

19.75 Να δεύξετε ϐτι : ln 1 + x) ≥ 
x

 1 + x 
  , x > −1   

19.76 Να αποδεύξετε ϐτι : ex−1 ≥ 1 + lnx 

19.77 Να δεύξετε ϐτι : 2x2lnx ≥ 3x2 − e2 , x > 0 

19.78 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2lnx − 4x2 + 1                                                                                                                           
α) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ  τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                    

β) Να δεύξετε ϐτι εξύςωςη  lnx = 2x2 − 
1

 2 
   εύναι αδϑνατη 

19.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = xlnx + 2                                                                                                                           
α) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ  τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                    

β) Να δεύξετε ϐτι εξύςωςη x ∙ e
2
 x = 1 εύναι αδϑνατη                        

19.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
2x2

e−x                                                                                                                                                                             

α) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                    

β) Να δεύξετε ϐτι  x2 ≤ 8ex−2 , x > 0 

19.81 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
ex

x
                                                                                                                                                       

α) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη ωσ προσ  τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                    

β) Να δεύξετε ϐτι  ex−1 ≥ x  , x > 0 

19.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x
1
 x    , x > 0  .                                                                                                                                                     

α) Να βρεύτε τα ακρϐτατα τησ  f           β) Να δεύξετε ϐτι  ∀α ,β , γ > 0 ∶    
α

1
 α+β

 
1
β+γ

1
 γ

3
≤ e

1

 e        
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19.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = xe
1
 x     .                                                                                                                                                     

α) Να βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f   .           β) Να δεύξετε ϐτι  lnx + 
1

 x 
 ≥ 1  ,  x > 0                                                                         

19.84 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   με  f 3 x) + 3f x) = e2x − 2x − 5 , x ∈ ℝ                                                
α) Να μελετηθεύ η ςυνϊρτηςη f  ωσ προσ  τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                                     
β) Να δεύξετε ϐτι  f x) ≥ −1 ,  ∀x ∈ ℝ                                                                   

19.85 Δύνεται η παραγωγύςιμη f ∶ (0 , +∞) → ℝ   ώςτε  xf ′ x) + 2f x) = 
1

 x2  
  και f 1) = 0                                         

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) =  
lnx

 x2  
                             β) Να βρεύτε τα ακρϐτατα τησ ςυνϊρτηςησ  f                                            

γ) Να δεύξετε ϐτι  x2e ≤ ex2
, x > 0   

19.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x5 + x3 + x                                                                                                                                 
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                  
β) Να δεύξετε ϐτι  f  ex) ≥ f  1 + x)  ,  x ∈ ℝ  .                       ΘΕΜΑ  2003 ) 

19.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex − elnx . Να δεύξετε ϐτι  f x) ≥ e,∀ x > 0    ΘΕΜΑ 2007Ε ) 

19.88 Δύνεται η  f x) = x2 − 2lnx , x > 0 .  Να αποδεύξετε ϐτι    f x) ≥ 1 , x > 0           ΘΕΜΑ 2008 Ε ) 

19.89 Να λυθεύ η εξύςωςη  ex2
−  x2 −  1 = 0 .          ΘΕΜΑ  2016 ) 

19.90 Δύνεται η  f x) = −ημx , x ∈  0 ,π . Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχουν ακριβώσ δϑο  εφαπτϐμενεσ που 

ϊγονται απϐ το Α  
π

2
 ,−

π

2
  , τισ οπούεσ και να βρεύτε .      ΘΕΜΑ  2017 ) 

 

Δ.  Απϐ  Ανύςωςη  ςε  Ιςϐτητα   

19.91 Αν για x > 0 ιςχϑει  x2 + x ≥ 2 + αlnx. Να βρεύτε την τιμό  του α ∈ ℝ                                                                                                                            

19.92 Αν  ιςχϑει   ex ≥ αx + 1  , α ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό του α 

19.93 Αν για  x > 0 ιςχϑει  x3 ≥ x2 + αlnx,α ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό του α . 

19.94 Αν για  x > 0 ιςχϑει  αlnx ≤ x − 1  , α ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό του α . 

19.95 Αν για x > 0 ιςχϑει  lnx +
 2α 
x+1

≥ αx2 . Να βρεύτε την τιμό  του α ∈ ℝ                                                                                                                            

19.96 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  με  f ′ x) ≠ 0,  x ∈ ℝ .  Αν ιςχϑει ef(x) ≥ αf x) + 1 ,∀x ∈ ℝ , f(1) = 0 ,                                                                  
να βρεύτε την τιμό  του α ∈ ℝ          

19.97 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  με  ef(x) ≥ (α − 2)f x) + ημ  
 π 
2

x ∀x ∈ ℝ , f(1) = 0                               

Να δεύξετε ϐτι α = 3  ό  ϐτι η f  παρουςιϊζει ϋνα κρύςιμο ςημεύο . 

19.98 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f(x)≤ ex + ln x2 + 1) , ∀ x ∈ ℝ .                                                          
Να βρεύτε την  εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α 0 , 1)      

19.99 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  f(x)≥ x2 + ημx , ∀ x ∈ ℝ , f(0) = 0                                                           
Να βρεύτε την  εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ  Α 0 , f(0))      
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19.100 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ   με  f 1) = 1  , 2f x) − x2 ≤ 2lnx + 1 , x > 0 .                                                                    
Να δεύξετε ϐτι η εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο Α 1 , f 1))  εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα  y = 2x + 3  . 

19.100 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  0 , +∞) → ℝ  με   f 1) = 1  , f ex) ≤ x2 + 1   . Να βρεύτε την                                              
εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο ςημεύο  τησ  Α 1 , f(1))      

19.101 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  0 , +∞) → ℝ με   f x2 − x + 1) − f 1) ≥ x − x2 , x > 0 . Να δεύξετε                                            
ϐτι η εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο Α 1 , f 1)) εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα  y = −x                                                                         

19.102 Δύνονται οι παραγωγύςιμεσ  f , g : ℝ → ℝ με  f(1) = 3 ,  f x) + g x) ≤ x3 + x2 + 5  , x ∈ ℝ .                                                     
Αν η εφαπτομϋνη τησ  Cg   ςτο Μ 1 , g 1)) ϋχει εξύςωςη  y = 3x + 1 , τϐτε να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                

α) τισ τιμϋσ g 1) , g ′(1)  .                                                                                                                                                                                                   
β) την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο ςημεύο τησ Β 1 , f(1)) 

10.103 Δύνονται οι παραγωγύςιμεσ ςυναρτόςεισ  f , g : ℝ → ℝ για τισ οπούεσ ιςχϑει :                                         
οι  Cf  , Cg  τϋμνονται ςτο μηδϋν   και    f x) + ex ≥ g x) + x + 1  , x ∈ ℝ                                                                                               

Να δεύξετε ϐτι οι Cf  , Cg   ϋχουν κοινό εφαπτϐμενη ςτο μηδϋν . 

19.104 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → [0 , +∞) , τρεισ  φορϋσ παραγωγύςιμη , με   f 1) =  f 2) = 0 .                                           
Να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  1 , 2): f ′′′  ξ) = 0 

19.105 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  f x) = 2x + mx − 4x − 5x  ,  m ∈ ℝ  ,  m > 0 .                          
Να βρεύτε τον  m  ώςτε  f(x) ≥ 0     ,  x ∈ ℝ     ΘΕΜΑ  2004 Ε )                                        

19.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = αx − ln x + 1)  , α > 0 , α ≠ 1 .                                                                                                                         
Αν ιςχϑει f x) ≥ 1 , για  x > −1 να βρεύτε το α        ΘΕΜΑ  2009 ) 

 

Ε.  Πλόθοσ  Ριζών – ϑνολο  Σιμών 

19.107 Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  ςυνϊρτηςησ  f x) =   
 x2  – x + 1 

x − 1
 

19.108 Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = 1 + e−x2
    

19.109 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶  −1 , 5 → ℝ  με f x) =  −x2 + 4x + 5 .   Να βρεύτε :                                               
α) την μονοτονύα και τα ακρϐτατα τησ f                         β) το ςϑνολο τιμών τησ f       

19.110 Δύνεται η  f x) = x3 − 3x + 2 , x ∈  −2 , 0  . Να βρεύτε :                                                                                                   
α) τα κρύςιμα ςημεύα τησ f                                 β)τα ακρϐτατα τησ f καθώσ και το ςϑνολο τιμών                                            

19.111 Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ  εξύςωςησ  lnx + x2 − 3x + 12 = 0  

19.112 Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  4x3 − 3x −
 1 
2

= 0  ϋχει ακριβώσ 3 πραγματικϋσ ρύζεσ.    

19.113 Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ   2x3 − 6x + 1 = 0 .     

19.114 Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ   x3 − 3x + α = 0 .     

19.115 Δύνεται η  f x)  = 1 − e2x ∙  1 + 2x) . Να βρεύτε :                                                                                                                  
α) τα ακρϐτατα  τησ  f                                                        β) το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                           

γ) το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ  2x = e−2x − 1   
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19.116 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x)  = x2 − 2lnx + 1                                                                                                                                                                 
α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα  και τα ακρϐτατα                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        

γ) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f  f x) −
 3 
2
 = 2 ϋχει ακριβώσ δϑο θετικϋσ ρύζεσ . 

19.117 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x)  =  x − 1) ∙ lnx − 1                                                                                                                                                               
α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        

γ) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  xx−1 = e2018  ,  ϋχει ακριβώσ δϑο θετικϋσ ρύζεσ  

19.118 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  
1 − lnx

x
                                                                                                                                             

α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                                         
β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        
γ) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ  1 + 2018 ∙ x = lnx 

19.119 Δύνεται η παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f 0) = 0 , f ′(x) + f(x) = e– x .                                                                                            
α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f                                                                                                                                                     
β) Να βρεύτε το πλόθοσ των ριζών τησ εξύςωςησ  x − 2018 ∙ ex = 0 

19.120 Δύνεται η παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με   f 0) = ln e + 1) , f ′(x) + e– x−f x) = 0                                                    

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = ln  e + e– x                                                                                                                                                 

β) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                        
γ) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη και να ορύςετε  την αντύςτροφό τησ.                                                                       
δ) Αν  α < 𝛽 , να δεύξετε ϐτι  f α) + f β + 1) > 𝑓 β) + f α + 1)                                          

*********************************************************************************************************** 

19.121 Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ   f x) = x2lnx        ΘΕΜΑ  2004 ) 

19.122 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =
 x + 1 
x − 1

− lnx   .                                                                                                                                                                         

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ f .                                                                                                                                              
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0  ϋχει ακριβώσ δϑο ρύζεσ .            ΘΕΜΑ  2006 ) 

19.123 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 3x − 2ημ2θ  ,   θ ≠ κπ +  
 π  

2
    μια ςταθερϊ .                                                                                         

Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη f(x) = 0 ϋχει ακριβώσ τρεισ ρύζεσ .                        ΘΕΜΑ  2007 ) 

19.124 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  
xlnx  , x > 0
0  ,       x = 0

                                                                                                                                                        

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη f εύναι ςυνεχόσ  ςτο  0   .                                                                                                                                    
β)  Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f .        ΘΕΜΑ  2008 ) 

19.125 Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ  f x) = ln x + 1) − ln(x + 2)         ΘΕΜΑ  2009 Ε ) 

19.126 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 2)lnx + x − 3 . Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0                                                                                            
ϋχει ακριβώσ δϑο θετικϋσ ρύζεσ.    ΘΕΜΑ  2010 Ε )                                                                     

19.127 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 1)lnx − 1 , x > 0  .                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f.                                                                                                                                                        

β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  xx−1 = e 2013   ϋχει ακριβώσ 2 θετικϋσ ρύζεσ  .     ΘΕΜΑ  2012 ) 
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19.128 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  e
lnx
 x 

     

 , x > 0
0  ,         x = 0

                                                                                                                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη   f  εύναι ςυνεχόσ ςτο  0  .                                                                                                                                
β)  Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f                  ΘΕΜΑ  2014 Ε )       

19.129 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x)  =   
ex

 x2  + 1 
                                                                                                                                                                    

α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                                                                             

β) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f  e3− x x2 + 1) =  
 e2  

5
     ϋχει ακριβώσ μια ρύζα.       ΘΕΜΑ  2015 )  

19.130  Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f x) = ex−1 − lnx      ΘΕΜΑ  2015 Ε ) 

19.131 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2 + 1 ,         x ≥ 1    

ex−1 + x ,    x < 1   
                                                                                             

α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα και να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ.                                                                                 
β) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα  x0  , η οπούα εύναι αρνητικό .                                
γ) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f 2 x) − x0f(x) = 0 εύναι αδϑνατη ςτο  x0 , +∞)     ΘΕΜΑ  2019 ) 

 

Ζ.  υνδυαςτικϋσ  Αςκόςεισ  ςτα  Ακρϐτατα 

19.132 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με   f x) > 0  ,    f ′(x))2 ≠ f(x)f ′′ (x)  .                                                                                                    
Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  g(x) = lnf(x)  ϋχει  το πολϑ ϋνα ακρϐτατο  .  

19.133 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  α , β  ,  παραγωγύςιμη ςτο  α , β) . Αν η ςυνϊρτηςη f                                
ϋχει ςϑνολο τιμών  το   −1 , 2   και  f(α) = 0 , f β) = 1 ,   να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                
α) ∃ x1  , x2 ∈  α, β) ∶  f ′ x1) = f ′ x2) = 0  .                                                                                                                                                                           
β) Η εξύςωςη  f ′ x) =  x2 +  1)f x)  ϋχει μια  τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  α , β) αν η  f ′  εύναι ςυνεχόσ                                                                                    

19.134 Έςτω η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f: [1 , 4] → ℝ  με  f 2) < 𝑓 1) < 𝑓 4) < 𝑓(3) .                                        
Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                         
α) η ςυνϊρτηςη f παρουςιϊζει ϋνα ολικϐ ελϊχιςτο και ϋνα ολικϐ μϋγιςτο                                                                                            
β) ∃ x0 ∈  1 , 4) ∶   f ′′  x0) = 0   

19.135 Έςτω η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f: [0 , 3] → ℝ  με  f(1) < 𝑓(0) < 𝑓(3) < 𝑓(2)                                                      
Να αποδεύξετε ϐτι :  ∃ x0 ∈  0 , 3) ∶   f ′′  x0) = 0   

19.136 Έςτω η f: [α ,β] → ℝ  και  γ , δ ∈  α ,β) ώςτε  f γ)  <  𝑓 α)  <  𝑓 β)  <  𝑓 δ). Αν η f εύναι 2 φορϋσ  
παραγωγύςιμη , να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f ′′ (x)=0  ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο  α , β)  . 

19.137 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη και δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο  1, 3  με f 1) = 2 και f 3) = 4 
και ςϑνολο τιμών το  −1 , 5 . Να δεύξετε ϐτι:                                                                                                                                 
α) ∃ x1  , x2 ∈  1,3) ∶  f ′ x1) = f ′ x2) = 0                                                                                                                                                             
β) ∃ x0 ∈  1 , 3) ∶   f ′′  x0) = 0   

19.138 Δύνεται  f:ℝ → ℝ τρεισ φορϋσ παραγωγύςιμη ώςτε  2f x) ≥ f 1) + f 2), με  x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                               
α)  f(1) = f(2)                                                                                                                                                                                                                          
β) ∃ x0 ∈  1 , 2) ∶   f ′′′  x0) = 0  .                                                                                                                                                                                       
γ)  η εξύςωςη  f ′′ (x) = f  ′(x) ϋχει τουλϊχιςτον  δϑο λϑςεισ  ςτο  1 , 2) . 
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19.139 Δύνεται f:ℝ → ℝ  τρεισ φορϋσ παραγωγύςιμη ώςτε  2f x) ≥ f 3) + f 4),  x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                               
α)   f(3) = f(4)                                                                                                                                                                                                                          
β) υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα  ξ ∈  3 , 4) τϋτοιο, ώςτε η εφαπτομϋνη τησ Cf ′′  ςτο ςημεύο                                  
Μ ξ , f ′′  ξ) ) να εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x 

19.140 Έςτω  f ∶ [1 , 4] → ℝ δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ώςτε  f 2) < 𝑓 1) < 𝑓 4) < 𝑓 3) . Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                                                                                                         
α) η εξύςωςη  f  ′(x) =0  ϋχει δϑο τουλϊχιςτον λϑςεισ ςτο  1 , 4) .                                                                                                                      
β) η εξύςωςη  f ′′ (x) +2x f  ′(x) =0  ϋχει μια τουλϊχιςτον λϑςη ςτο  1 , 4) . 

19.141 Δύνεται παραγωγύςιμη f ∶ ℝ → ℝ με  f x) ≤ 2 − x +  
 f 1) +  f 3) 

2
  ,  x ∈ ℝ . Να δεύξετε ϐτι:                                                                                                                                                                                          

α)  f 1) − f 3) = 2  .                                                                                                                                                                                                                 
β)  η εξύςωςη  f  ′(x) = −1 ϋχει τουλϊχιςτον τρεισ διαφορετικϋσ πραγματικϋσ ρύζεσ  .  

19.142 Έςτω η ςυνϊρτηςη  f ∶ [1 , 4] → ℝ , με ςυνεχό   f  ′  ςτο  1 , 4  , η οπούα ϋχει ςϑνολο τιμών                                       
το  −3 , 2]  και  f(1) = −2 , f(4) = 1  . Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                                                                           
α) υπϊρχει μύα τουλϊχιςτον εφαπτομϋνη τησ  Cf   κϊθετη ςτην ευθεύα ζ : 2x + 2y − 2020 = 0 .                                                                       
β) η εξύςωςη  f  ′(x)  =0   ϋχει δϑο τουλϊχιςτον λϑςεισ ςτο  1 , 4)    .                                                                                                                         
γ) η εξύςωςη   f ′ x) =  ex + x2) ∙ f x)  ϋχει μύα τουλϊχιςτον λϑςη ςτο  1 , 4) . 

19.143 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ώςτε   f 1) = f 3) ,  f ′′  x) > 0, x ∈ ℝ . 
Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  f  παρουςιϊζει μοναδικϐ τοπικϐ ακρϐτατο , του οπούου να βρεύτε  το εύδοσ .  

19.144 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη και δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο ℝ , τησ οπούασ                                                                  
η εφαπτϐμενη τησ  Cf   ςτο Α 4 , f 4)) εύναι κϊθετη  ςτην ευθεύα  ε: 3y = −x + 2 .                                                        
Επιπλϋον ιςχϑει  f ex) ≤ x3 + 2x2 + f(1) ,  x ∈ ℝ. Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                  
α) η  εφαπτϐμενη τησ  Cf   ςτο Μ 1 , f 1))  εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα  x’x                                                                   
β) η εξύςωςη   f ′′  x) = 1 ϋχει μια τουλϊχιςτον ρύζα ςτο  1 , 4) .                 

********************************************************************************************************* 

19.145  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f ∶ ℝ →  ℝ δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο                                

ώςτε να ιςχϑει ef x) + x = f f x) + ex  ,  x ∈ ℝ  και  f ′   0) = 1 . Να δεύξετε ϐτι  :                                                                 

α) η  f  δεν παρουςιϊζει ακρϐτατο ςτο   ℝ                                                                                                                                             
β)  η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ςτο  ℝ     ΘΕΜΑ  2016 ) 

19.146 Δύνεται η γραφικό παρϊςταςη τησ ςυνϊρτηςησ f. 
α) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ και το                                                        
ςϑνολο τιμών τησ ςυνϊρτηςησ  f  .                                                                                    
β)Να βρεύτε , αν υπϊρχουν , τα ϐρια :                                                                    
lim
x→1

f(x) ,  lim
x→3

f(x) , lim
x→5

f(x) ,  lim
x→7

f(x) ,  lim
x→9

f(x)                                            

γ) Να βρεύτε , αν υπϊρχουν , τα ϐρια :                                                                                      

lim
x→2

 
1

 f x) 
   ,  lim

x→6
 

1

 f x) 
   ,  lim

x→8
 f  f  x)                                                                                  

δ) Να βρεύτε τα ςημεύα ςτα οπούα η  f   δεν εύναι                                   
ςυνεχόσ                                                                                                           
ε) Να βρεύτε τα ςημεύα  x0  του πεδύου οριςμοϑ                                     
τησ f ώςτε να ιςχϑει  f ′ x0) = 0                                ΘΕΜΑ  2016 Ε ) 
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19.147 Δύνεται η f x) =

 
 

 
 lnx 

x
+  1  ,    0 < x < 1

1   ,                        x = 1
 lnx 
x−1

  ,                   x > 1

                                                                                                                 

α) Να αποδεύξετε ϐτι το  x0 = 1 εύναι το μοναδικϐ κρύςιμο ςημεύο τησ  f    .                                                                                 
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f(x) = 0 ϋχει μοναδικό ρύζα ςτο   0, +∞)      ΘΕΜΑ  2016 Ε ) 

19.148 Δύνεται η   f x) =  
 x43

  , x ∈ [−1 , 0)

ex ∙ ημx  , x ∈  0 ,π 
                                                                                                                                             

α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι ςυνεχόσ ςτο  −1 , π  και να βρεύτε τα κρύςιμα ςημεύα τησ                            
β) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα και  τα ακρϐτατα και να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ                                         

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  16 ∙ e−
3π
4 ∙ f x) − e−

3π
4 ∙  4x − 3π)2 = 8 2                ΘΕΜΑ  2017 ) 

19.149 Να βρεύτε τα κρύςιμα τησ ςυνεχοϑσ  f x) =  

1
1 − x

 ,                    x ≤ 0

ημx + ςυνx  , 0 < 𝑥 <
3π
2

       ΘΕΜΑ  2020 ) 

19.150 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f : ℝ → ℝ   με τϑπο  f x) = ex + x2 − e ∙ x − 1                                                                       
α) Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει μοναδικϐ  x0 ∈  0 , 1)  ςτο οπούο η f  παρουςιϊζει τοπικϐ ελϊχιςτο.                           
τη ςυνϋχεια να αποδεύξετε ϐτι    f x0) = x0

2 −  e + 2) ∙ x0 + e − 1                                                                                                         

β) Να υπολογύςετε το ϐριο  lim
x→x0

 
1

 f x) − f x0  
+ ημ  

1
 x − x0 

                                                                                                            

γ) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη   f x) + x = x0   για  x ∈  x0 , 1)  ϋχει μοναδικό ρύζα ρ .                                                                                    
δ) Να αποδεύξετε ϐτι  f x0) > 𝑓 ρ) ∙  f ′ κ) + 1)  για κϊθε  κ ∈  ρ , 1)             ΘΕΜΑ  2020/COVID ) 

19.151 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x ∙ ln x − ln λx)  , x > 0 , 𝜆 > 0  και  g x) = xx  , x > 0                                       
α) Να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  f  παρουςιϊζει ελϊχιςτο ςτο  x = 1 , το οπούο να βρεύτε.                                              
την ςυνϋχεια, να βρεύτε την ευθεύα που ανόκει το ςημεύο ακροτϊτου τησ f , καθώσ  λ > 0                                                        
β) Να βρεύτε τη μεγαλϑτερη τιμό του  λ > 0   για την οπούα ιςχϑει   xx ≥ λx  για κϊθε  x > 0 . Αν  λ = 1 ∶                                                                           
γ) Να αποδεύξετε ϐτι η ευθεύα  y = λx  εύναι η μοναδικό εφαπτϐμενη τησ  Cg   , η οπούα διϋρχεται                                        

απϐ την αρχό των αξϐνων.                            ΘΕΜΑ  2020 ) 

 

Η.  Προβλόματα  Μεγύςτων – Ελαχύςτων 

19.152 Απϐ ϐλα τα ορθογώνια παραλληλϐγραμμα με εμβαδϐν  16  cm2  να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ                            
εκεύνου που ϋχει την μικρϐτερη περύμετρο . 

19.153 Να αποδεύξετε ϐτι απϐ ϐλα τα οικϐπεδα ςχόματοσ ορθογωνύου με εμβαδϐν 400 m2 ,                                          
το τετρϊγωνο χρειϊζεται την μικρϐτερη περύφραξη      χολικϐ) 

19.154 Απϐ ϐλα τα ορθογώνια παραλληλϐγραμμα με περύμετρο 16 , να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ εκεύνου                           
που ϋχει το μεγαλϑτερο εμβαδϐν .  

19.155 Με ςυρματϐπλεγμα μόκουσ 80 m θϋλουμε να περιφρϊξουμε οικϐπεδο ςχόματοσ ορθογωνύου.                         
Να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ του οικοπϋδου που ϋχει το μεγαλϑτερο εμβαδϐν   χολικϐ) 
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19.156 Ένα οικϐπεδο ςχόματοσ ορθογωνύου παραλληλογρϊμμου ϋχει περύμετρο  400 m .                                      
Αν το μόκοσ του εύναι  x  m , τϐτε να βρεύτε για ποια τιμό του  x  το εμβαδϐν του οικοπϋδου γύνεται 
μϋγιςτο , καθώσ και ποια εύναι η μϋγιςτη τιμό του εμβαδοϑ . 

19.157 Δύνεται ϋνα ορθογώνιο παραλληλϐγραμμο με περύμετρο 20 cm και μόκοσ  x cm .                                                
Να βρεύτε για ποια τιμό του x η διαγώνιοσ του παραλληλογρϊμμου ϋχει το ελϊχιςτο μόκοσ  . 

19.158 Δύνεται τετρϊγωνο ΑΒΓΔ του παρακϊτω ςχόματοσ  με 
πλευρϊ 2 cm. Αν το τετρϊγωνο ΕΖΗΘ  ϋχει τισ κορυφϋσ του ςτισ 
πλευρϋσ του ΑΒΓΔ,   να βρεύτε το x  ώςτε το εμβαδϐν του ΕΖΗΘ                            
να γύνει ελϊχιςτο.  χολικϐ) 

 

19.159 Με ϋνα ςϑρμα μόκουσ 4 m καταςκευϊζουμε  ϋνα ιςϐπλευρο τρύγωνο πλευρϊσ  x m                                            
και ϋνα τετρϊγωνο πλευρϊσ  y m  . Να βρεύτε:                                                                                                                                                     
α) το ϊθροιςμα των εμβαδών των δϑο ςχημϊτων ςυναρτόςει τησ πλευρϊσ x                                                                                          
β) για ποια τιμό του x το εμβαδϐν γύνεται ελϊχιςτο   χολικϐ)  

19.160 Ο ςτύβοσ του κλαςικοϑ αθλητιςμοϑ αποτελεύται                              
απϐ ϋνα ορθογώνιο και δϑο ημικϑκλια                                                                       
Αν η περύμετροσ του ςτύβου εύναι 400 m ,                                                     
να βρεύτε τισ διαςτϊςεισ του, ώςτε το εμβαδϐν του                                                                 
ορθογωνύου μϋρουσ του, να γύνεται μϋγιςτο .   χολικϐ) 

19.161 Μια ώρα μετϊ τη λόψη  x mgr ενϐσ αντιπυρετικοϑ, η μεύωςη τησ θερμοκραςύασ ενϐσ                        

αςθενοϑσ δύνεται απϐ την ςυνϊρτηςη  T x) = x2 − 
x3  

4
  , 0 < 𝑥 < 3. Να βρεύτε ποια πρϋπει να εύναι                                    

η δϐςη του αντιπυρετικοϑ, ώςτε ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ μεύωςησ τησ θερμοκραςύασ                                                             
να γύνει μϋγιςτοσ    χολικϐ)  

19.162 Δύνονται τα ςημεύα  Α 2 ,−κ),Β(κ + 1 , 3) με κ ∈ ℝ . Να βρεύτε την τιμό του κ ώςτε η            
απϐςταςη των ςημεύων να εύναι ελϊχιςτη, καθώσ και την απϐςταςη αυτό. 

19.163 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex2−4αx+16α  με  α ∈ ℝ  .                                                                                                                   
α) Να αποδεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη  f  παύρνει  ελϊχιςτη τιμό .                                                                                                           
β) Να βρεύτε για ποια τιμό του  α ∈ ℝ  , η  ελϊχιςτη τιμό τησ  f  γύνεται μϋγιςτη . 

19.164 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 8lnx + x2 − 3x + 2 .Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ γραφικόσ                                      
παρϊςταςησ   τησ  f  , ο ςυντελεςτόσ διεϑθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ γύνεται  ελϊχιςτοσ  . 

19.165 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = −x3 + 6x2 − 9x + 1 . Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ γραφικόσ                                   
παρϊςταςησ  τησ  f  , ο ςυντελεςτόσ διεϑθυνςησ  τησ εφαπτομϋνησ γύνεται μϋγιςτοσ  . 

19.166 Δύνεται η   f x) = 2x3 − 6x2 + 8x + 1 . Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ γραφικόσ                                  
παρϊςταςησ  τησ  f  , ο ςυντελεςτόσ διεϑθυνςησ  τησ εφαπτομϋνησ γύνεται ελϊχιςτοσ   

19.167 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x2 + 2lnx . Να βρεύτε για ποια τιμό του x, ο ρυθμϐσ μεταβολόσ                       
τησ f  ωσ προσ  x ,  γύνεται ελϊχιςτοσ .  
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19.168 Δύνεται η   f x) = αx3 + βx2 − 4 τησ οπούασ  η  Cf   εφϊπτεται ςτον ϊξονα x’x ςτο Α(−2 , 0)                    
α) Να δεύξετε ϐτι  α = 1  και  β = 3                                                                                                                                                               
β) Να μελετόςετε την f ωσ προσ την μονοτονύα και τα ακρϐτατα                                                                                                              
γ) Να βρεύτε ςε ποιο ςημεύο Μ τησ  Cf , ο ςυντελεςτόσ διεϑθυνςησ τησ εφαπτομϋνησ γύνεται ελϊχιςτοσ   

19.169 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  x2 + 1  και το ςημεύο Α 2 , 0). Να βρεύτε ςημεύο Μ τησ Cf  που                                    
απϋχει απϐ το ςημεύο Α τη μικρϐτερη απϐςταςη. 

19.170 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  x   και το ςημεύο Α(
9 
2

 , 0).                                                                               

α) Να βρεύτε ςημεύο Μ τησ Cf  που απϋχει απϐ το ςημεύο Α τη μικρϐτερη απϐςταςη                                                                     
β) Να δεύξετε ϐτι η εφαπτϐμενη τησ  Cf  ςτο Μ εύναι  κϊθετη ςτην ΑΜ    χολικϐ)   

19.171 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 3x + 2  και ϋςτω  ε) η εφαπτομϋνη τησ  Cf    ςτο ςημεύο                                
τησ  A 2 , f 2)  . Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ ενϐσ ςημεύου M(x , y) τησ εφαπτομϋνησ  ε)  ϋτςι ώςτε                             

η απϐςταςη  του Μ απϐ την αρχό των αξϐνων να γύνεται ελϊχιςτη  .   

19.172 Σο κϐςτοσ τησ ημερόςιασ παραγωγόσ  x  μονϊδων ενϐσ προώϐντοσ εύναι                                                                                          
K x) = x2 + 50x + 100  ςε ευρώ με  0 ≤ x ≤ 150 . Η εύςπραξη απϐ την πώληςη μιασ μονϊδασ                                           
προώϐντοσ εύναι   450−x ςε ευρώ . Να βρεύτε την ημερόςια παραγωγό  x  του εργοςταςύου για                                    
την οπούα το κϋρδοσ  εύναι μϋγιςτο και πϐςο εύναι αυτϐ                             

19.173 Σο κϐςτοσ τησ ημερόςιασ παραγωγόσ   x  μονϊδων ενϐσ προώϐντοσ εύναι                                                                                          

K x) =
 1 
3

x3 − 20x2 + 600x + 1000  ςε ευρώ με  6 ≤ x ≤ 50  . Η εύςπραξη απϐ την πώληςη                                     

μιασ μονϊδασ προώϐντοσ εύναι   420 − 2x ςε ευρώ .  Να βρεύτε την ημερόςια παραγωγό  x  του                                
εργοςταςύου για την οπούα το κϋρδοσ  εύναι μϋγιςτο και πϐςο εύναι αυτϐ  

 19.174 Σο κϐςτοσ τησ ημερόςιασ παραγωγόσ  x  μονϊδων ενϐσ προώϐντοσ εύναι                                                                                          

K x) =
 1 
3

x3 − 20x2 + 600x + 1000   ςε ευρώ με  0 ≤ x ≤ 105  . Η εύςπραξη απϐ την πώληςη                        

μιασ μονϊδασ προώϐντοσ εύναι   420x − 2x2  ςε ευρώ. Να βρεύτε την ημερόςια παραγωγό  x  του                                
εργοςταςύου για την οπούα το κϋρδοσ  εύναι μϋγιςτο και πϐςο εύναι αυτϐ  χολικϐ) 

19.175 Δύνεται το τετρϊγωνο ΑΒΓΔ του διπλανοϑ ςχόματοσ με 
πλευρϊ 2 cm . Αν το τετρϊγωνο ΕΖΗΘ  ϋχει τισ κορυφϋσ του                                
ςτισ πλευρϋσ του ΑΒΓΔ :                                                                                                  
α) Να εκφρϊςετε την πλευρϊ ΕΖ ςυναρτόςει του x                                                                         
β) Να αποδεύξετε ϐτι το εμβαδϐ του τετραγώνου                                                             
ΕΖΗΘ δύνεται απϐ την ςυνϊρτηςη                                                                                                          
f x) = 2x2 − 4x + 4 , 0 ≤ x ≤ 2                                                                                    
γ) Να βρεύτε για ποιεσ τιμϋσ του x  το εμβαδϐ του τετραγώνου ΕΖΗΘ 
γύνεται ελϊχιςτο και για ποιεσ μϋγιςτο                                                                                        
δ) Να εξετϊςετε αν υπϊρχει  x0 ∈  0 , 2 , για το οπούο το εμβαδϐν f x0) του αντύςτοιχου τετραγώνου 
ΕΖΗΘ ιςοϑται με  4ex0 + 1  cm2                       ΘΕΜΑ 2017 Ε ) 
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19.176 Ένα ςϑρμα μόκουσ 8 m το κϐβουμε ςε δϑο τμόματα. Με το ϋνα απϐ αυτϊ, μόκουσ  x m  
καταςκευϊζουμε τετρϊγωνο και με το ϊλλο κϑκλο.                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ϐτι το ϊθροιςμα των εμβαδών των δϑο ςχημϊτων εύναι :                                                 

E x) =  
  π+4)x2− 64x + 256 

16π
     με   0 < x < 8                                                                                                                                            

β) Να αποδεύξετε ϐτι το ϊθροιςμα των εμβαδών   των δϑο ςχημϊτων ελαχιςτοποιεύται,                                                 
ϐταν η πλευρϊ του τετραγώνου ιςοϑται με την διϊμετρο του κϑκλου                                                                                                
γ) Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει μϐνο ϋνασ τρϐποσ με τον οπούο μπορεύ να κοπεύ το ςϑρμα μόκουσ 8 m , 
ώςτε το ϊθροιςμα των εμβαδών των δϑο ςχημϊτων να ιςοϑται με  5 m2    ΘΕΜΑ 2018  ) 

11.177 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x , x ≥ 0  τησ οπούασ η Cf  διϋρχεται απϐ το ςημεύο Μ 1, 1).                           

Έςτω το ςημεύο Α  
3
2

 , 0 .  Να αποδεύξετε ϐτι το ςημεύο Μ εύναι το μοναδικϐ ςημεύο τησ  Cf  που απϋχει 

απϐ το ςημεύο Α τη μικρϐτερη απϐςταςη.         ΘΕΜΑ 2019Ε ) 

11.178 Ιςοςκελϋσ τρύγωνο  ΑΒΓ ΑΒ = ΑΓ)  εύναι εγγεγραμμϋνο ςε κϑκλο κϋντρου Ο και ακτύνασ 1,                          

ϐπωσ φαύνεται ςτο ςχόμα. Αν  θ  εύναι η γωνύα μεταξϑ των 

ύςων πλευρών του τριγώνου και  ΒΟ Μ = θ τϐτε:                                                                                                    

α) Να αποδεύξετε ϐτι το εμβαδϐν του τριγώνου ΑΒΓ                               

ωσ ςυνϊρτηςη τησ γωνύασ θ  εύναι :                                                                                         

Ε θ) =  1 + ςυνθ) ∙ ημθ  , θ ∈  0 ,π)                                                                            

β) Να βρεύτε την τιμό τησ γωνύασ  θ ∈  0 ,π), για την οπούα 

το εμβαδϐν του τριγώνου μεγιςτοποιεύται                                                           

γ) Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχουν ακριβώσ δϑο γωνύεσ  θ1 ,θ2                      

με  θ1 <  θ2  για τισ οπούεσ το εμβαδϐν του τριγώνου                    

ιςοϑται με  
 3 

4
                                                                                                                                                        

δ) Για τισ γωνύεσ  θ1 , θ2  του προηγοϑμενου ερωτόματοσ , να 

αποδεύξετε ϐτι υπϊρχουν  ξ1 , ξ2 ∈  0 ,π)  τϋτοια , ώςτε  

 
 π 
3
− θ1 ∙ Ε

′ ξ1) =  
 π 
3
− θ2 ∙ Ε

′ ξ2)             ΘΕΜΑ 2020 ) 

 

 

   

 

 

                                                                                                                                                                            

 

 

 

 

 

Ο Πιερ ντε Υερμϊ (160 -1665) 

όταν Γϊλλοσ νομικϐσ  και εραςιτϋχνησ 

μαθηματικϐσ με μεγϊλη ςυμβολό ςτην 

ανϊπτυξη του απειροςτικοϑ λογιςμοϑ.  

Μαζύ με τον Ρενϋ Ντεκϊρτ, ο Υερμϊ θεωρεύται 

ϋνασ απϐ τουσ δϑο κορυφαύουσ μαθηματικοϑσ 

του πρώτου ημύςεοσ του 17ου αιώνα. 
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▶ Αν μια ςυνϊρτηςη f  εύναι κυρτό ςε 

ϋνα διϊςτημα Δ , τϐτε η εφαπτομϋνη 

τησ  Cf   ςε κϊθε ςημεύο του Δ 

βρύςκεται κϊτω απϐ τη  Cf  , με 

εξαύρεςη το ςημεύο επαφόσ τουσ. 

▶ Αν μια ςυνϊρτηςη f  εύναι κούλη ςε 

ϋνα διϊςτημα Δ , τϐτε η εφαπτομϋνη 

τησ  Cf   ςε κϊθε ςημεύο του Δ 

βρύςκεται πϊνω απϐ τη  Cf  , με 

εξαύρεςη το ςημεύο επαφόσ τουσ. 

 

 
ΠΡΟΟΦΗ 

 

 

 

 

Α. Οριςμϐσ  Κυρτόσ  υνϊρτηςησ 

   

 

 

 

 

Β. Οριςμϐσ  Κούλησ  υνϊρτηςησ 

 

 

 

 

 

 

 

Γ. Θεώρημα  Κυρτϐτητασ 

● Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ και δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                                
ςτο εςωτερικϐ του Δ . 

① Αν  𝐟′′  𝐱) > 0  για κϊθε εςωτερικϐ ςημεύο x του Δ, τϐτε η  f  εύναι κυρτό ςτο Δ. 

② Αν  𝐟′′  𝐱) < 0  για κϊθε εςωτερικϐ ςημεύο x του Δ, τϐτε η  f  εύναι κούλη ςτο Δ. 

 

▶ Σο αντύςτροφο του παραπϊνω θεωρόματοσ δεν ιςχϑει. Δηλαδό, αν η f εύναι κυρτό   ό κούλη) ςτο Δ,                            

τϐτε η δεϑτερη παρϊγωγϐσ τησ δεν εύναι υποχρεωτικϊ θετικό ό αρνητικό)  ςτο εςωτερικϐ του Δ. 

 

 

20. Κυρτϐτητα – ημεύα Καμπόσ 

 Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ                                                                                                         
και παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικϐ του Δ.                                                                   
Θα λϋμε ϐτι η f  ςτρϋφει τα κούλα προσ τα ϊνω ό                                  
εύναι κυρτό ςτο Δ , αν η  f ′  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                   
ςτο εςωτερικϐ του Δ.  (2006 )   

 

 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

 Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ                                                                                                         
και παραγωγύςιμη ςτο εςωτερικϐ του Δ.                                                                   
Θα λϋμε ϐτι η f  ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω ό                                  
εύναι κούλη ςτο Δ , αν η  f ′  εύναι γνηςύωσ φθύνουςα                                                                   
ςτο εςωτερικϐ του Δ.  (2010 - 2014 )   

 

 

 

                       

 

το 
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▶ Όταν το A x0 , f x0)  

εύναι ςημεύο καμπόσ τησ 

Cf  , τϐτε λϋμε ϐτι η f 

παρουςιϊζει καμπό ςτο 

 𝐱𝟎  και το  x0  λϋγεται  

θϋςη ςημεύου καμπόσ. 

▶ τα ςημεύα καμπόσ η 

εφαπτομϋνη τησ  Cf   

διαπερνϊ την καμπϑλη. 

 

 
ΠΡΟΟΦΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ. Οριςμϐσ  ημεύου  Καμπόσ 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε. Θεώρημα  ημεύου  Καμπόσ 

●  Αν το  A x0 , f x0)   εύναι ςημεύο καμπόσ τησ  Cf                                                                                                                              

και η  f  εύναι δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη                                                                                                                                                                         

τϐτε   𝐟′′  𝐱𝟎) = 𝟎 

▶ Σο αντύςτροφο του προηγοϑμενου θεωρόματοσ δεν ιςχϑει.                                                                                                  

Δηλαδό αν  f ′′  x0) = 0 , το A x0 , f x0)   δεν εύναι υποχρεωτικϊ                                                                                                      

ςημεύο καμπόσ τησ  Cf  . 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν f  ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ, δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο 

εςωτερικϐ του Δ  και  f κυρτό ςτο Δ  τϐτε θα ιςχϑει  𝐟′′  𝐱) > 0                        

για κϊθε εςωτερικϐ ςημεύο x του Δ 

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη  f x) = x4  ϋχει  f ′ x) = 4x3, ϊρα η  f ′  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα ℝ ,                                      
επομϋνωσ η f εύναι κυρτό ςτο ℝ , αλλϊ δεν ιςχϑει  f ′′  x) > 0                                                                                                            
αφοϑ f ′′  x) = 12x2 ≥ 0 μιασ και  f ′′  0) = 0 

● Ομούωσ για την κούλη με  f x) = −x4             

Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  παραγωγύςιμη ςε ϋνα διϊςτημα  α , β) με 
εξαύρεςη ύςωσ  ϋνα ςημεύο του  x0  . Αν:                                                                                                                                                              
▶ η f εύναι κυρτό ςτο  α , x0) και κούλη ςτο   x0 , β) ό αντιςτρϐφωσ και                                                                      
▶ η ϋχει  Cf  εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο  A x0 , f x0)                                                                                                            

τϐτε το ςημεύο A x0  , f x0)  ονομϊζεται ςημεύο καμπόσ τησ  Cf  

 

  

 

 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

𝐟′′  𝐱𝟎) = 𝟎 

Αν η f παρουςιϊζει 

καμπό ςτο  𝐱𝟎  τϐτε 
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Ζ. Πιθανϋσ  Θϋςεισ  ημεύων  Καμπόσ 

●  Οι πιθανϋσ θϋςεισ ςημεύων καμπόσ  μιασ ςυνϊρτηςησ  f  ςε ϋνα διϊςτημα Δ εύναι : 

①  τα εςωτερικϊ ςημεύα του Δ ςτα οπούα η  f ′′   μηδενύζεται                                                                                                   

②  τα εςωτερικϊ ςημεύα του Δ ςτα οπούα δεν υπϊρχει η   f ′′    

 

▶ Σα εςωτερικϊ ςημεύα ενϐσ διαςτόματοσ Δ ςτα οπούα η  f ′′   εύναι διϊφορη του μηδενϐσ                                

δεν εύναι θϋςεισ ςημεύων καμπόσ 

 

▶ Κριτόριο  ημεύων  Καμπόσ                                                                                                                                                                    

Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα  α , β) και   x0 ∈  α ,β). Αν :                                                                  

①  η  f ′′   αλλϊζει πρϐςημο εκατϋρωθεν του  x0  και                                                                                                                          

②  ορύζεται εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  A x0 , f x0)  ,                                                                                                                                                        

τϐτε το A x0 , f x0)  εύναι ςημεύο καμπόσ . 

 

 

 

 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Αν f  οριςμϋνη και  δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςτο  ℝ                                             

και για κϊποιο  𝐱𝟎 ∈ ℝ και ιςχϑει   𝐟′′   𝐱𝟎) = 𝟎 , τϐτε  το 

 𝐱𝟎 𝛆ύ𝛎𝛂𝛊 𝛉ϋ𝛔𝛈 𝛔𝛈𝛍𝛆ύ𝛐𝛖 𝛋𝛂𝛍𝛑ό𝛓 𝛕𝛈𝛓  𝐟      2017 Ε )     

 ▶ Η πρϐταςη αυτό εύναι ψευδόσ. Πρϊγματι :              

▶  Η ςυνϊρτηςη  f x) = x4 , με  f ′′  x) = 12x2  ϋχει  f ′′  0) = 0 ,                                                                                                               
αλλϊ το 0  δεν εύναι θϋςη ςημεύου καμπόσ τησ  f ,                                                                                                                                     
γιατύ η ςυνϊρτηςη εύναι κυρτό ςτο ℝ και επομϋνωσ δεν ϋχει ςημεύα καμπόσ.           
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Ασκήσεις 
 

 

 

Α. Εϑρεςη  Κυρτϐτητασ - ημεύων  Καμπόσ 

20.1 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 3x2 + x 

20.2 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την  f x) = x4 + 2x3 − 12x2 − 5x + 4  

20.3 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = x4 − 6x2 + 7x − 2   

20.4 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = x4 − 4x3 

20.5 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = 
x4

 4 
 −6x2 

20.6 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = x2 + 
8

x 
 

20.7 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = 
x

 1 − x2  
 

20.8 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = 
x

 x2  − 4 
 

20.9 Ομούωσ :     α) f x) = 3x5 − 5x4 + 2                β) f x) = 
3x2− 2

 x3  
                χολικϐ) 

20.10 Ομούωσ :       α) f x) = x ∙ e1−x                        β) f x) =  x2 ∙   2lnx − 5 )              χολικϐ) 

20.11 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f x) = x ∙ e−x 

20.12 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f x) = (x + 2) ∙ e−x 

20.13 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f x) = ln x2 + 4) 

20.14 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f x) = ex  x2 − 4x + 5) 

20.15 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f x) =  x + 1) ∙ lnx 

20.16 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη   f x) = x − 2lnx − 
1

 x  
 

20.17 Ομούωσ :       α) f x) = e−x2
           β) f x) =  εφx  , x ∈  −

π
 2 

, π
 2 

                    χολικϐ) 

20.18 Να βρεύτε τα ςημεύα καμπόσ τησ    f x) = 
x

 x2  + 1 
  και να δεύξετε ϐτι δϑο απϐ αυτϊ εύναι ςυμμετρικϊ 

ωσ προσ το τρύτο    χολικϐ) 

20.19 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = 2x + x ∙ lnx − ex−1 

20.20 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την ςυνϊρτηςη  f x) = ln3x 

20.21 Να αποδεύξετε ϐτι  ∀α ∈  −2 , 2) η  f x) = x4 − 2αx3 + 6x2 + 2x + 1  εύναι κυρτό ςτο ℝ   χολικϐ) 
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20.22 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την  f x) =  
−3x2 + 1 ,           x < 0

−x3 + 3x2 + 1 , x ≥ 0
    χολικϐ) 

20.23 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την  f x) =  
−x2 + 5 ,           x < 0

−x3 + x2 + 5 , x ≥ 0
  

20.24 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την  f x) =  
2x3 − 9x2 + 12x ,   x < 2

2x3 − 12x2 + 12x , x ≥ 2
  

***************************************************************************************************** 

20.25 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ   με  f(0) = 0 και  f ′ x) + f x) = e−x . Να βρεύτε :                                                  
α) τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                    
β) την μονοτονύα και τα ακρϐτατα τησ  f                                                                                                                                       
γ) το ςϑνολο τιμών τησ  f                                                                                                                                                                 
δ) την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ τησ f                       

20.26 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη   f ∶  0 , +∞) → ℝ με  f(e) = e2 και f ′ x) = 
2f(x)

x 
 −2x  , x > 0                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι η  g x) = 
f(x)

x2  
 +2lnx , x > 0  εύναι ςταθερό .                                                                                      

β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ                                                                                                                                                      
γ) Να μελετόςετε την f ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                                                                                              

********************************************************************************************************** 

20.27 το διπλανϐ ςχόμα φαύνεται η γραφικό                        
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                             
Να βρεύτε :                                                                                                                                               
α) τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα  τησ  f                                                 
β) την κυρτϐτητα και τα .Κ. τησ  f 

 

 

20.28 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                         
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                            
Να βρεύτε :                                                                                                     
α) τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα  τησ  f                                                      
β) την κυρτϐτητα και τα .Κ. τησ  f           

 

20.29 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                   
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                               
Να βρεύτε :                                                                                                                    
α) τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα  τησ  f                                                               
β) την κυρτϐτητα και τα .Κ. τησ  f  χολικϐ)                                                                                                                
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20.30 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                                  
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                               
Να βρεύτε :                                                                                                                             
γ) τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα  τησ  f                                                               
δ) την κυρτϐτητα και τα .Κ. τησ  f 

 

20.31 το παρακϊτω ςχόμα φαύνεται η γραφικό                                        
παρϊςταςη τησ παραγώγου μιασ ςυνϊρτηςησ f .                                               
Να βρεύτε :                                                                                                               
α) τη μονοτονύα και τα ακρϐτατα  τησ  f                                                                 
β) την κυρτϐτητα και τα .Κ. τησ  f                                                                        

γ) το  lim
h→0

 
f 2+h)−f(2)

h
                                                                                                 

δ) Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει  ξ ∈  4 , 9) τϋτοιο ,ώςτε:                                          

f ′′ ξ) = 
1

5
         

 

***************************************************************************************************** 

20.32 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με   ef(x) + f x) = x , x ∈ ℝ .                                                                             
Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα και κούλη . 

20.33 Δύνεται η f x) = x3 − 3x2 + 2Να δεύξετε:                                                                                                                                      
α) η f παρουςιϊζει ϋνα τοπικϐ μϋγιςτο, ϋνα τοπικϐ ελϊχιςτο και ϋνα ςημεύο καμπόσ                                                                      
β) τα ςημεύα Α , Β , Γ με τετμημϋνεσ  x1 , x2  τισ  θϋςεισ των τοπικών ακροτϊτων και x3 τη θϋςη                          
του ςημεύου καμπόσ αντύςτοιχα, εύναι ςυνευθειακϊ.        χολικϐ) 

******************************************************************************************************** 

20.34 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την f x) = x5 + x3 + x         ΘΕΜΑ  2003 )                                                                                                  

20.35 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ.  την   f x) = x2 ∙ lnx    ΘΕΜΑ  2006 ) 

20.36 Δύνεται η  f x) = x3 − 3x − 2ημ2θ , θ ≠ κπ + 
 π  

2
 μια ςταθερϊ .                                                                                     

Να δεύξετε ϐτι η  f  ϋχει  ϋνα ςημεύο καμπόσ .                                   ΘΕΜΑ  2007 )                                                                                          

20.37 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την  f x) = ex − ln(x + 1)     ΘΕΜΑ  2009 ) 

20.38 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την f x) = 2x + ln(x2 + 1)     ΘΕΜΑ  2010 ) 

20.39 Να δεύξετε ϐτι η  f x) = ln ex − x)  ϋχει ακριβώσ δϑο ςημεύα καμπόσ .     ΘΕΜΑ  2011 ) 

20.40 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την f x) = x − ln  ex + 1 )      ΘΕΜΑ  2014 ) 

20.41 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα .Κ. την  f x) = ln x +  x2 + 1      ΘΕΜΑ  2015 ) 

20.42 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την  f x) =  
x2

 x2  + 1 
     ΘΕΜΑ  2016 ) 
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20.43 Αν  f(x)= ex2
−  x2 −  1 , να δεύξετε ϐτι  η  f  εύναι κυρτό .                  ΘΕΜΑ  2016 )     

20.44 Αν  f(x)= 
ex

ex +1
  , να μελετόςετε την f   ωσ προσ τη μονοτονύα , τα ακρϐτατα ,                                                                                            

την κυρτϐτητα  και τα ςημεύα καμπόσ                         ΘΕΜΑ  2017 ) 

20.45 Να μελετόςετε ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα .Κ. την  f x) = x −  
4

  x2   
       ΘΕΜΑ  2018 )                

20.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 2ex−α − x2  , α > 1. Να δεύξετε ϐτι η  Cf   ϋχει ακριβώσ ϋνα                                                                              
ςημεύο καμπόσ    ΘΕΜΑ  2018 ) 

 

Β.  Εϑρεςη  Παραμϋτρων  ςτην  Κυρτϐτητα 

20.47 Δύνεται η  f x) = e2x − 2αx2. Να βρεύτε το α ώςτε η f  να ϋχει θϋςη ςημεύου καμπόσ ςτο 1 

20.48 Δύνεται η  f x) = αx3 + βx2 . Να βρεύτε τα α , β ώςτε η  Cf   να ϋχει ςημεύο καμπόσ το Α −1 , 4) 

20.49 Δύνεται η f x) = x3 + αx2 + βx . Να βρεύτε τα α, β ώςτε η  Cf   να ϋχει ςημεύο καμπόσ  το Α 1 , 0) 

20.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = αx2 − ln2 x + β Να βρεύτε τα α , β ώςτε η  Cf   να ϋχει ςημεύο                                  
καμπόσ το Α 1 , 5) 

20.51 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x4 − αx3 + βx2 + 2 . Να βρεύτε τα α , β ώςτε η  Cf  να ϋχει καμπό                       
για  x = 1 και  x = 2  

20.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = αx3 + βx2 + 6x . Αν η  f  παρουςιϊζει ακρϐτατο ςτο  −1                                                                                                          

και καμπό ςτο  
 1 

2
  , να βρεύτε τα α , β . 

 

Γ.  Κυρτϐτητα  και  Εφαπτομϋνη 

 20.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = e2x + x4   .                                                                                                                                                          
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα        β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf  ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                         

γ) Να δεύξετε ϐτι  
2017 + 2x − x4

e2x  + 2016
 ≤ 1 

20.54 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = e2x − x .                                                                                                                                                          
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα       β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                         

γ) Να δεύξετε ϐτι    e2x ≥ 1 + 2x ,  x ∈ ℝ   

20.55 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ (−∞ , 0] → ℝ  με  f x) = 
x2

ex                                                                                                                                          

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα       β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf  ςτο x0 = −1                                                                                                                                                                                   
γ) Να δεύξετε ϐτι  f x) + 2e + 3ex ≥ 0 

20.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex + x ∙ lnx                                                                                                                       
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα        β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                         
γ) Να δεύξετε ϐτι  f x) − e ∙ x ≥ x − 1  
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20.57 Δύνεται η f x) =  x +  α ∙ lnx)2 ,α ∈ ℝ . Η εφαπτομϋνη  ε) τησ  Cf  ςτο Α 1 , f 1)) εύναι                                                                   
παρϊλληλη ςτην ευθεύα ζ : 8x − 2y + 2020 = 0.                                                                                                                                                            
α) Να βρεύτε τον αριθμϐ α και την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  ε)                                                                                                                          
β)  Να μελετόςετε την f ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                                                                              
γ) Να δεύξετε ϐτι  3 +  x + lnx)2 ≥ 4x   , x > 0 . 

20.58 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x + 1) ∙ lnx                                                                                                                     
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα         β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ϐτι  
1

2
 ∙ lnx < 

x − 1

x + 1
 , x ∈  0 , 1)   

20.59 Δύνεται η  f x) =  x2 − 4x + 6)ex−1  .                                                                                                                                                                       
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα          β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ϐτι    ex−1 ≥ 
x + 2

 x2 − 4x + 6 
  ,   x ∈ ℝ  . 

20.60 Δύνεται η  f x) = ln 1 − x) + 5x − 2.                                                                                                                                                                       
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα          β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                   
γ) Να δεύξετε ϐτι    e−x ≥ 1 − x 

20.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex+ex
  .                                                                                                                                                                       

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα            β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ϐτι  ex+ex−1 ≥ 2x + 1 ,  x ∈ ℝ 

20.62 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x − ln ex + 1)                                                                                                                  
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα            β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                            
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  2f x) = x − ln4                                                                                                                                                    

20.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x4 − lnx                                                                                                                                             
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                             
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                            

γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  x = ex4−3x+2 

20.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
x2+ 3

ex                                                                                                                                                                   

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                                
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 0                                                                                                            
γ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f f x) + 3x − 3) = 3                                                                                                                                              

δ)  Να δεύξετε ϐτι  
x2

3
  +1 ≥  1 − x)ex          

20.65 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 2ex−1 − x + 1                                                                                                               
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                              
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                            
γ) Να δεύξετε ϐτι    f x) − x ≥ 1                                                                                                                                                                 
δ) Να βρεύτε τισ αςϑμπτωτεσ τησ  Cf           

20.66 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   με  lim
x →1

 
f x) − 3x

x − 1
 = 4                                                                                                                                                            

α) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                          
β) Αν η f εύναι κούλη ςτο ℝ , να δεύξετε ϐτι  f x) − 7x + 4 ≤ 0 , x ∈ ℝ     
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 Convex  function                                       
Κυρτό  ςυνϊρτηςη 

  Concave  function                                
Κούλη  ςυνϊρτηςη  

Inflection  point                               
ημεύο  καμπόσ 

 

20.67 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =
1
 x 
− lnx   .                                                                                                                                        

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                                                    
β) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                                                                   

γ) Να δεύξετε ϐτι    lnx ≤ 
1

 x 
 +2x − 3  , ∀ x > 0 .                                                                                                                                       

δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  xx  ∙ e3x − 2x2 − 1 = 1 

20.68 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  0, +∞) → ℝ  με   f 1) = 0  

και  f ′ x) = 1 + 
f(x)

x
  , ∀ x > 0                                                              

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = x ∙ lnx                                                                                                                                                                            
β) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                              
γ) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ   Cf   ςτο  x0 = 1                                                                                                           
δ) Να λϑςετε την εξύςωςη  f x) = x − 1                                                                                                                                 

ε) Να βρεύτε το ϐριο   lim
x → 1

 
1

x∙lnx− x + 1
 

20.69 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ με  lim
x →0

 
ημ x ∙ f x) − x2

 x2+1 − 1
 = 2                                                                           

α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f 0) , f ′(0)                    β) Να δεύξετε ϐτι   f x) ≥ 2x , x ∈ ℝ   

20.70 Αν  f x) = ln 
 1 

x
 και g x) = xln 

 1 

x
  να δεύξετε                                                                                                                                    

α) Η Cf  ςτρϋφει τα κούλα προσ τα ϊνω και η  Cg  ςτρϋφει τα κούλα προσ τα κϊτω                                                                               

β) Οι Cf  , Cg   ϋχουν μοναδικϐ κοινϐ ςημεύο ςτο οπούο ϋχουν κοινό εφαπτϐμενη                                                        

γ)  xln 
 1 

x
  ≤ ln 

 1 

x
  , x > 0 

20.71 Δύνεται η  f x) =  
 e x – 1 

x
   ,    x ≠ 0

 1  ,              x = 0

   . Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf                                                                                          

ςτο ςημεύο  Α 0 , f 0)  . τη ςυνϋχεια ,  αν εύναι γνωςτϐ ϐτι η  f  εύναι κυρτό , να δεύξετε  ϐτι η                               

εξύςωςη  2f(x) = x + 2   , x ∈ ℝ   ϋχει ακριβώσ μια λϑςη .         ΘΕΜΑ  2012 Ε ) 

20.72 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = −ημx , x ∈  0 ,π   και ε : y = x − π  εφαπτομϋνη τησ.                                                                              

Να βρεύτε το  lim
x →π

 
x − ημ x

π  – x − ημ x
      ΘΕΜΑ  2017 )                                                                    

20.73 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 ,π →  ℝ με  f x) = 2ημx − x . Να αποδεύξετε ϐτι ∀x0 ∈  0 ,π   η Cf   και η                                                           
εφαπτϐμενη ςτο A x0 , f(x0)) ϋχουν ϋνα μϐνο κοινϐ ςημεύο      ΘΕΜΑ  2018 Ε ) 

 

Δ .  Κυρτϐτητα  και  ϊλλα  Θεωρόματα 

20.74 Δύνεται παραγωγύςιμη f ∶ ℝ → ℝ. Αν η f εύναι κούλη, να δεύξετε 2 f x) > 𝑓  x + 1) + f(x − 1), x ∈ ℝ . 

20.75 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x3 + xlnx                                                                                                                                          
α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                                        
β) Να αποδεύξετε ϐτι : f  2x) +  f 4x) > 2𝑓(3𝑥)                                                                                                                                                                              

γ) Να αποδεύξετε ϐτι :  x2 + lnx ≥ 4 − 
 3 

x
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20.76 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f ∶ [0 , 2] → ℝ  κυρτό και ιςχϑουν f 0) = 0 , f 1) = 1. Να δεύξετε ϐτι  f 2) > 2                                               

20.77 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ. Αν η  f  εύναι κούλη και  f 1) = f 2) = 0. Να δεύξετε ϐτι:                                                                                                                                                                                                
α) υπϊρχει μοναδικϐσ ξ ∈  1 , 2) ∶  f ′ ξ) = 0                  β) η f  παρουςιϊζει ολικϐ μϋγιςτο ςτη θϋςη ξ                                                                                                                                                             
γ) αν επιπλϋον ιςχϑει  f ′ 1) = 1 , να δεύξετε ϐτι  f ξ) < 1 

20.78 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ . Η f εύναι κυρτό και η εφαπτομϋνη τησ  Cf                                                                               
ςτο Α 0 , f 0)) ϋχει εξύςωςη  y = 2x + 4                                                                                                                                                                                    
α) Να βρεύτε τισ τιμϋσ  f ′ 0)  , f(0)                                  β) Να αποδεύξετε ϐτι  f −3) +  f 3) > 8                                                                                                                                                                      
γ) Να αποδεύξετε ϐτι   f x + 2) − f x) > 4, x > 0  

20.79 Έςτω οι ςυναρτόςεισ  f , g ∶ ℝ → ℝ ώςτε  f ′′  x) < −4f x) + 4f ′ x) , x ∈ ℝ και  g x) =  
f(x)

 e  2x  
                                                                                                                                                                                                         

α) Να δεύξετε ϐτι η g εύναι κούλη ςτο ℝ                                                                                                                                                                        
β) Αν η Cg  εφϊπτεται ςτον ϊξονα x’x  να δεύξετε ϐτι   f x) ≤ 0, x ∈ ℝ . 

20.80 Αν η  f  εύναι κυρτό και γνηςύωσ αϑξουςα ςτο ℝ , να αποδεύξετε ϐτι :                                                                       
α) υπϊρχει  ξ ∈ ℝ ∶ f ′ ξ) > 0                                   β) lim

x →+∞
f x) = +∞  

20.81 Δύνεται η  f x) = ln x + 1) + x − 1. Να δεύξετε ϐτι :                                                                                                               
α) Η  f  εύναι γνηςύωσ αϑξουςα και κούλη                   β) f  5x) + 2 f 2x) < 3f(3x) ,  x > 0                                                                                                                                                                         
γ) υπϊρχει μοναδικϐ ξ ∈  3α , 5α)  με  α > 0  τϋτοιο ώςτε  f  5α) + 2 f 2α) = 3f(ξ) 

20.82 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f 0) = 0  και                                                                                                                                
 x2 + 1)2f ′ x) = x 2 − x) +  x2 + 1)f(x) , x ∈ ℝ                                                                                                                                     

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = 
x2

 x2+ 1
                                                                                                                                                               

β) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ τη μονοτονύα τα ακρϐτατα                                                                                                    
γ) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτϐτητα  και τα ςημεύα καμπόσ                                                                                                  
δ) Να βρεύτε τισ αςϑμπτωτεσ τησ  Cf                                                                                                                                                              
ε) Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον ξ ∈  0 , 1) ώςτε  f ξ2 − ξ) =  1 − ξ) 2ξ − 1)f ′ ξ2 − ξ) 

20.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex−1 − lnx − x                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι κυρτό                                                                                                                                                                   

β) Να λϑςετε την εξύςωςη  ex−1 = 
  1  

x
                                                                                                                                                    

γ) Να βρεύτε το πληςιϋςτερο ςημεύο τησ  Cf   προσ την ευθεύα  δ: x + y + 1 = 0 , καθώσ και την                                
ελϊχιςτη απϐςταςη των ςημεύων τησ  Cf   απϐ την ευθεύα  δ) . 

20.84 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f 3 x) + 4f x) = 4x                                                
α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα  και το πρϐςημο                                                                                          
β) Να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                                                                               
γ) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ                                                                              

δ) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1 e1−x − x + 2 + e1−x < 6 + 𝑥   

20.85 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   για την οπούα ιςχϑει  f 3 x) + f x) = x                                                
α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ τη μονοτονύα και το πρϐςημο                                                                                          
β) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι δϑο φορϋσ  παραγωγύςιμη και να  μελετόςετε την f  ωσ προσ                                              
την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ                                                                                                                                                     

γ) Να βρεύτε το ϐριο  lim
x →0+

 
ex

f(x) – x 
                                                                                                                                                                               

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 213 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 214 
 

Ασκήσεις 

 

 

 

     

 

 

 

 

21.1 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 3x  και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη 

21.2 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 3x2 + 4 και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη 

21.3 Ομούωσ για την  f x) = x3 − 3x2 − 9x + 11     χολικϐ) 

21.4 Να μελετόςετε τη  f x) = x4 − 2x2  και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη    χολικϐ) 

21.5 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη f x) = 
 x2− x + 2 

x + 1
   και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.6 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f x) = 
  x  

x + 1
   και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη 

21.7 Να μελετόςετε τη  f x) = 
  x + 1  

x − 1
   και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη      χολικϐ) 

21.8 Να μελετόςετε τη  f x) = x + 
1

 x  
  και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη .  χολικϐ) 

21.9 Να μελετόςετε τη  f x) = x − 1 + 
1

 x – 1 
  και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.10 Να μελετόςετε τη f x) =  
lnx

 x  
    και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη   χολικϐ) 

21.11 Να μελετόςετε τη  f x) = 
 1 + 2lnx  

x
 και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη 

21.12 Να μελετόςετε τη ςυνϊρτηςη  f x) = x + ημx  και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη                            
ςτο διϊςτημα   −π ,π        χολικϐ) 

21.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 αx2  + βx + 4 

x − 1
   ,  α , β ∈ ℝ  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη                                                                                 

ϋχει αςϑμπτωτη ςτο  +∞ ςτην ευθεύα  y = − x + 2                                                                                                                                                          
α) Να βρεύτε τα  α , β                                                                                                                                                                                      
β) Να μελετόςετε την ςυνϊρτηςη και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
 αx2  + βx + 9 

x − 1
   ,  α , β ∈ ℝ  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη                                                                                 

ϋχει αςϑμπτωτη ςτο  +∞ ςτην ευθεύα  y = 2x − 7                                                                                                                                                           
α) Να βρεύτε τα  α , β                                                                                                                                                                                      
β) Να μελετόςετε την ςυνϊρτηςη και να  ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21. Γραφικό  Παρϊςταςη  υνϊρτηςησ 
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21.15 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ   ώςτε  f  3 = 2 , 2xf x) + x2f ′ x) = −3f ′ x) ,  x ∈ ℝ                                                                                                                                                                  

α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f                                                                                                                                                                         
β) Να μελετόςετε την  f  και να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη . 

21.16 Αν για την f ∶  0 , +∞) → ℝ  ιςχϑουν  f ′′  x) = − 
2

 x2   
 ,  lim

x →e
f x) = −e ,  lim

x →+∞
 
f(x)

 x  
  = −1                                      

α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f                                                                                                                                                                         
β) Να μελετόςετε την  f  και να ςχεδιϊςετε  τη γραφικό τησ παρϊςταςη            

*********************************************************************************************************** 

21.17 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2

 x2  + 1 
                                                                                                                                       

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα και τα ακρϐτατα .                                                                                               
β) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                                            
γ) Να βρεύτε τισ αςϑμπτωτεσ τησ  f                                                                                                                                                           
δ) Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη              ΘΕΜΑ  2016 ) 

21.18 Αν  f(x)= 
ex

ex +1
  , να μελετόςετε την f   ωσ προσ τη μονοτονύα , τα ακρϐτατα , την κυρτϐτητα και  τα 

ςημεύα καμπόσ , να   βρεύτε τισ οριζϐντιεσ αςϑμπτωτεσ και να  κϊνετε την γραφικό τησ παρϊςταςη                                                               
  ΘΕΜΑ  2017 ) 

21.19  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x −  
4

  x2   
                                                                                                                                        

α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την μονοτονύα  και τα ακρϐτατα .                                                                                               
β) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα   και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                                            
γ) Να βρεύτε τισ αςϑμπτωτεσ τησ  f                                                                                                                                                           
δ) Να ςχεδιϊςετε τη γραφικό τησ παρϊςταςη                 ΘΕΜΑ  2018 ) 

21.20 Δύνεται η ςυνεχόσ  f x) =  
x + 1

x 
  ,   x > 1

x2 + 1   , x ≤ 1   
 . Να βρεύτε  τισ αςϑμπτωτεσ τησ  f  και να ςχεδιϊςετε 

τη γραφικό τησ παρϊςταςη    ΘΕΜΑ  2018Ε )                                               
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  3 

Ολοκληρωτικός  Λογισμός 

 

 

 

 

 

Α. Οριςμϐσ  Αρχικόσ  υνϊρτηςησ 

   

 

 

 

 

Β. Θεώρημα  Παραγουςών   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

22. Αρχικό  υνϊρτηςη 

Έςτω  f  μια ςυνϊρτηςη οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ.                                                                                                                                     
Αρχικό ςυνϊρτηςη ό παρϊγουςα  τησ  f  ςε ϋνα διϊςτημα Δ , ονομϊζουμε  κϊθε ςυνϊρτηςη F                                                                              
που εύναι παραγωγύςιμη ςτο Δ και  ιςχϑει  F′ x) = f x)  για κϊθε  x ∈ Δ                                                                                                               
  2006 Ε−2011Ε − 2014 Ε−2019Ε ) 

 

  

 

 

 

                       

 

το 

                                                                                                                               

 

 

 

Έςτω f μια ςυνϊρτηςη οριςμϋνη ςε ϋνα διϊςτημα Δ .                                                                                                           

Αν F εύναι μια παρϊγουςα τησ f ςτο Δ ,  τϐτε :                                                                                                                                                                                          

▶ Όλεσ οι ςυναρτόςεισ τησ μορφόσ  𝐆(𝐱) = 𝐅(𝐱) + 𝐜 ,  𝐜 ∈ ℝ εύναι παρϊγουςεσ τησ  f ςτο Δ .                                                                                     

▶ Κϊθε ϊλλη παρϊγουςα G τησ f ςτο Δ παύρνει την μορφό  𝐆(𝐱) = 𝐅(𝐱) + 𝐜,  𝐜 ∈ ℝ 

▶ Κϊθε ςυνϊρτηςη τησ μορφόσ  G(x) = F(x) + c  ,   c ∈ ℝ   εύναι μια παρϊγουςα τησ f ςτο Δ  αφοϑ :                            
G′ x) =  F x) + c)′ = F′ x) = f x)  για κϊθε x ∈ Δ                                                                                                                                                                                              

▶ Έςτω G εύναι μια ϊλλη παρϊγουςα τησ f ςτο Δ . Σϐτε για κϊθε  x ∈ Δ  ιςχϑουν οι ςχϋςεισ :                                                                
F′(x) = f(x)  και  G′(x) = f(x) , οπϐτε θα εύναι και  F′(x) = G′(x)  για κϊθε  x ∈ Δ .                                                                   
Άρα απϐ το πϐριςμα τησ ςταθερόσ ςυνϊρτηςησ θα υπϊρχει ςταθερϊ   c ∈ ℝ                                                                         
τϋτοια ώςτε  G(x) = F(x) + c ,  για κϊθε  x ∈ Δ .      2003Ε−2010−2015 Ε) 
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Γ. Πύνακασ  Παραγουςών  Βαςικών  υναρτόςεων 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ. Πύνακασ  Παραγουςών υναρτόςεων που προκϑπτουν απϐ τουσ Κανϐνεσ Παραγώγιςησ  
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Ε. Πύνακασ  Παραγουςών  ϑνθετων υναρτόςεων 
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Ασκήσεις 

 Primitive  function                                      
Αρχικό ςυνϊρτηςη 

Anti-derivative  function  
Παρϊγουςα ςυνϊρτηςη               

  

 

 

 

22.1 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ . Αν επιπλϋον η F εύναι 
μια παρϊγουςα τησ  f  με  F 1) = 0 και  η ευθεύα  ε : y = 2x − 2  
εύναι εφαπτομϋνη τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ f                                  
ςτο ςημεύο με  τετμημϋνη 1 ,                                                                               

να βρεύτε  το ϐριο   lim
 x→1

  
F(x)

 x2−2x+1 
    

22.2 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και F μια 
παρϊγουςα τησ f  ςτο  ℝ  ώςτε  F 0) = F 1) = 0 . Να αποδεύξετε ϐτι                            
η εξύςωςη  f x) = F(x)  ϋχει τουλϊχιςτον μια  πραγματικό ρύζα . 

22.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  e
 lnx  

x     και F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο   0, +∞) .                                                                                

Να δεύξετε ϐτι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα   ξ ∈  2 , 4) ∶  f  ′ ξ)F ξ) = f ξ)   2 − f ξ)  

22.4 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F 0) = 0                                                

και  2f x) − e x − F x) = 0 , ∀ x ∈ ℝ . Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f       

22.5 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και  F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F 1) = 3                                                                   

που ικανοποιεύ τη ςχϋςη   f x) =  2x + 1)ex2+x − F x)  , ∀ x ∈ ℝ .  Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

22.6 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και F μια παρϊγουςα τησ  f ςτο  ℝ  ώςτε  F 0) = 1                                               
και  F(x) f x) = −e−2x   , ∀ x ∈ ℝ .  Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

22.7 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και  F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F 0) = 1                                                                       
που ικανοποιεύ τη ςχϋςη  f x) = ex + F(x). Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

22.8 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  και  F μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  ℝ  ώςτε  F 0) = 1                            
που ικανοποιεύ τη ςχϋςη   F x) − x) ∙  f x) − 1) = x . Να βρεύτε τον τϑπο τησ  f 

22.9 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f:  0, +∞) → ℝ  και F μια παρϊγουςϊ τησ ςτο  0, +∞) με  F 1) = 0                                                        

Αν ιςχϑει F x) ≤ e − x2
lnx ,∀x > 0 , να δεύξετε ϐτι  f 1) = 

1

 e 
        

22.10  Δύνεται ςυνεχόσ  f ∶ ℝ → ℝ , με  f x) ≠ 0 ,∀x ∈ ℝ . Αν επιπλϋον η F εύναι μια παρϊγουςα  τησ  f                
και για τη  G x) = F x) − x2 + 3, ιςχϑει G(x) ≥ G(1)  να βρεύτε τη μονοτονύα τησ F      

22.11 Δύνεται η γνηςύωσ αϑξουςα ςυνϊρτηςη f ∶ (0 , +∞) → ℝ  και ϋςτω F  η παρϊγουςα τησ f .                          

Να αποδεύξετε ϐτι  3 ∙ F x) < 𝐹 2x) + 2F  
x

2
  ,∀x > 0 

22.12 Δύνεται η γνηςύωσ φθύνουςα ςυνϊρτηςη f ∶ [1 , +∞) → ℝ και ϋςτω F η παρϊγουςα τησ f .                        
Να αποδεύξετε ϐτι    x + 1) ∙ F x) > 𝑥 ∙ 𝐹 1) + F x2) ,∀x > 1 

22.13 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ και ϋςτω F  η παρϊγουςα τησ f .                                                                                      
Αν η ςυνϊρτηςη F  δεν εύναι 1-1 ,  τϐτε να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα .  
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Α. Η  Έννοια του  Οριςμϋνου Ολοκληρώματοσ 

● Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  α , β  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη φαύνεται ςτο   

παρακϊτω ςχόμα.   

 

 

 

 

 

 

 

 

▶ Φωρύζουμε το διϊςτημα  α , β  ςε ν ιςομόκη υποδιαςτόματα, μόκουσ  Δx = 
β  − α

ν
   το καθϋνα ,                                      

με τα ςημεύα  α = x0 < x1 < x2 < ⋯ < xν = β .                                                                                                                                              

▶ Επιλϋγουμε αυθαύρετα ϋνα ςημεύο  ξκ ∈  xκ−1 , xκ   για κϊθε  κ ∈  1 , 2,… , ν   και ςχηματύζουμε                             

το ϊθροιςμα :                                                                                                                                                                                              

Sν = f ξ1) ∙ Δx + f ξ2) ∙ Δx + ⋯+ f ξκ) ∙ Δx + ⋯+ f ξν) ∙ Δx =  f ξ1) + f ξ2) + ⋯+ f ξκ) + ⋯ f ξν) ∙ Δx      

⇔ Sν =  f ξκ) ∙
ν
κ=1 Δx    το οπούο ονομϊζεται και ϊθροιςμα Riemann                                                                                                                                                                        

▶ Αποδεικνϑεται ϐτι το ϐριο του αθρούςματοσ  Sν   για  ν → +∞, δηλαδό το  lim
ν→+∞

  f ξκ) ∙
ν
κ=1 Δx ) ,        

υπϊρχει, εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ και εύναι ανεξϊρτητο απϐ την επιλογό των ενδιϊμεςων ςημεύων ξκ  

▶ Σο παραπϊνω ϐριο ονομϊζεται οριςμϋνο ολοκλόρωμα  τησ ςυνεχοϑσ ςυνϊρτηςησ  f απϐ το α ςτο β ,      

ςυμβολύζεται με  ∫ f x)dx
β

α
  και διαβϊζεται «ολοκλόρωμα τησ  f  απϐ το α ςτο β »                                                    

Δηλαδό:  ∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱 = 𝐥𝐢𝐦
𝛎→+∞

  𝐟 𝛏𝛋) ∙
𝛎
𝛋=𝟏 𝚫𝐱 )

𝛃

𝛂
 

 

 

 

 

23. Οριςμϋνο  Ολοκλόρωμα 
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Β. Ιδιϐτητεσ  Οριςμϋνου  Ολοκληρώματοσ 

①  Οι αριθμού α και β λϋγονται ϐρια τησ ολοκλόρωςησ. 

②  Σο οριςμϋνο ολοκλόρωμα  ∫ f x)dx
β

α
  εύναι πραγματικϐσ αριθμϐσ.                                                                                       

την ϋκφραςη  ∫ f x)dx
β

α
 , το x  εύναι μια μεταβλητό που μπορεύ να αντικαταςταθεύ απϐ                                        

οποιοδόποτε γρϊμμα. Έτςι, για παρϊδειγμα οι εκφρϊςεισ   ∫ f x)dx
β

α
 , ∫ f t)dt

β

α
   ςυμβολύζουν το ύδιο 

οριςμϋνο ολοκλόρωμα. 

③  Αν  𝛂 > 𝛽  τϐτε  ∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
= −∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱

𝛂

𝛃
   

④  Αν  𝛂 = 𝛃  τϐτε  ∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
= 𝟎  

⑤ Αν   f x) ≥ 0 για κϊθε x ∈  α ,β  , τϐτε το                                                 

ολοκλόρωμα  ∫ f x)dx
β

α
  δύνει το εμβαδϐν  Ε Ω)  του χωρύου που 

περικλεύεται απϐ τη  Cf  , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ                                                                        

x = α  και  x = β .  Δηλαδό  ∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
= 𝚬(𝛀)  

Επομϋνωσ  

 

 

⑥ Έςτω  f , g ςυνεχεύσ ςτο  α , β  και  λ , μ ∈ ℝ . Σϐτε ιςχϑουν :                                                                                              

▶ ∫ λ ∙ f x)dx = λ ∙
β

α
∫ f x)dx
β

α
                                                                                                                                                                

▶ ∫  f x) + g x) 
β

α
dx = ∫ f x)dx

β

α
+ ∫ g x)dx

β

α
                                                                                                                                     

▶ ∫  λ ∙ f x) + μ ∙ g x) 
β

α
dx = λ ∙ ∫ f x)dx

β

α
+ μ ∙ ∫ g x)dx

β

α
  

⑦ Αν  f  ςυνεχόσ ςε ϋνα διϊςτημα Δ και  α, β, γ ∈ Δ  τϐτε ιςχϑει :  ∫ f x)dx
β

α
= ∫ f x)dx

γ

α
+ ∫ f x)dx

β

γ
 

⑧ Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  α , β   

 

 

 

⑨ Αν  f , g  ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ ςτο  α , β  , για τισ οπούεσ ιςχϑει  𝐟 𝐱) ≥ 𝐠(𝐱)  για κϊθε x ∈  α ,β  ,                          

τϐτε ιςχϑει   ∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
≥ ∫ 𝐠 𝐱)𝐝𝐱

𝛃

𝛂
                                                                                                                                          

▶ Αν  f x) ≥ g(x) και δεν εύναι ύςεσ για ϐλα τα  x ∈  α ,β  , τϐτε  ∫ f x)dx
β

α
> ∫ g x)dx

β

α
 . 

 

Αν  𝐟 𝐱) ≥ 𝟎  για κϊθε x ∈  α ,β  και η f  δεν εύναι παντοϑ μηδϋν ςτο διϊςτημα αυτϐ,                                                

τϐτε   ∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
> 0 

Αν  𝐟 𝐱) ≥ 𝟎  για κϊθε x ∈  α ,β  τϐτε   

∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
≥ 𝟎 
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Γ. Η  υνϊρτηςη  𝐅 𝐱) = ∫ 𝐟 𝐭)𝐝𝐭
𝐱

𝛂
   

● Αν  f  εύναι μια ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη ςε ϋνα διϊςτημα Δ και  α  ϋνα ςημεύο του Δ ,                                                          

τϐτε η ςυνϊρτηςη   F x) = ∫ f t)dt
x

α
  , x ∈ Δ  , εύναι μια παρϊγουςα τησ  f ςτο Δ. Δηλαδό ιςχϑει : 

 

 

 

Δ. Θεμελιώδεσ  Θεώρημα  Ολοκληρωτικοϑ  Λογιςμοϑ 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ε. Παραγοντικό  Ολοκλόρωςη 

● Έςτω  f , g  δϑο ςυναρτόςεισ με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ςτο  α , β  . Η μϋθοδοσ τησ ολοκλόρωςησ 

κατϊ παρϊγοντεσ ό παραγοντικό ολοκλόρωςη εκφρϊζεται απϐ τον τϑπο : 

          

 

 

 

 

 

 

 ∫ 𝐟 𝐭)𝐝𝐭
𝐱

𝛂
 
′

= 𝐟(𝐱)  , για κϊθε x ∈ Δ   

Έςτω  f  μια ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη ςε ϋνα διϊςτημα   α , β .                                                                                                            

Αν G εύναι μια παρϊγουςα τησ  f  ςτο  α , β  ,  τϐτε  ∫ 𝐟 𝐭)𝐝𝐭 = 𝐆 𝛃) − 𝐆 𝛂) .
𝛃

𝛂
 

● Γνωρύζουμε ϐτι η ςυνϊρτηςη  F x) = ∫ f t)dt
x

α
  εύναι μια παρϊγουςα τησ f ,                                                                        

αφοϑ  F′ x) =  ∫ f t)dt
x

α
 
′

= f x) .                                                                                                                                                                      

Επειδό και η G εύναι μια παρϊγουςα τησ f ςτο  α , β , θα υπϊρχει c ∈ ℝ  ώςτε : G(x) = F(x) + c.  (1)                                                               

▶ Για  x = α  η   1)⇒ G α) = F α) + c = ∫ f t)dt + c = c
α

α
 , ϊρα c = G α) , ϊρα  G(x) = F(x) + G(α) (2)                                      

▶ Οπϐτε  x = β  η   2)⇒ G β) = F β) + G α) ⇔ G β) = ∫ f t)dt + G(α) ⇔ ∫ f t)dt = G β) − G α) .
β

α

β

α
 

                                                                                                                                                     ( 2002−2008 Ε−2013) 

 

 𝐟 𝐱) ∙ 𝐠′ 𝐱)𝐝𝐱 =  𝐟(𝐱) ∙ 𝐠(𝐱) 𝛂
𝛃
− 𝐟′(𝐱) ∙ 𝐠 𝐱)𝐝𝐱

𝛃

𝛂

𝛃

𝛂
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Ασκήσεις 

 Definite  integral                                       
Οριςμϋνο Ολοκλόρωμα    

  

 

 

 

Α.  Τπολογιςμϐσ  Βαςικών   Ολοκληρωμϊτων 

23.1 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                                   

α) ∫  x2 − 4x + 3)dx                      β)  ∫  3x2 − 4x)dx
1

−2

2

1
     

 γ) ∫  4x3 − 6x2 + 2x)dx           δ)  ∫  x dx
9

4

−1

−2
 

23.2 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α)∫  ex + x)dx
1

0
           β) ∫  2ημx + 3ςυνx)

π
 2  

0
dx                                                                                                 

γ) ∫
 3x2 

 x
 

4

1
 dx               δ) ∫ 12x x − 1)2 dx

2

−1
              

23.3 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α) ∫  ex + 2ημx)dx
π
2

0
             β) ∫  

1

 x 
−

2

ημ2x
 

π
2

1
dx             γ) ∫  3x −

5

x2  dx            δ)∫  ςυνx +
1

ςυν2x
  dx

π
3

0
   

2

1
 

23.4 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α) ∫  3x2 − x − 1)dx
1

0
        β) ∫  −ημπx + ex)

1

0
dx          γ) ∫  2x +

3x+2

x2   dx            δ) ∫  x −
1

 x 
  

2

 dx
2

1
   

2

1
 

23.5 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                          

α) ∫ 2x ∙ exdx
1

0
               β) ∫ xex2

dx
1

0
                   γ) ∫  ex − e−x)dx

1

0
            δ) ∫

x x−1

 x

4

1
  dx 

23.6 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                                             

α)  ∫
 x2  + x – 1 

x
 

2

1
 dx                 β) ∫

 x3 − 5x2  + 1 

x

2

1
 dx           γ) ∫

  x − 1) x + 1) x + 2) 

x2

2

1
 dx      δ)  ∫

 x + 1 

 x
 

4

0
 dx                                                                                  

23.7 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                              

α) ∫  x + 1)ex2

−1
 dx        β)  ∫  2xςυνx − x2ημx)

π

0
dx      γ)  ∫

 xςυν x – ημ x 

x  3
  

π
 π  

2

dx       δ) ∫
 xex  − 2ex

x 3
 

2

1
 dx       

23.8 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                

α) ∫  ημx + xςυνx)dx        β) ∫ x2ex x + 3)dx
1

0

 π  

2
0

     γ)∫  lnx ∙ ςυνx +
 ημx 

x
 dx        δ)∫ xex 2 + x)

1

0
 dx

2π

π
 

23.9 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :                                                                                                                                  

α) ∫
 2x ημ x –x2ςυν x  

ημ 2x

 π  

4
π

 6 

 dx        β) ∫
 ςυν x – ημ x 

ex
 

π

0
dx        γ) ∫

 1 – lnx  

x2
 

e

1
 dx                δ)   ∫

 lnx  – 1 

ln 2x
 

e

2
 dx           

23.10 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                                                       

α) ∫
x

x2+1

1

0
 dx                          β) ∫

lnx

x

e

1
 dx                     γ)  ∫

ςυν x

 ημ x+3

π

2
0

 dx                  δ) ∫
1

x lnx

e

2
  dx 
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Σο ςϑμβολο τησ ολοκλόρωςησ 

εύναι ϋνα επύμηκεσ  S                                      

Σο S ςημαύνει ϊθροιςμα, απϐ την 
Λατινικό λϋξη sum 

 

Β.  Τπολογιςμϐσ  Ολοκληρώματοσ     ∫
 𝐟 𝐱) 

𝐠(𝐱)
𝐝𝐱

𝛃

𝛂
  

23.11 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :                                                                                                        

α) ∫
1

 2x – 6 

5

4
 dx            β) ∫

 ex  + 2x 

ex  + x2

1

0
 dx                                                       

γ) ∫
x3

 x4 + 1 

2

1
 dx        

23.12 Να υπολογύςετε τα:     α) ∫
x + 1

 x2  + 2x + 3 

1

0
 dx                                                       

β) ∫
2x + 1

 x2  + x  

2

1
 dx             γ) ∫

1

 1 +  e−x  

1

0
 dx         

23.13 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :         α) ∫
2x − 5

 x2 − 3x + 2 

4

3
 dx            β) ∫

2

 x2  − 2x – 3 

5

4
 dx                                                                                                      

23.14 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      α) ∫
1

 x2 – 4 

4

3
 dx                    β) ∫

2x − 3

 x2  – x 

3

2
 dx        

23.15 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :    α) ∫
2x + 1

 x2 + 3x + 2 

3

2
 dx            β) ∫

4x−1

 2x2  − x – 3 

1

0
 dx                                                                                                                                             

23.16 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    α) ∫
2x+1

 x2 – 4x+3 

0

−1
 dx            β) ∫

2x + 1

x2− 5x + 6 

1

0
 dx     

23.17 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     α) ∫
4

x3−4x

4

3
 dx                β) ∫

1

 x∙ x+1) 

2

1
 dx  

23.18 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      α) ∫
 x − 2

 x + 3 

1

0
 dx              β) ∫

 3x – 1 

x − 1

3

2
 dx                                                                                                      

23.19 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     α) ∫
 x2

 x −1 

0

−1
 dx           β) ∫

 x2−2x+4 

 x−1)2

0

−1
 dx 

23.20 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    α) ∫
x3  − 3x2  + 5x – 5 

x2 − 3x + 2
 

4

3
dx          β) ∫

 2x3  − 5x2 − 16x + 22 

x2  − 2x − 8

6

5
 dx 

23.21 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     α) ∫
x3+x2−2x−1

x2−x

3

2
 dx                β) ∫

x2−x−2

x+3

3

2
 dx                                                                                                                                    

23.22 Να βρεθοϑν τα ολοκληρώματα      α) ∫
3x−5

 x2 − 3x + 2 
 

0

−1
 dx         β) ∫

6x − 5

 3x – 2 
 

2

1
dx       γ) ∫

1−ημ x

 x + ςυν x 
 

π

0
dx 

23.23 Να υπολογύςετε το ϐριο     lim
 α→+∞

   ∫
ex + 1

 ex  + x 
dx −  α 

α

0
     

 

Γ. Παραγοντικό  Ολοκλόρωςη 

23.24 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    α) ∫  x2 − 3x)exdx    
2

1
    β) ∫

 x2  + x 

ex
 

1

0
dx                                                                                                                                                       

23.25 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :   α) ∫ x ∙ 5xdx 
2

1
              β) ∫ x ημx dx

 π 
2

0
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23.26 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :   α) ∫ x ∙ e−xdx    
1

0
        β) ∫ x2 ∙ e−xdx    

1

0
 

23.27 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    α) ∫ xςυν2x dx        β)  ∫ x3lnx dx
e

1

 π 
2

0
                                                                                                       

23.28 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :   α) ∫
 lnx  

x2

2

1
 dx              β) ∫ ln2x dx

e

1
         

23.29 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     α) ∫ ln x + 1)dx  
1

0
                β) ∫

 lnx  

 x
 

4

1
dx                                                                                                                                                                          

23.30 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    α) ∫
x

 ςυν 2x 

π

3
0

  dx               β) ∫  3x2 − 2ex)lnx dx
e

1
          

23.31 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     α) ∫ exημx dx  
π

o
            β) ∫

 ςυν x 

ex
 

π

0
dx 

23.32 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :        α) ∫ xημx dx     
 π 
2

0
      β) ∫  x − 1)ημ2x dx

 π 
2

0
                                                                                                                    

23.33 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :        α) ∫  x2 + 1)e2x  dx 
1

0
         β) ∫  2x + 2)lnx dx

2

1
     

23.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln x + 1) .  Να υπολογύςετε :                                                                                                                          

α) το ολοκλόρωμα   ∫ f x)dx
α

0
                                    β) το ϐριο  lim

α→+∞
  

1

α2
∙  ∫ f x)dx

α

0
  

23.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 4x ∙ lnx . Να υπολογύςετε :                                                                                                                          

α) το ολοκλόρωμα   ∫ f x)dx
α

1
                                      β) το ϐριο  lim

α→1
  
∫ f x)dx
α

1

 α−1)2
   

******************************************************************************************************* 

23.36  Έςτω  F  μια παρϊγουςα ςτο ℝ  τησ  ςυνϊρτηςησ  f x) = 
1

 1 + x2  
     με  F(1) = 0 .                                                                  

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα :   A = ∫ F x)dx
1

0
  

23.37 Δύνεται  f ∶ ℝ → ℝ με f x) = 2ex2
 και F μια αρχικό τησ  f  ςτο ℝ . Αν η  CF   τϋμνει τον ϊξονα x’x                          

ςτο ςημεύο  Α 1 , f(1)), να βρεύτε το  A = ∫ F x)dx
1

0
 

********************************************************************************************************* 

23.38   α) Να υπολογύςετε  το ολοκλόρωμα  Ι α) = ∫  2x2 − 3x)ex dx
0

α
                                                                                            

β) Να βρεύτε το ϐριο  lim
α→−∞

 Ι α)                           ΘΕΜΑ  2004 ) 

23.39 Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ xe 2x  dx
2

1
     ΘΕΜΑ   2009 Ε ) 

 

Δ.  Ολοκλόρωςη  με  Αντικατϊςταςη 

23.40 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      α) ∫  x − 1)3 dx              β) ∫  x − 1)3 2x − 1)dx
1

0

2

1
 

23.41 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :     α) ∫  2x + 1)4 dx  
1

0
           β) ∫  x2 − x + 2)3 2x − 1)dx

1

−1
 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 225 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 226 
 

 

23.42 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      α) ∫ x x + 1 dx             β) ∫  1 + ex  dx
3ln 2

ln 3

3

0
 

23.43 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      α) ∫ x x2 + 1 dx 
1

0
          β) ∫ x 1 − x dx 

0

−1
  

23.44 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :       α) ∫
1

3x + 1

1

0
 dx                  β) ∫ e4x−82

1
 dx 

23.45 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :       α) ∫
1

 3x + 1)2

1

0
 dx            β) ∫ e3x−93

0
 dx 

23.46 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :       α) ∫
x

   x + 3 
 

6

1
 dx              β) ∫

 ςυν  lnx ) 

x
 

3

1
dx         

23.47 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :       α) ∫
1

 1 + ex   
 

ln2

0
dx          β) ∫

ex

 e2x  + 3ex  + 2

ln2

0
 dx          

23.48 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :        α) ∫
e x

 x
 

4 

1
dx          β) ∫  2x + 1)ex2+xdx

1

0
                                                                                                                                      

23.49 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :         α)  ∫  1 − ημx)4ςυνx dx
 π 
2

0
        β) ∫ 12 3x + 1)3dx

1

0
 

23.50 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :         α) ∫
ex

1+ ex

1

0
 dx              β) ∫

 lnx )2017

x

e

1
  dx   

23.51 Να υπολογύςετε τα ολοκληρώματα :     α) ∫
ex

 1+ex
 

1

0
 dx           β) ∫

x

 x2+5
 

2

0
dx       γ) ∫

lnx

x∙ 1+lnx
 

e

1
dx 

23.52 Να βρεθοϑν τα ολοκληρώματα   α) ∫ x x + 1)7 dx
0

−1
        β) ∫ x x + 2 dx

−1

−2
       γ) ∫

 ςυ ν lnx ) 

x
 

3

1
 dx 

23.53 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :    α) ∫
1

x ∙ ln 3x

2e

e
 dx                 β) ∫

x+3

 x2+6x)5

1

0
 dx                                                                                                                                   

23.54 Να υπολογύςετε τα  ολοκληρώματα :      α) ∫
1+lnx

 3+xlnx

e4

e
 dx           β) ∫

x−1

 x2−2x+3

1

0
 dx  

23.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ η οπούα εύναι ςυνεχόσ . Να δεύξετε ϐτι :                                                                           

α)  ∫ f x − 2)dx = ∫ f x)dx
−1

−2

1

0
                                          β)  ∫ f 2x)dx =  

 1 

2
∫ f x)dx

2

0

1

0
                                                                                                                                                               

23.56 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με  f x) + f −x) = 1 .                                                                             

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  Α = ∫ f x)dx
2

−2
   

23.57 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με  ∫ f x)dx
4

0
= 9 . Να βρεύτε τα ολοκληρώματα :                       

α) ∫ x ∙ f x2)dx
2

0
                     β) ∫

f lnx )

x

e4

1
 dx 

23.58 Να αποδεύξετε ϐτι :       α) ∫
f lnx )

x

e

1
 dx = ∫ f x)dx

1

0
                β)  ∫ exf 1 − ex)dx = ∫ f x)dx

−2

−1

ln 3

ln 2
   

23.59 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ  με  ∫  x f ′ x2) + 1)dx = 4 
2

0
. Να δεύξετε ϐτι                                                                                   

α)  υπϊρχει   ρ ∈  0 , 4) ∶ f ′ ρ) = 1  .                                        β)  υπϊρχει ξ ∈  0 , 4) ∶ f ′ ξ) = 
 ξ 

2
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23.60 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  α , β →  0 , +∞)  με ςυνεχό παρϊγωγο ώςτε  f α) = 1 και  f β) = 2                          

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫
f ′  x)

f2 x)+f x)

β

α
 dx                               

********************************************************************************************************* 

23.61 Να υπολογύςετε  το ολοκλόρωμα   ∫ x  2x + ln x2 + 1)  dx
 1

−1
            ΘΕΜΑ  2010 ) 

23.62 Δύνεται η  f ∶  0 ,π →  ℝ με  f x) = 2ημx − x . Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f x) ∙ ςυνxdx
π

0
                                                    

  ΘΕΜΑ  2018Ε ) 

 

Ε.  Ιδιϐτητεσ  Οριςμϋνου  Ολοκληρώματοσ 

23.63 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
2x + 3  ,              x ≤ 1

3x2 − 6x + 8 ,   x > 1
                                                                                                                                                      

α) Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                                                                    

β) Να βρεύτε τα ολοκληρώματα    Α = ∫ f x)dx
−2

−4
  ,     B = ∫ f x)dx

4

2
  ,      Γ = ∫ f x)dx

3

−1
    

23.64 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
2x + 3  ,             x ≤ 0
ex + 2 ,               x > 0

                                                                                                 

α) Να εξετϊςετε αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                    β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  Α = ∫ f x)dx
1

−1
    

23.65 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x ∙ ex  ,              x ≤ 0
ln x + 1) ,       x > 0

  .  Να υπολογύςετε  το ολοκλόρωμα  ∫ f x)dx
1

−1
 

23.66 Να υπολογύςετε τα  :     α)∫   x + 1 + x − 4)dx 
2

−2
                 β)  ∫  3 x2 − 2x − 3 + 4)dx

4

−2
 

23.67 Να υπολογύςετε τα :     α) ∫  x − 1 dx
2

0
             β) ∫  x2 − 4 dx

3

1
            γ) ∫  x2 − 8x + 16 dx

1

0
 

23.68 Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   Α = ∫  ex + 4x3 − 1 dx
1

−1
  

23.69 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 
lnx

x
   .                                                                                                                                                                                 

α) Να μελετόςετε την  f ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο  Α 1 , f(1)).                                                                                                                 

γ) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   Α = ∫  f x) − x + 1 dx
2

1
 

23.70 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f x) =  
αx2 + βx   ,    x ≤ 1
2x − β      ,      x > 1

    . Να βρεύτε τισ τιμϋσ                                     

των α , β  ώςτε  η ςυνϊρτηςη να εύναι ςυνεχόσ και να ιςχϑει  ∫ f x)dx = 9
2

−1
   

23.71 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f x) =  
ex + α   ,    x ≤ 1

β ∙
lnx
x

      ,   x > 1
    . Να βρεύτε τισ τιμϋσ                                     

των α , β  ώςτε  η ςυνϊρτηςη να εύναι ςυνεχόσ  και να ιςχϑει  ∫ f x)dx = 1
e

0
   

********************************************************************************************************** 
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23.72 Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ α για τον οπούο  ιςχϑει    ∫  4x + 6) dx = 36
α

−α
    . 

23.73 Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ λ ώςτε ∫
 4x2−3x−5  

x2 + 4
dx + ∫

3x2−3x−9

x2+4

λ+3

λ2+1

λ2+1

λ+3
dx = ∫ 2 dx

1

−1
 

23.74 Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ α ώςτε ∫
 ex  + x3  – x 

x2  + 1
dx =  ∫ α dx + ∫

x3+ 3x − ex  

x2  + 1
 dx

1

3

1

−3

3

1
  

23.75 Να βρεύτε τον πραγματικϐ αριθμϐ λ ώςτε    ∫
 lnx  + 6 

x2 + 2
dx − ∫ 2dx =  ∫

 3x2  – lnx  

x2  + 2
dx  

λ

3λ+2

4

−5

3λ+2

λ
 

********************************************************************************************************* 

23.76 Να δεύξετε ϐτι :  2∫ f x) ∙ f ′ x)dx =  f(β) 2 −  f(α) 2β

α
   . 

23.77 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  0 , +∞) με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε  f 1) = 2 .                                                                    

Να βρεύτε τα ολοκληρώματα :   α) Α = ∫  f x) + x ∙ f ′(x))dx
1

0
         β) Β = ∫  

1

f(x)
−

x ∙ f ′  x)

f2 x)
 

1

0
 dx 

23.78 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε  f 1) =
 3 

e
  , f 0) = 1 .                                    

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   Ι=∫ ex f x) + f ′(x))dx
1

0
    . 

23.79 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο . Αν η γραφικό τησ παρϊςταςη 

διϋρχεται απϐ τα ςημεύα  Α 1 , 2)    και Β 2 , 1) να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫ x 2f x) + xf ′ x) dx
2

1
  

23.80 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε  f 1) = 5  , ∫ f x)dx = 2 .
1

0
                                                          

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  Ι = ∫ x f ′ x)dx
1

0
  

23.81 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο , για την 
οπούα ιςχϑουν  f 1) = 1 , f ′ 1) = 1 . Να υπολογύςετε τισ  τιμϋσ των παραςτϊςεων :                                                                                

α)  Α = ∫ 2x ∙ f x)dx + ∫ x2 ∙ f ′(x)dx
1

0

1

0
                                        β) Β = ∫  f ′ x) + x ∙ f ′′ (x))dx

1

0
                                                      

γ)  Γ = ∫  f ′ x) ∙ ln x + 1) +
f(x)

x+1
 

1

0
 dx        

23.82 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 1 → ℝ  με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε   f 1) = ln2 .                                   

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   Ι = ∫  1 + x ∙ f ′ x) 
1

0
∙ ef(x) dx 

23.83 Δύνεται η δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο , για την  

οπούα ιςχϑουν f 1) = 3 , f ′ 1) = 2  και  ∫ f x)dx = 5 .
1

0
 Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  Ι = ∫ x2 f ′′ x)dx

1

0
 

23.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο. Οι εφαπτϐμενεσ τησ Cf                                                
ςτα   Α 1 , 2)   και Β 3 , 9) τϋμνονται ςτο ςημεύο Γ 4 , 11) . Να βρεύτε :                                                                                                                                      
α) τισ τιμϋσ f ′(1) ,  f ′(3)                                                                                                                                                                                     

β) το ολοκλόρωμα  ∫ xf ′′  x)dx
3

1
 

23.85 Δύνεται η  f x) = x3 + αx2 + 3x + 1 , α ∈ ℝ  για την οπούα ιςχϑει  ∫ f x)dx =
1

0
  

15

4
  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                       

α) τον πραγματικϐ αριθμϐ  α                                                                                                                                                                    

β) το ολοκλόρωμα ∫
f(x)

 f ′  x) 
 

3

1
dx 
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23.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = αx2 + βx + γ , για την οπούα ιςχϑει ∫ f x)dx = 12
1

−1
 ενώ η εφαπτομϋνη 

τησ Cf   ςτο Μ 1 , f 1)) ϋχει εξύςωςη  y = 2x + 2 .  Να βρεύτε τισ τιμϋσ των  α , β ,γ ∈ ℝ 

23.87 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  ℝ → (0, +∞) για την οπούα ιςχϑει f 2) = e3f 1) .                                                                                          

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα :  A = ∫
 f ′  x) + 4f x) 

f(x)

2

1
 dx 

23.88 Δύνεται f ∶ ℝ → ℝ με ςυνεχό πρώτη παρϊγωγο ώςτε  f 1) = 5,∫  xf ′ x) + f(x))dx = 1
2

1
. Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                                            

α) την τιμό f 2)                                                                                                                                                                                            

β) το ολοκλόρωμα    ∫ x2  3f x) + xf ′ x) )dx
2

1
  

23.89 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   η οπούα εύναι παραγωγύςιμη με ςυνεχό παρϊγωγο                                                                                                  

και τϋτοια , ώςτε  ∫  xf ′ x) + 2f x) dx = 0
1

0
 , να δεύξετε ϐτι  ∫ f x)

1

0
dx = −f(1) 

23.90 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  η οπούα εύναι παραγωγύςιμη με ςυνεχό παρϊγωγο ώςτε ∫ f x)dx = f(0)
1

0
 .                                                                                                                                        

Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα   ξ ∈  0 , 1) τϋτοιο , ώςτε :  ∫ xf ′ x)
1

0
dx = f ′ ξ)        

23.91 Δύνεται η f ∶ ℝ → ℝ  η οπούα εύναι δϑο φορϋσ παραγωγύςιμη και ιςχϑει  f ′′  x) = −2f x).                                      

Αν η  f  παρουςιϊζει τοπικϐ ακρϐτατο ςτο α και ςτο β , να δεύξετε ϐτι  ∫ x2f x)dx = βf β)
β

α
− αf α)              

23.92 Έςτω μια ςυνϊρτηςη g με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο ςτο  0 , π  .                                                                                                            

Αν  g π) = 1 και ιςχϑει ∫  g x) + g′′  x) ∙ ημ
π

0
x dx = 3 , να βρεύτε το  g(0)                         

23.93 Δύνεται  η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0, +∞) για   την οπούα ιςχϑει   f 0) = 1  ,   ∫
 f ′  x) 

f(x)
  

1

0
dx = 1                                   

Να βρεύτε :    α) την τιμό f 1)           β) το ολοκλόρωμα  ∫
2xf2 x) + ex f x) − ex f ′  x)

f2 x)

1

0
  dx         

23.94 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο , για την οπούα ιςχϑει                  

∫ e x f ′ x) + f ′′  x) 
1

0
dx = 3  και ο ρυθμϐσ μεταβολόσ τησ f ςτο x0 = 1  εύναι  

2

 e 
   .                                                                     

Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf   ςτο Μ 0 , 3) 

23.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 1 → ℝ  με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο .                                                                              

Να δεύξετε ϐτι   ∃ξ ∈  0 , 1) : ∫ xf ′′  x)dx =
1

0
f ′ 1) − f ′ ξ)        

23.96 Δύνεται η  f ∶ ℝ → (0, +∞)  με ςυνεχό παρϊγωγο , ώςτε  ∫
 f ′  x) 

f(x)
  

β

α
dx = 0  με  α < 𝛽 .                                            

Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f ′ x) = 0 ϋχει τουλϊχιςτον μια ρύζα ςτο διϊςτημα  α , β)                                 

23.97 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , 1 → ℝ  με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο και η Cf  διϋρχεται                                           

απϐ τα  Α 1 , 2) , Β 0 , 3) . Αν εύναι  ∫ xf ′′  x)dx =
1

0
0 ,  τϐτε να αποδεύξετε ϐτι :                                                              

α) η εφαπτϐμενη τησ  Cf   ςτο ςημεύο M 1 , f 1)  ςχηματύζει γωνύα  
3π

 4 
  με τον ϊξονα x’x                                                  

β) ∃ξ ∈  0 , 1): f ′ ξ) = f ′ 1) 

23.98 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶  0 , 1 → (0, +∞)  ώςτε να ιςχϑει  f ′ x) − f x) = f 2 x) ,∀x ∈  0 , 1               

Αν εύναι f 1) = e2f(0) , να βρεύτε το  ∫ f x)dx
1

0
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23.99 Αν μια ςυνϊρτηςη f ϋχει ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο ςτο  0 , π  με f  
π
 2 
 = 1  και                        

∫  f ′′  x) + f x) ςυνx
π
 2 

0
dx = 0 . Να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ τησ f  ςτο 0 .                      

23.100 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0, +∞) με ςυνεχό δεϑτερη παρϊγωγο, η οπούα παρουςιϊζει τοπικϐ 

ακρϐτατο ςτο x0 = 2  και η Cf  διϋρχεται απϐ το Α 0,1). Αν ∫  xf ′′  x) + 3f ′ x) 
2

0
dx = 4 τϐτε:                                                

α) να βρεύτε την τιμό f 2)                                                                                                                                                                           

β) να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫
2f  ′  x)

f2 x) + 2f x)

2

0
 dx                                                                                                                                    

γ) να δεύξετε ϐτι  ∃ξ ∈  0 , 2): f ′ ξ) = 1 

23.101 Δύνεται ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ και ϋςτω F η αρχικό τησ f ώςτε να ιςχϑει  F(1)=0                                                                             
και    x − 2)F x) ≤ ex − 2 −  x + 1   ,   ∀x ∈  ℝ  .                                                                                                                                                                                        

α) Να βρεύτε το   ∫ f t)dt
2

1
  .                                                                                                                                                                                    

β) Να αποδεύξετε ϐτι υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα   ξ ∈  1 , 2) ∶ f ξ) + F ξ) = 0  . 

23.102 Δύνεται παραγωγύςιμη   f ∶ ℝ → ℝ   με  f(0) = 1  ,  f ′ x) = −
2x

 x2 + 1 
∙ f x)  ,   ∀x ∈  ℝ  .                                                                 

α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f  .                                                                                                                                                                                           

β) Αν F(x) εύναι αρχικό τησ  f(x)  με  F(1) = 0  να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫ F x)dx
1

0
   

23.103 Δύνεται ςυνϊρτηςη f ∶ ℝ → ℝ   με ςυνεχό f ′(x) και ϋςτω  F  η αρχικό τησ f                                            
ώςτε να ιςχϑει  F(1) = 0  και  x F x) ≥ xex −  ex −  x + 1   ∀x ∈  ℝ .                                                                                                                                                   

α)Να αποδεύξετε ϐτι   f 1) = e − 1  , ∫ f t)dt = 1
1

0
                                                                                                                                    

β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫ x f ′ x)dx
1

0
  .                                                                                                                                                             

γ) Να αποδεύξετε ϐτι η εξύςωςη  f x) +  F x) = e−x   ϋχει τουλϊχιςτον μια λϑςη ςτο  0 , 1). 

********************************************************************************************************* 

23.104 Να βρεύτε τη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει   f x) = x + 2 ∫ f x)dx  , x ∈ ℝ .
1

0
   

23.105 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f x) = 2x +  ∫ f x)dx  , x ∈ ℝ .
2

0
 Να βρεύτε την f . 

23.106 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε  f x) = 9x2 − ∫ 2xf t)dt , x ∈ ℝ .
1

−1
 Να βρεύτε την f . 

23.107 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) → ℝ   η οπούα εύναι ςυνεχόσ και τϋτοια , ώςτε να                                           

ιςχϑει   f x) = 
1

 x 
 +2 ∫ t f t) dt

2

1
  , x > 0 . Να βρεύτε τον τϑπο τησ ςυνϊρτηςησ f  

23.108 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  ∫ f t)dt = f x) + 6 
 π 
6

0
.                                                                                        

Να βρεύτε την f  και το ολοκλόρωμα  ∫ f x)dx
2014

2016
   

23.109 Να βρεύτε ςυνεχό ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  αν ιςχϑει  ∫ ημx ∙ f x)dx = f x) + ςυνx
π
3

0
, x ∈ ℝ 

23.110 Δύνεται η παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ με  f(0) = 2 , f ′ x) = f x) − ∫  f x) − ex)
1

0
dx .                                                                                     

Να δεύξετε ϐτι f x) = ex + 1 

23.111 Να βρεύτε ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την  οπούα ιςχϑει ∫ e1−xf x) dx = f x) + ex 
1

0
.                                                                          
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23.112 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f ′ x) = ex−f(x)  , x ∈ ℝ .                                            

Αν ιςχϑει  ∫ xef(x) dx = 4 
1

0
, να βρεύτε την  f   

23.113 Δύνεται η ςυνεχόσ  f ∶  0 , 1 → ℝ  ώςτε  ∫  ∫ f x)dx
1

0
 

1

0
 ∙ f x)dx = ∫ f x)dx + 2

1

0
 , f x) > 0                                                                                                

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  A = ∫ f x)dx
1

0
 

23.114 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ →  0 , +∞)  με  ∫ f(x)
1

0
 ∫ f x)dx

1

0
 dx = 2∫ f x)dx + 3

1

0
 .                                                                 

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  I = ∫ f x)dx
1

0
 

23.115 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  e∫ f x)dx
1
0 = ∫  f x) + 3x2)

1

0
dx                                                                                     

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f x)dx
1

0
  . 

23.116 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ώςτε να  ιςχϑει   ex ∙ ∫ f t)dt
1

0  +x2 − x ≥ 1 , x ∈ ℝ                                             

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f t)dt
1

0
 

******************************************************************************************************** 

23.117 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 +  1 − x .  Να αποδεύξετε ϐτι :                                                                                                

α)   f  ′ x) x2 + 1 + f x) = 0                                                                                                                                                                       

β) ∫
1

  x2  + 1

1

0
 dx = ln  2 + 1                       ΘΕΜΑ  2003 Ε ) 

23.118 Δύνεται η ςυνεχόσ  f ∶ ℝ → ℝ για την οπούα ιςχϑει  f x) =  10x3 + 3x) ∫ f t)dt − 45  .
2

0
                                                               

Να δεύξετε ϐτι  f x) = 20x3 + 6x − 45 .                              ΘΕΜΑ  2008 ) 

23.119 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 και g ∶ ℝ → ℝ  ςυνεχόσ και ϊρτια ςυνϊρτηςη .                                                              

Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f x)g x)dx
1

−1
                            ΘΕΜΑ  2016 Ε ) 

 

Ζ.  Εϑρεςη  Ολοκληρώματοσ  Αντύςτροφησ 

23.120 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + x  .                                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                                             

β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx   .
e + 1

1
  

23.121  Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 2x + 3                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                                                                            

β) Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx   .
6

0
 

23.122 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x5 + 2x3 − 3                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                            

β) Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx .
0

−3
 

23.123 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x5 + x + 1                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ                                                                                                                        

β) Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx .
3

1
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23.124 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + x − 1  .                                                                                                                                                                             
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                            

β) Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ f−1 x)dx .
1

−1
 

23.125 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ex + x − 1 .                                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                                                                        

β) Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx   .
e

0
 

23.126 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ex + x                                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                                                                        

β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx   .
e+1

1
 

23.127 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ex + 2x − 5 .                                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                   

β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx   .
e−3

−4
 

23.128 Δύνεται η  f x) = lnx − x − ex  , x > 1 .                                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η ςυνϊρτηςη εύναι αντιςτρϋψιμη  και να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ.                                                                                        

β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   ∫ f−1 x)dx   .
f(e)

f(2)
 

****************************************************************************************************** 

23.129 Η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → (0, +∞) εύναι αντιςτρϋψιμη με  f−1 x) = x + lnx , x > 0 .                                          

Να βρεύτε το ολοκλόρωμα  ∫ f x)dx
e+1

1
 

23.130 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  παραγωγύςιμη ,  ώςτε να ιςχϑει f 3 x) + f x) = x  , x ∈ ℝ  .                                                                                                                                                                         
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 και να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                                                                         

β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   I =  ∫ f x)dx
2

0
   

23.131 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ παραγωγύςιμη , ώςτε να ιςχϑει   ef(x) + f x) = x + 1 , x ∈ ℝ                                                                                                                                                                        
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1  και να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

β) Να βρεύτε το ολοκλόρωμα   I =  ∫ f x)dx
e

0
 

********************************************************************************************************* 

23.132 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f  γνηςύωσ αϑξουςα  ςτο  1 , 10  τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη                                              

διϋρχεται απϐ τα ςημεύα Α 1 , 8) και Β 10 , 13).   Να δεύξετε ϐτι :  ∫ f x)dx
10

1
+ ∫ f−1 x)dx = 122

13

8
 

23.133 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ (1, +∞) → ℝ  ώςτε να ιςχϑει  f  e = 2, xf ′ x)lnx + f x) = 0  , x > 1                                                                                                                                                      

α) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                                                     
β) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1  και να ορύςετε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                           

δ) Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα   ∫
1

 lnx   
dx

e2

e
+ ∫ e

1

 x   dx 
 1 

2
1

 

23.134 Έςτω η ςυνϊρτηςη  f x) = 2ex + 2x3 − x2 − 2x − 2                                                                                                                                    
α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ .                                                                 
β) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                                  
γ) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ                                                                                                                                   

δ) Να υπολογύςετε το   ∫ f−1 x)dx   .
2e−3

0
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23.135 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + x − 1                                                                                                                                
α) Να αποδεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη                                                                                                                                        
β) Να λϑςετε την ανύςωςη   f−1 x − 1) > x                                                                                                                                          
γ) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των  Cf  , Cf −1                                                                                                                                                 

δ)  Να υπολογύςετε το   ∫ f−1 x)dx   .
f(e)

f(1)
 

 

Η.  Εϑρεςη  Αναγωγικοϑ  Σϑπου 

23.136  Αν ιςχϑει ϐτι   Ιν =  ∫ lnνx dx
e

1
  να δεύξετε ϐτι  Ιν + ν ∙ Ιν−1 = e  . 

23.137 Αν ιςχϑει ϐτι  Ιν =  ∫ xνex dx
2

0
  να δεύξετε ϐτι   Ιν = 2νe2 − ν ∙ Ιν−1  , ν ≥ 2 

23.138 Δύνεται το ολοκλόρωμα   Ιν = ∫ xνςυνx dx  , ν ∈ ℕ∗π

0
  .                                                                                                                                  

α) Να δεύξετε ϐτι     Ιν = −νπν  − 1 − ν(ν − 1)Ιν−2     για κϊθε   ν ≥ 4                                                                                                                       

β) Να υπολογύςετε το ολοκλόρωμα  ∫ x5ςυνx dx    
π

0
 

 

Θ.  Ανιςϐτητεσ  και  Ολοκληρώματα 

23.139 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = xlnx − x + 1 .                                                                                                                                                             
α) Να βρεύτε το ςϑνολο τιμών τησ f                                                                                                                                                     

β) Να δεύξετε ϐτι    ∫ xx dx > e − 1
2

1
    

23.140 Να δεύξετε ϐτι 2 ≤ e4 ∫ ex3−3x2
dx ≤ 2e4.

2

0
 

23.141 Να δεύξετε ϐτι   1 ≤  ∫  x2 + 1 dx ≤  2
1

0
    

23.142 Να δεύξετε ϐτι   12 ≤  ∫  x2 + 9 dx ≤  20
4

0
    

23.143 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) =  
ex

 x2  +  1 
                                                                                                                                                                         

α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ την μονοτονύα .                                                                                                                                          

β) Να δεύξετε ϐτι   
 e – 1 

e
≤ ∫

1

 x2 +  1 
dx ≤

 e – 1 

2

1

0
 

23.144 Να αποδεύξετε ϐτι :        α) 
 lnx  

x
 ≤

1

 e 
     , x > 0                         β)  ∫ xedx < ∫ exdx

17

1

17

1
       

23.145 Να αποδεύξετε ϐτι :         α)  lnx ≥ 1 −  
1

 x 
 , x > 0         β)  ∫ xxdx ≥ e − 1 .

2

1
 

23.146 Να δεύξετε ϐτι :     α)  x2lnx + 2 > x , x > 1         β)  ∫ x2lnxdx > 2
4

2
 

23.147  Να αποδεύξετε ϐτι :     α)  x + 1) ∙ ln x + 1) ≥ x ,  x > −1             β) ∫  x + 1)x+1dx > 𝑒 − 1
1

0
  

23.148 Να αποδεύξετε ϐτι :    α)  
 x – 1 

x
< lnx < x − 1  ,   x > 1                β)   1 < ∫

1

 lnx 
dx < e

e+1

2
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Ο Γκεϐργκ Υρύντριχ Μπϋρναρντ Ρύμαν (1826 – 1866) 

όταν Γερμανϐσ  μαθηματικϐσ που ςυνειςϋφερε 

ςημαντικϊ ςτη Μαθηματικό Ανϊλυςη, 

την Σοπολογύα, την Αναλυτικό Θεωρύα των 

αριθμών και τη Διαφορικό Γεωμετρύα.              

Ο Riemann  όταν αυτϐσ που ϋδωςε ϋναν αυςτηρϐ 

μαθηματικϐ οριςμϐ του ολοκληρώματοσ. 

 

 

23.149 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = lnx +  
 1 

x
                                                                                                                                    

α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ την μονοτονύα                                                                                                                                

β) Να δεύξετε ϐτι   ∫ xxdx > e − 1
2

1
      

23.150 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ex2
   .                                                                                                                                                                                 

α) Να δεύξετε ϐτι f εύναι κυρτό .                                                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο  Α 1 , f(1)).                                                                                                                 

γ) Να δεύξετε ϐτι    ∫ e x2
dx > 2e    .

2

0
     

23.151 Δύνεται η  f x) = ln 1 − x) + 5x − 2   .                                                                                                                                                                                 
α) Να μελετόςετε την  f  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο  Α 0 , f(0)).                                                                                                                 
γ) Να δεύξετε ϐτι   e−x ≥ 1 − x  , x < 1                                                                                                                                              

δ) Να δεύξετε ϐτι   ∫  ln 1 − x) + 5x dx ≤ −2
0

−1
 

23.152 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  η οπούα  εύναι κυρτό και ιςχϑει  f 0) = 0  , f  ′ 0) = 1 .                                              

Να αποδεύξετε ϐτι  ∫ f x)dx > 
1

0
 
 1 

2
 

23.153 Έςτω f :  0 , 1  → ℝ με f(0) = 0 , παραγωγύςιμη ώςτε  f ′ x) + f x) > 2xe−x  ,   x ∈ [0 , 1] .                                                                         

Να δεύξετε ϐτι    3 ∫ exf x)dx > 1   .
1

0
 

23.154 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  παραγωγύςιμη , f 0)=0  και να ιςχϑει f ′ x) + 2xf x) > 2xe−x2
, x ∈ ℝ                                                                                         

Να δεύξετε ϐτι   ∫ f x)dx >
1

0
 
e−1

e
  . 

23.155 Δύνεται η  f ∶ [0 , 1] → ℝ   παραγωγύςιμη ώςτε  f 0) = 0 , f 1) = 3 και  f ′ x) > 2 ,∀ x ∈  0 , 1  .                                                      

Να δεύξετε ϐτι :  1 ≤ ∫ f x)dx ≤ 2  .
1

0
   

23.156 Δύνεται η  f ∶ ℝ → ℝ  δϑο  φορϋσ παραγωγύςιμη και γνηςύωσ αϑξουςα , με ςυνεχό δεϑτερη 

παρϊγωγο , f(0) = 0 , f(π) = π . Να δεύξετε ϐτι   0 < ∫
 f lnx ) 

x
 dx <

eπ

1
 π2                    ΘΕΜΑ  2016 ) 

23.157 Δύνεται η  f x) = −ημx , x ∈  0 ,π    και  ε : y = x − π  εφαπτομϋνη τησ .                                                                              

Να αποδεύξετε ϐτι  ∫
 f x) 

x
 dx >

e

1
  e − 1 − π                                              ΘΕΜΑ  2017 )  
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Α. Εμβαδϐν  μεταξϑ  𝐂𝐟  του ϊξονα x’x και των ευθειών  𝐱 = 𝛂  𝛋𝛂𝛊  𝐱 = 𝛃  

● Έςτω μια ςυνϊρτηςη  f  ςυνεχόσ ςτο  α , β  και Ω το χωρύο που περικλεύεται απϐ την  Cf  ,                                                               

τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ με εξιςώςεισ  x = α  και  x = β . 

① Αν   f x) ≥ 0 για κϊθε x ∈  α ,β  , τϐτε το εμβαδϐν του χωρύου Ω ιςοϑται με :  𝚬 𝛀) = ∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
     

② Αν   f x) ≤ 0 για κϊθε x ∈  α ,β  ,  τϐτε το εμβαδϐν του χωρύου Ω ιςοϑται με :  𝚬 𝛀) = −∫ 𝐟 𝐱)𝐝𝐱
𝛃

𝛂
 

▶  Γενικϊ, το εμβαδϐν του χωρύου Ω εύναι ύςο με : 

 

 

 

 

● ϑμφωνα με τα προηγοϑμενα, το ολοκλόρωμα  ∫ f x)dx
β

α
  εύναι ύςο με το ϊθροιςμα των εμβαδών                                            

των χωρύων που βρύςκονται πϊνω απϐ τον ϊξονα x’x  μεύον το ϊθροιςμα των εμβαδών των χωρύων                                   

που βρύςκονται κϊτω απϐ τον ϊξονα x’x                                                                                                                                                                                

 

 

Β. Εμβαδϐν  μεταξϑ  𝐂𝐟 ,𝐂𝐠  και των ευθειών  𝐱 = 𝛂  𝛋𝛂𝛊  𝐱 = 𝛃  

● Έςτω f και g δϑο ςυναρτόςεισ ςυνεχεύσ ςτο διϊςτημα  α , β . Σο εμβαδϐν του χωρύου Ω που ορύζεται   

απϐ τη  Cf  , τη  Cg  και τισ ευθεύεσ με εξιςώςεισ  x = α  και  x = β  ιςοϑται με : 

  

 

 

 

 

24. Εμβαδϐν  Επύπεδου  Φωρύου 

𝚬 𝛀) =   𝐟(𝐱) 𝐝𝐱
𝛃

𝛂

 

𝚬 𝛀) =   𝐟 𝐱) − 𝐠(𝐱) 𝐝𝐱
𝛃

𝛂
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Ασκήσεις 
 

 

 

 

Α.  Εμβαδϐ  μεταξϑ  𝐂𝐟  και  ϊξονα  x’x 

24.1 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 2x + 3 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ 
την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  ευθεύεσ   x = 0  και  x = 2   χολικϐ)    

24.2 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex + 2x . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                                    
την  Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  ευθεύεσ   x = 1  και  x = 2  .    

24.3 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − x − 2 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                           
περικλεύεται απϐ την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ   x = −2  και  x = 3  .    

24.4 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 4x − x2  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                             
περικλεύεται απϐ την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ   x = 1  και  x = 2   

24.5 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 2x . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                            
περικλεύεται απϐ  την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ   x = 1  και  x = 3   

24.6 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 6x + 8 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                        
περικλεύεται  απϐ την Cf    τον ϊξονα  x’x  και τισ  ευθεύεσ  x = 1  και  x = 3 . 

24.7 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = −x2 + 2x + 3 .  Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                            
περικλεύεται απϐ την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  ευθεύεσ  x = −2  και  x = 4 . 

24.8 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 1 − e−x . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                          
την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ   x = 0  και  x = 1     

24.9 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = xex . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                                 
απϐ την Cf   τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 0  και  x = ln2  

24.10 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2ex . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf   
τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1  και  x = 3 . 

24.11 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = e−x ∙  x + 1) . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                  
περικλεύεται απϐ την Cf  τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = −2  και  x = 0 

24.12 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = xlnx . Να βρεύτε  το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                              
την Cf   τον ϊξονα x’x  και τισ  x = e−1 ,  x = e 

24.13 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =
 x – 1 

x2− 2x + 3
 .  Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται  απϐ 

την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 0 και  x = 2 . 

24.14 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =
 x – 2 

x
 , x > 0 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που             

περικλεύεται  απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1 και  x = e . 
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24.15 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =
 1 – lnx 

x
 , x > 0 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                    

περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1 και  x = e . 

******************************************************************************************************** 

24.16 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x2 − 2x  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται                                  
απϐ την Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

24.17 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x2 − 3x  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ                           
την  Cf   και τον ϊξονα  x’x                        χολικϐ)   

24.18 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = 1 − x2   . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται  απϐ                        
την  Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

24.19 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x2 − 3x + 2 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                           
απϐ την Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

24.20 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x3 − x  .  Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                                 
απϐ την Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

24.21 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + x2 − 2x . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται  
απϐ την Cf   και τον ϊξονα  x’x 

24.22 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 3)lnx . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                               
απϐ την  Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

24.23 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 − 4)lnx . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                       
απϐ την  Cf   και τον ϊξονα  x’x  . 

24.24 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2−4

x + 3
  . Να βρεύτε  το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                     

την  Cf   και τον ϊξονα  x’x    

24.25 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =   
x3−x2−4x+4

x + 1
   Να βρεύτε  το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται 

απϐ την Cf   και τον ϊξονα  x’x   . 

24.26 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =   
x3− 8x2+ 19x − 12

x − 2
  . Να βρεύτε  το εμβαδϐν του χωρύου που                                     

περικλεύεται απϐ την Cf   και τον ϊξονα  x’x . 

******************************************************************************************************* 

24.27 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = ex − 1 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                                       
την  Cf  , τον ϊξονα  x’x και την ευθεύα  x = 1  . 

24.28 Δύνεται η f x) = x x + 1  , x > −1 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ                                            
την Cf  , τον ϊξονα  x’x και  την ευθεύα  x = 3   

24.29 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − x  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                        
την  Cf  , τον ϊξονα  x’x και την ευθεύα  x = 2 . 

24.30 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ln2x  , x > 0 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                                          
απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x και την ευθεύα  x = e .   
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24.31 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
x + 3

x2− 25
  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                          

περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x και  την ευθεύα  x = 3 . 

24.32 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
x2+ 4x

x + 1
 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                           

την Cf  , τον ϊξονα  x’x και την  x = −2 .                                                        

24.33 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 3)ex . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ 
την Cf   και τουσ ϊξονεσ  x’x  και  y’y             

********************************************************************************************************* 

24.34 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x + 1 + 
1

x + 1
 .                                                                                                                                                              

α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ μονοτονύα  και ακρϐτατα                                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x και τισ  x = 2 ,  x = 5. 

24.35 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x2

x2− 4
                                                                                                                                                            

α) Να μελετόςετε την f ωσ προσ μονοτονύα και ακρϐτατα                                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x                                                             
και τισ ευθεύεσ  x = −1  και   x = 1. 

********************************************************************************************************** 

24.36 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
x ∙ ex  ,         x ≤ 0

x

x2+ 1
 ,         x > 0

   . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                              

περικλεύεται  απϐ την Cf  , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = −1  ,  x = 1    

24.37 Δύνεται η f x) =  
3x2   ,         x ≤ 0
e−x − 1 ,   x > 0

   .  Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται  απϐ                              

την Cf  , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = −2  ,  x = 1   . 

24.38 Δύνεται η  f x) =  
−x2 + 2x + 3 ,   x < 2
−x + 5 ,                x ≥ 2

   . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                      

απϐ την Cf , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = −1  ,  x = 5 . 

24.39 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
−x2 + 3 ,       x < 1

2 x ,                x ≥ 1
   . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που 

περικλεύεται απϐ την Cf , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ   x = −1  ,  x = 2         χολικϐ) 

24.40 Δύνεται η  f x) =  
−x2 + 4x − 3 ,       x < 2
−2x + 5 ,                x ≥ 2

   . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται  

απϐ την  Cf , τον ϊξονα x’x   χολικϐ) 

24.41 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x2 − x − 2  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                                    
περικλεύεται  απϐ την Cf , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = −2  ,  x = 3         

********************************************************************************************************* 
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24.42 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ex − x − 1  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                         
περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x και την  ευθεύα  x = 1   . 

24.43 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = lnx + 1 −  
1

 x 
 .  Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                                 

περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x  και την ευθεύα  x = 2 . 

24.44 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ex . Να βρεύτε:                                                                                                                                            
α) το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ   x = 0  και  x = 1                                               
β) την ευθεύα  x = α  η οπούα διαιρεύ το χωρύο αυτϐ ςε δϑο ιςοεμβαδικϊ χωρύα  

24.45 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = −x2 + 4x − 3 . Αν Ε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                                             
απϐ  την Cf  και τον ϊξονα  x’x ,να βρεύτε την τιμό του  α ∈  1 , 3) ϋτςι, ώςτε η ευθεύα  x = α                                                   
να  χωρύζει το Ε  ςε δϑο ιςοεμβαδικϊ χωρύα  

24.46 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 1 − x2  . Αν Ε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ                                                     
την Cf  και τον ϊξονα  x’x ,να βρεύτε την τιμό του  α ∈  −1 , 1) ϋτςι, ώςτε η ευθεύα  x = α  να χωρύζει                                            
το Ε ςε δϑο ιςοεμβαδικϊ χωρύα 

24.47 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
x2+ 4

x2   . Να βρεύτε:                                                                                                                                  

α) το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ την Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  x = 2  και  x = 4                                               
β) την ευθεύα  x = α , με 2 < 𝛼 < 4  η οπούα διαιρεύ το χωρύο αυτϐ  ςε δϑο ιςοεμβαδικϊ χωρύα 

******************************************************************************************************* 

24.48 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
α + lnx   ,           0 <  x ≤ 1

1 +  x − 1   ,              x > 1
   . Να βρεύτε :                                                                                                                       

α)  την τιμό του  α  αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                                                                                                                                                                          

β) το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την  Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ  x =  
1

2
 ,  x = 2                                                

24.49 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 
1

xlnx
                                                                                                                                                   

α) Να υπολογιςτεύ το εμβαδϐν Ε λ) του χωρύου  που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x                                           
και τισ ευθεύεσ  x = e  και  x = λ  με  λ > e                                                                                                                                            

β) Να βρεύτε τα   lim
 λ→+∞

Ε λ)  και   lim
 λ→+∞

 
E(λ)

λ
 

24.50 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 
1

 x 
   ,  x > 0                                                                                                                                 

α) Να υπολογιςτεύ το εμβαδϐν Ε λ) του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x                                                                    
και τισ ευθεύεσ  x = 1  και  x = λ  με  λ > 1                                                                                                                                                       
β) Να βρεύτε την ευθεύα  x = α  η οπούα χωρύζει το      Ε λ) ςε δϑο ιςοεμβαδικϊ χωρύα                                                            

γ) Να βρεύτε το  lim
 λ→+∞

 
E(λ)

λ
 

24.51  Να βρεθεύ το ελϊχιςτο εμβαδϐν Ε α) του χωρύου που περικλεύεται απϐ την                                                                                                        
f x) = x2 − 5x + 7  τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ  x = α  , x = α + 3  

24.52 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = ∫ t ∙ ex−tdt
x

0
 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που                                                 

περικλεύεται απϐ την Cf  , τουσ ϊξονεσ  x’x , y’y  και την ευθεύα   x = 1 . 
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24.53 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex2
  και  ϋςτω F αρχικό τησ  f  ςτο ℝ  με  F 1) = 0                                                       

α) Να μελετόςετε την F  ωσ προσ τη μονοτονύα                                                                                                                                           
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την CF  , τουσ  x’x , y’y  και την ευθεύα  x = 1 

24.54 Δύνονται οι παραγωγύςιμεσ  f , g ∶ ℝ → ℝ με  f x) > 0  και  F x) = x + eg(x)  , ϐπου                                                                                                   
F μια αρχικό τησ  f  ςτο ℝ . Αν το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα x’x                                 
και τισ ευθεύεσ  x = 1  ,  x = 3  εύναι ύςο με 2 τ.μ. ,  να δεύξετε ϐτι   ξ ∈  1 , 3) ∶  g ′ ξ) = 0  

24.55 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = 
ex

x2  , x > 0 . Αν Ε Ω) εύναι το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται 

απϐ την Cf  , τον ϊξονα x’x  και τισ  ευθεύεσ  x = 2  ,  x = 3  , να δεύξετε ϐτι :     
e2

4
  < 𝛦 Ω) <  

e3

9
                                          

24.56 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶  0 , +∞) → ℝ  με  f 1) = 5 ,  xf ′ x) = 2 1 − f(x)) , x > 0                                                                      

α) Να δεύξετε ϐτι  f x) = 1 + 
4

x2  , x > 0                                                                                                                                

β) Να υπολογιςτεύ το εμβαδϐν Ε λ) του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα  x’x                                                       
και τισ ευθεύεσ  x = 1  και  x = λ  με  0 < 𝜆 ≠ 1                                                                                                                                
γ) Αν  λ > 1 και το λ αυξϊνεται με ρυθμϐ 3 μον/s , τϐτε να βρεύτε τον ρυθμϐ μεταβολόσ του                                                       
εμβαδοϑ Ε λ) τη ςτιγμό που εύναι λ = 2  

********************************************************************************************************** 

24.57 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  
αx2   ,             x ≤ 3

 1 − e x − 3 
x − 3

   ,   x > 3
      . Να βρεύτε :                                                                                                                       

α) την τιμό του  α  αν η  f  εύναι ςυνεχόσ                                                                                                                                                                
β) την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο Α 4 , f 4)                                                                                                    

γ) το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται  απϐ την  Cf   τον ϊξονα  x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1 , x = 2                                                                     
  ΘΕΜΑ  2001 ) 

24.58 Αν ιςχϑει ϐτι   
x

2
  <  f x)  <  xf ′ x) ,∀ x > 0 και αν  Ε  το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                           

απϐ την Cf   τον ϊξονα x’x  και τισ  ευθεύεσ  x = 0,  x = 1 να δεύξετε ϐτι  
 1 

4
< 𝐸 <

 1 

2
f(1)    ΘΕΜΑ  2002 ) 

24.59  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) =  x − 1)lnx . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που                                       
περικλεύεται απϐ την  Cf  ,  τον ϊξονα  x’x  και την ευθεύα  x = e .               ΘΕΜΑ  2012 ) 

24.60  Δύνεται η h x) = x − ln ex + 1) . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την 
γραφικό παρϊςταςη τησ φ x) = ex h x) + ln2) , τον ϊξονα  x’x  και την ευθεύα x = 1     ΘΕΜΑ  2014 )         

24.61 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =
 lnx 

x
+ 1 ,  γνηςύωσ αϑξουςα για  x < 1  .                                                                                                      

Αν Ε  το εμβαδϐν του χωρύου  που περικλεύεται απϐ την Cf  τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 1                                      

και  x = x0   με  x0 < 1   να δεύξετε ϐτι  Ε =  
 − x0

2  − 2x0  + 2 

2
                ΘΕΜΑ  2016 Ε ) 
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24.62 Δύνεται η γνηςύωσ αϑξουςα ςυνϊρτηςη f : ℝ → ℝ  με τϑπο f x) = 
x3

3x2− 3x + 1
                                                                                                          

α) Να αποδεύξετε ϐτι  f x) + f 1 − x) = 1  για κϊθε  x ∈ ℝ  και ςτη ςυνϋχεια να αποδεύξετε ϐτι το                         

εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ τη Cf  , τον x’x και την ευθεύα  x = 1 ιςοϑται με  
1

 2 
                                                                                   

β) Να αποδεύξετε ϐτι  ∫ 2f 2 x)dx < 1
1

0
               ΘΕΜΑ  2019 Ε ) 

                                                                                                                                             

Β.  Εμβαδϐ  μεταξϑ  𝐂𝐟 , 𝐂𝐠 

24.63 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 − 4x − 5  και  g x) = x + 1 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του                                      
χωρύου  που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg   και τισ ευθεύεσ  x = −2  και  x = 2  . 

24.64 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 + 2  και  g x) = −x2 + 2x . Να βρεύτε το εμβαδϐν του                                      
χωρύου  που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg   και τισ ευθεύεσ  x = 0  και  x = 4   

24.65 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = lnx − 1 και g x) = 2x + 1 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου                                                 
που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg   και τισ ευθεύεσ  x = 1  και  x = e  

24.66 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ex − 2x − 2 και  g x) = x2 − ex . Να βρεύτε το εμβαδϐν του                                        
χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg   και τισ ευθεύεσ  x = −1  και  x = 1   

24.67 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 
2x

x2+1
  , x ∈ ℝ  και  g x) = 

1

 x 
 , x > 0. Να βρεύτε το εμβαδϐν                                     

του χωρύου  που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg   και τισ  ευθεύεσ  x = 1  και  x = 2   

******************************************************************************************************** 

24.68 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = lnx και g x) = 
1 − x

 x 
 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του  χωρύου  που 

περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg   και την  ευθεύα  x = 2   

24.69 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 + 4x  και  g x) = x + 4 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου                                                                                    
που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg    

24.70 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 και g x) = 4x − x2  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου 
περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg .                                                                                    

24.71 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 + x και  g x) = −x2 + 3x + 4 . Να βρεύτε το εμβαδϐν                                               
του χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg . 

24.72 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 και  g x) = 2x − x2  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που 
περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg .  χολικϐ) 

24.73 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 και  g x) = 7x − 6 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που 
περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg . 

24.74 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 + x2 + 1  και  g x) = 2x2 + 4x − 3 . Να βρεύτε το εμβαδϐν                       
του  χωρύου  που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  . 

24.75 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = 3x3 − 2x  και  g x) = 2x − x3 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του                                         
χωρύου  που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg     
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24.76 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x3 + 2x  και  g x) = 3x2 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που 
περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  . 

24.77 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 − 5x + 1  και  g x) = αx + 1 . Να βρεύτε την τιμό του  α > 0         
για την οπούα το εμβαδϐν που περικλεύεται απϐ  τισ  Cf  , Cg   να εύναι 36 τ.μ. 

********************************************************************************************************* 

24.78 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) =  x − 1   και  g x) = 
x+1

3
 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του                                         

χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf , Cg   (χολικϐ ) 

24.79 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ln(1 + x)  και  g x) = x − 
x2

2
  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του                                

χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  και x = 1   

24.80 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ex − 1 και g x) = ln(1 + x). Να βρεύτε το εμβαδϐν του                                   
χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  και τισ  ευθεύεσ  x = 0 ,   x = 1    

********************************************************************************************************* 

24.81 Να βρεύτε το εμβαδϐν του  χωρύου που  περικλεύεται απϐ την γραφικό παρϊςταςη τησ                      
ςυνϊρτηςησ  f x) = 4 − x2  και την ευθεύα   x − y − 2 = 0    χολικϐ)                                                                                                                 

24.82 Να βρεύτε το εμβαδϐν του  χωρύου που  περικλεύεται απϐ την γραφικό παρϊςταςη τησ                      

ςυνϊρτηςησ  f x) =  x  και την ευθεύα  x − 2y = 0                                              

24.83 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 2x + 2 .  Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                      
απϐ την Cf  , την εφαπτομϋνη τησ  ςτο ςημεύο με τετμημϋνη  x = 3  και τον ϊξονα y’y . 

24.84 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = −x2 − 2x + 3 . Να βρεύτε :                                                                                                                        
α) την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο Α 2 ,−5)                                                                                      
β) το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , την εφαπτομϋνη τησ ςτο Α και τον ϊξονα y’y 

24.85 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 
x3+ 2x

x2− x + 1
  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που                                         

περικλεύεται απϐ την Cf  , την πλϊγια αςϑμπτωτό τησ ςτο  +∞  και τισ ευθεύεσ  x = 0 , x = 1         

24.86 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x +  
lnx

x
  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που                                         

περικλεύεται απϐ την Cf  , την πλϊγια αςϑμπτωτό τησ ςτο  +∞ και τισ ευθεύεσ  x = 1 , x = 2         

24.87  Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x −  
lnx

x2  .  Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που                                         

περικλεύεται απϐ την Cf  , την πλϊγια αςϑμπτωτό τησ ςτο  +∞ και την ευθεύα  x = 2 .          

24.88 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = 2ex−1 − x + 1. Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που                                                 
περικλεύεται απϐ την Cf  , την πλϊγια αςϑμπτωτό τησ ςτο −∞ , την ευθεύα  x = 1 και τον ϊξονα y’y. 

******************************************************************************************************** 
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24.89  α) Να δεύξετε ϐτι   e3x ≥ x + 1  , ∀ x ≥ 0  .                                                                                                                                                                                        

β) Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = ex  και  g x) = e−2x(x + 1) . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που 
περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  ,  τον ϊξονα y’y και την ευθεύα  x = 1   

24.90 α) Αν ιςχϑει ϐτι    lnx ≥ 
α∙ x−1)

x
   ,  ∀ x > 0 , να δεύξετε ϐτι  α = 1                                                                                                                                                                                    

β) Δύνονται οι ςυναρτόςεισ  f x) = x2 ∙ lnx  και  g x) = x2 − x . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου                                                                                               
που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  και τισ ευθεύεσ  x = 1 ,   x = 2    

24.91 Δύνεται η  f x) = 3x +  
1

2x2  . Να βρεύτε :                                                                                                                 

α) τισ αςϑμπτωτεσ τησ Cf                                                                                                                                                           
β) το εμβαδϐν Ε α) του χωρύου  που περικλεύεται απϐ την Cf  , την πλϊγια αςϑμπτωτό τησ ςτο  +∞                                                        
και των  ευθειών  x = 1 ,   x = α , α > 1                                                                                                                                    
γ) το ϐριο   lim

α→+∞
Ε α)        

 24.92 α) Να βρεύτε το εμβαδϐ του χωρύου Ω που περικλεύεται απϐ την γραφικό παρϊςταςη τησ                                          

f x) = x + 1 + 
4

 x−1)2 τησ πλϊγιασ αςϑμπτωτόσ τησ   ςτο +∞ και των ευθειών  x = 3 , x = λ  με  λ > 3 .                                                     

β) Να βρεύτε το ϐριο   lim
 λ→+∞

Ε λ)   

24.93 Δύνεται η ςυνεχόσ ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ για  την οπούα ιςχϑει   f x) − x + 2 ≤ 
2 x 

x2+ 1
                       

α)Να βρεύτε την πλϊγια αςϑμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞                                                                                                                       
β) Αν Ε το εμβαδϐν του χωρύου  που περικλεύεται απϐ την Cf  , την πλϊγια αςϑμπτωτό  τησ ςτο  +∞                          
και τισ ευθεύεσ   x = 0 και  x = 1 , να δεύξετε ϐτι  E ≤ ln2       

24.94 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ f , g  δϑο φορϋσ παραγωγύςιμεσ ςτο ℝ για τισ οπούεσ ιςχϑουν                             
οι ςχϋςεισ :  f ′′  x) = g′′  x) + ex   , f ′ 0) = g′ 0) + 1 και  f 0) = g 0) . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου                                                                     
που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  και την ευθεύα  x = 1                                  

24.95 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x −  
ex

ex +1
                                                                                                                  

α)Να βρεύτε την πλϊγια αςϑμπτωτη τησ Cf  ςτο +∞                                                                                                                           
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που περικλεύεται απϐ την Cf  , την πλϊγια αςϑμπτωτό                            
τησ και τισ ευθεύεσ  x = 1 , x = λ  , με λ > 1                                                                                                                                
γ) Να υπολογύςετε το ϐριο  lim

 λ→+∞
 Ε λ) 

24.96 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x ∙ e−x2
                                                                                                                                                                           

α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ                                                                                                
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  ςτο ςημεύο με τετμημϋνη x = 0                                                                             
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ την  Cf  , την εφαπτομϋνη και                                               
των ευθειών  x = −1  και  x = 1   

24.97 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = x + 
lnx

x
                                                                                                                                      

α) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο με τετμημϋνη  x = 1                                                     
β) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                              

γ) Να δεύξετε ϐτι  2x − 1 ≥ 
lnx

x
  +x  , ∀x ∈  1 , e                                                                                                                                   

δ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  ,την εφαπτομϋνη και την ευθεύα  x = e  
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24.98 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = lnx − x4                                                                                                                                  
α) Να μελετόςετε την f  ωσ προσ την κυρτϐτητα και τα ςημεύα καμπόσ                                                                                                     
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  ςτο ςημεύο με τετμημϋνη x = 1                                                                                 
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την  Cf  , την εφαπτομϋνη και                                                  
των ευθειών  x = 1  και  x = 2   

24.99 Έςτω F , G οι αρχικϋσ των  f , g αντύςτοιχα, για τισ οπούεσ ιςχϑει  F x) − G x) = x2 − 4x + 4                                       
και  F 2) = G 2) = 0 . Να βρεύτε το εμβαδϐν του  χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  και x = 0   

24.100  Σο χωρύο που περικλεύεται απϐ την γραφικό  παρϊςταςη τησ  f x) = x2 + 1 και την                                        
ευθεύα  y = 5  χωρύζεται απϐ την ευθεύα   y = α2 + 1 ,α > 0 ςε δϑο ιςοεμβαδικϊ χωρύα.                                                                                      
Να βρεύτε το α .              χολικϐ) 

24.101 Δύνονται οι ςυναρτόςεισ   f x) = ln(2x − 1) ,  g x) = e2x−2 − 1                                                                            
α) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ εφαπτομϋνησ των  Cf  , Cg  ςτο κοινϐ τουσ ςημεύο Α 1 , 0)                                                      

β) Να μελετόςετε τισ  f , g  ωσ προσ την κυρτϐτητα                                                                                                                                                      
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cg  και x = 2    

24.102 Δύνεται η ςυνϊρτηςη   f x) = eλx ,  λ > 0 .                                                                                                                                  
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι γνηςύωσ αϑξουςα                                                                                                                                           
β) Να δεύξετε ϐτι η εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ τησ Cf  , η οπούα διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων ,                       
εύναι η  y = λe ∙ x . Βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου επαφόσ  Μ.                                                                                                                                
γ) Να δεύξετε ϐτι το εμβαδϐν Ε λ) του χωρύου , το οπούο περικλεύεται απϐ την Cf  , τησ                                             

εφαπτομϋνησ τησ ςτο ςημεύο Μ και του ϊξονα  y’y , εύναι  Ε(λ) =   
  e – 2 

2λ
                                                                                                                       

δ) Να βρεύτε το ϐριο lim
λ→+∞

 
λ2 ∙ Ε λ)

2+ημλ
                        ΘΕΜΑ  2005 ) 

24.103 Δύνεται η   f x) = x3 − 3x − 2ημ2θ  ,  θ ≠ κπ +
 π 

2
  μια ςταθερϊ. Να βρεύτε το εμβαδϐν                                       

του χωρύου  που περικλεύεται απϐ την  Cf   και την ευθεύα  y = −2x − 2ημ2θ       ΘΕΜΑ  2007 )  

24.104 Δύνεται η  f x) =  
 x43

  , x ∈ [−1 , 0)

ex ∙ ημx  , x ∈  0 ,π 
   . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ 

τισ  Cf  , Cg   με  g x) = e5x  τον ϊξονα y’y και την ευθεύα  x = π                      ΘΕΜΑ  2017 ) 

24.105 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) =  x − 1) ∙ ln x2 − 2x + 2) − x + 2. Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου 
που  περικλεύεται απϐ την  Cf  , την ευθεύα  y = −x + 2 και των ευθειών  x = 1 ,  x = 2    ΘΕΜΑ  2019 )        

 

Γ.  Εμβαδϐ  μεταξϑ  𝐂𝐟 ,𝐂𝐠 ,𝐂𝐡 

24.106 Δύνεται ςυνϊρτηςη f x) = ex . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf ,                                                                 
τον ϊξονα x’x  , την εφαπτομϋνη ευθεύα  ε τησ  Cf   που διϋρχεται απϐ την αρχό των αξϐνων και                                       
την ευθεύα  x = −1  .  

24.107 Δύνεται ςυνϊρτηςη f x) = ex . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf ,                                                    
τον ϊξονα x’x  , την εφαπτομϋνη ευθεύα  ε  τησ  Cf   ςτο ςημεύο τησ Α 1 , e) και την ευθεύα  x = −1  . 

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 244 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 245 
 

 

24.108 Δύνεται ςυνϊρτηςη f x) = −x2 − x + 2  .                                                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  x = −1                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα x’x   και την εφαπτομϋνη . 

24.109 Δύνεται ςυνϊρτηςη f x) = 3x2   .  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                      
α) την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  x = 1                                                                                                                                                               
β) το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα x’x  και την εφαπτομϋνη  χολικϐ) 

24.110 Δύνεται ςυνϊρτηςη f x) = −x2 + 3x  .                                                                                                                                                                         
α) Να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  Cf   ςτο  x = 1                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα x’x  και την εφαπτομϋνη 

24.111 Δύνεται ςυνϊρτηςη f x) = x2 − 6x + 5 . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                      
α) την εφαπτομϋνη τησ  Cf   που εύναι  παρϊλληλη ςτην ευθεύα  ζ : x −2y + 2020 = 0 .                                                                  
β) το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ την  Cf  , την εφαπτομϋνη και τον ευθεύα  y = −4 

23.112 Δύνεται ςυνϊρτηςη  f x) = x2 − 4x. Να βρεύτε:                                                                                                                
α) τισ εξιςώςεισ των εφαπτϐμενων ςτα ςημεύα  που η Cf   τϋμνει τον  ϊξονα x’x                                                                                                
β) το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ  την  Cf   και τισ δϑο εφαπτϐμενεσ                                                               

24.113 α) Να βρεύτε το εμβαδϐ Ε λ) του χωρύου Ω  που περικλεύεται απϐ τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ                                          

των ςυναρτόςεων  f x) = 
ex

x
  , g x) = lnx , τον ϊξονα x’x και την ευθεύα  x = λ , λ > 𝑒                                                       

β) Να βρεύτε το lim
λ→+∞

Ε λ)   χολικϐ)                        

24.114 Δύνεται η παραγωγύςιμη  f ∶ ℝ → ℝ  για την οπούα ιςχϑει  f ′ x − 2) = 4x − 8 , f 1) = 2                                       
α) Να αποδεύξετε ϐτι   f x) = 2x2                                                                                                                                                         
β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτϐμενησ τησ  Cf   ςτο ςημεύο με τετμημϋνη x = 1                                                                                                
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , τον ϊξονα x’x  και την εφαπτομϋνη . 

********************************************************************************************************* 

24.115 Δύνεται η  f x) = x2 + x + α , α ∈ ℝ .  Αν η εφαπτομϋνη  ε) τησ Cf  ςτο ςημεύο τομόσ τησ  με την 
ευθεύα  x = 2 τϋμνει τον ϊξονα y’y  ςτο y0 = −3 , τϐτε  να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                                     
α) το α και την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ  ε)                                                                                                                    
β) το εμβαδϐν του χωρύου  που περικλεύεται   μεταξϑ τησ γραφικόσ παρϊςταςησ τησ f  ,                                                                       

τησ εφαπτομϋνησ  ε)   , του ϊξονα x’x  και τησ ευθεύασ  x = 
3

5
                     ΘΕΜΑ  2006 Ε )   

24.116 Δύνεται η  f x) = −ημx , x ∈  0 ,π   και δϑο εφαπτϐμενεσ που ϊγονται απϐ το Α  
π

2
 ,−

π

2
                                                

ϋχουν εξιςώςεισ  ε1: y = x  και  ε2:  y = x − π .  Αφοϑ ςχεδιϊςετε την Cf  και τισ εφαπτϐμενεσ ,                                                   

να αποδεύξετε ϐτι  
Ε1

Ε2
=

π2

8
− 1 ,  ϐπου  Ε1 το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την  Cf   και                                    

τισ ευθεύεσ  ε1 , ε2   και  Ε2 το  εμβαδϐν  του χωρύου που περικλεύεται απϐ την  Cf   και του ϊξονα x’x                
  ΘΕΜΑ  2017  ) 

24.117  Δύνεται η  ςυνϊρτηςη  f x) =  x , x ≥ 0 .  Να υπολογύςετε το εμβαδϐν του χωρύου που 
περικλεύεται απϐ τη Cf , την εφαπτομϋνη τησ Cf   ςτο ςημεύο Μ 1 , 1) και τον ϊξονα x’x    ΘΕΜΑ 2019Ε ) 
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Δ.  Εμβαδϐ  και  Αντύςτροφη   υνϊρτηςη 

24.118 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x3 + x + 1  .                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                                
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την  Cf−1 , τον ϊξονα x’x                                                          
και τισ ευθεύεσ   x = 1 , x = 3  .                                                               

24.119 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x5 + 2x − 3  .                                                                                                                                                        
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                                
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf−1  , την ευθεύα x = −6                                                  
και τουσ ϊξονεσ x’x  και y’y   

 24.120 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = ex + x − 1 .                                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ την Cf−1  , τον ϊξονα x’x                                                               
και τισ ευθεύεσ x = 0 , x = e  . 

24.121 Δύνεται η ςυνϊρτηςη f x) = x − 1 + lnx   .                                                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                                      
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την  Cf−1  , τον ϊξονα x’x                                                
και τισ ευθεύεσ  x = 0  ,  x = e     

24.122 Να δειχθεύ ϐτι η   f x) = ln x + 1) + x   αντιςτρϋφεται και να βρεθεύ το εμβαδϐν του                                            
χωρύου που περικλεύεται απϐ Cf−1  , τον ϊξονα x’x  και την ευθεύα  x = e          

24.123 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = ex +  x − 1                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται . 
β) Να βρεύτε το εμβαδϐ του χωρύου που  περικλεύεται απϐ την γραφικό παρϊςταςη τησ  f−1  του 
ϊξονα x’x  και τησ ευθεύασ  x = e .                                                                                                                                                                                                                                            
γ) Αν η f−1 εύναι παραγωγύςιμη να βρεύτε την εφαπτομϋνη τησ  f−1 ςτο  x0=0   
 
24.124 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f(x)= 2ex −  x2 + 1  
α) Να βρεύτε την μονοτονύα τησ f                                                                                                                                                                            
β) Να δεύξετε ϐτι  f    0 , 1  )=   3 , 2e  
γ) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι αντιςτρϋψιμη 
δ) Αν η  f−1 εύναι ςυνεχόσ , να βρεύτε το εμβαδϐ του χωρύου Ω που περικλεύεται απϐ την                                                  
γραφικό παρϊςταςη τησ f−1 , τον ϊξονα x’x  και τισ ευθεύεσ  x = 3 , x = 2e . 

24.125 Δύνεται η ςυνεχόσ  f ∶  ℝ → ℝ    ώςτε να ιςχϑει  f x) =  ∫ f t)dt + 20
3

0
  ex−3 −  x2 −  2x , xϵ ℝ                                                                                                                                          

α) Να αποδεύξετε ϐτι   f x) = 2ex −  x2 − 2x                                                                                                                                                        
β) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1                                                                                                                                                                                  
γ) Να βρεύτε το πεδύο οριςμοϑ τησ αντύςτροφησ                                                                                                                                          
δ) Να βρεύτε το εμβαδϐ του χωρύου που περικλεύεται απϐ την γραφικό παρϊςταςη  τησ αντύςτροφησ, 

τον ϊξονα x’x  και τισ  ευθεύεσ  x = 
2

e2  ,  x = 2 .                                                         

********************************************************************************************************* 
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24.126 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ , παραγωγύςιμη ώςτε  f 3 x) + f x) = 2x   ,  x ∈ ℝ  .                                                                                    
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται  και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                                               
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf  , την ευθεύα  x = 1  και τουσ x’x , y’y   

24.127 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ , παραγωγύςιμη ώςτε  f 3 x) + f x) = x + 2   ,  x ∈ ℝ                                                                                                    
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται και να βρεύτε την αντύςτροφη                                                                                                                                                                                               
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ την Cf   και τουσ ϊξονεσ  x’x  και y’y  .                                                    

******************************************************************************************************** 

24.128 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x2007 + x − 1 .                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται .                                                                                                                                                                                             
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ τισ   Cf  , Cf−1  και τισ                                                        
ευθεύεσ  x = −1 , x = 1 

24.129 Δύνεται η f x) = x3 − 6x2 + 12x − 6 .                                                                                                                                                      
α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                             
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ   Cf  , Cf−1  

24.130 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 + 
 3 

4
  x                                                                                                                                                     

α) Να δεύξετε ϐτι η f εύναι 1-1 .                                                                                                                                                                                             
β) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ   Cf  , Cf−1  

24.131 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x3 − 3x2 + 3x                                                                                                                                                     
α) Να δεύξετε ϐτι η f αντιςτρϋφεται .                                                                                                                                      
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα τησ  Cf  με την διχοτϐμο τησ πρώτησ γωνύασ των αξϐνων                                                                                                                                                                                            
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ   Cf  , Cf−1  

24.132 Δύνεται η f x) = x2 + 2x  , x ≥ −1   .                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι 1-1 και να βρεύτε την  αντύςτροφό τησ                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών παραςτϊςεων  f  ,  f−1                                                                                                                   
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ των  f , f−1 

24.133 Δύνεται η  f x) = x2 − 2x + 2  , x ≥ 1   .                                                                                                                                                       
α) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι 1-1 και να βρεύτε την αντύςτροφό τησ                                                                                                                                  
β) Να βρεύτε τα κοινϊ ςημεύα των γραφικών παραςτϊςεων  f  ,  f−1                                                                                                                   
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cf−1  
 
24.134 Δύνεται παραγωγύςιμη ςυνϊρτηςη f  ςτο  0 , 1  ώςτε   f 3 x) + 2f x) = 3x  , xϵ 0 , 1  .                                                                                                                                                                               
α) Να δεύξετε ϐτι f(0) = 0 , f(1) = 1 
β) Να βρεύτε την αντύςτροφη ,αν ορύζεται 

γ) Να δεύξετε ϐτι  ∫ f−1 x)dx = 1 −  ∫ f x)dx
1

0

1

0
  

δ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που  περικλεύεται απϐ τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ  f ,  f−1                                         
και των ευθειών x = 0 και  x = 1  

24.135 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f ∶ ℝ → ℝ  ςυνεχόσ , για την  οπούα  ιςχϑει  f x) = x − 1 − F x), x ∈ ℝ ,                
ϐπου F αρχικό τησ  f  ςτο ℝ  με  F 0) = 0                                                                                                                                            
α) Να δεύξετε ϐτι η f  εύναι παραγωγύςιμη                                                                                                                                            
β) Να βρεύτε τον τϑπο τησ f                                                                                                                                                                    
γ) Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται απϐ τισ  Cf  , Cf−1   και τισ ευθεύεσ  x = −1 , x = 0                                           

 

25.08.2020 Αποκλειστικά στο lisari.blogspot.com Page 247 of 248 



ΝΙΚΟ Κ. ΡΑΠΣΗ Σελίδα 248 
 

 

24.136 Δύνεται η ςυνϊρτηςη  f x) = x5 + x3 + x  . Να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου που περικλεύεται                                
απϐ την Cf−1  , τον ϊξονα x’x και την ευθεύα  x = 3 .                         ΘΕΜΑ  2003 ) 

24.137 Δύνεται παραγωγύςιμη  f ∶  0, +∞) → ℝ   για την οπούα  ιςχϑει   ef(x) f 2 x) − 2f x) + 3) = x                                                                                                                                                                                                                               
α) Να αποδεύξετε ϐτι η  f  αντιςτρϋφεται και να βρεύτε την αντύςτροφη τησ .                                                                            
β) Να μελετόςετε την αντύςτροφη ωσ προσ την  κυρτϐτητα .                                                                                                                           
τη ςυνϋχεια  να βρεύτε το εμβαδϐν του χωρύου  που περικλεύεται απϐ την  γραφικό παρϊςταςη                        
τησ αντύςτροφησ  , την εφαπτομϋνη τησ   αντύςτροφησ ςτο ςημεύο που αυτό τϋμνει                                              
τον ϊξονα y’y και την ευθεύα  x = 1                                       ΘΕΜΑ  2014 Ε )               

 

 

 
 

   

 

 

                 

          

 

 

   

   

 

 

 

                                             

 

 

 

 

 

 

Ο Αρχιμόδησ ο υρακοϑςιοσ (287 π.Φ.– 212 π.Φ.) όταν 

αρχαύοσ Έλληνασ μαθηματικϐσ, μηχανικϐσ, φυςικϐσ,             

εφευρϋτησ και αςτρονϐμοσ.  

Θεωρεύται ωσ μύα απϐ τισ μεγαλϑτερεσ μαθηματικϋσ 

ιδιοφυϏεσ ϐλων των εποχών και ϋνασ απϐ τουσ 

λαμπρϐτερουσ επιςτόμονεσ τησ κλαςικόσ αρχαιϐτητασ. 

Ο Αρχιμόδησ θεωρεύται ϐτι εύναι ο ςπουδαιϐτεροσ απϐ τουσ 

μαθηματικοϑσ τησ αρχαιϐτητασ και ϋνασ απϐ τουσ 

ςπουδαιϐτερουσ ϐλων των εποχών. 

Ο Αρχιμόδησ μποροϑςε να χρηςιμοποιόςει 

τα απειροελϊχιςτα με τρϐπο παρϐμοιο με 

τον Ολοκληρωτικϐ Λογιςμϐ  
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