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ΜΑΘΗΜΑ  38                                         
3.1     ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ (ΠΑΡΑΓΟΥΣΑ)     
           Θεωρία - Σχόλια  - Μέθοδοι - Ασκήσεις                                    

 

ΘΕΩΡΙΑ 
1. 
Ορισµός 
Έστω συνάρτηση   f : ∆ →ℝ .  (προσοχή,  το  ∆  είναι διάστηµα) 

Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της  f  στο ∆  λέγεται κάθε συνάρτηση  F  που 

είναι παραγωγίσιµη στο  ∆  και  ισχύει   F́ (x) = f(x)   για κάθε  x∈∆. 

 
 
2. 
Θεώρηµα 
Αν  F  είναι µια  παράγουσα της   f  στο  ∆,  τότε : 

•      όλες  οι συναρτήσεις της µορφής    G(x) = F(x) + c ,  c∈ ℝ    

        είναι  παράγουσες  της f  στο ∆    και 

•      κάθε άλλη παράγουσα  G  της  f  στο  ∆  παίρνει τη µορφή    

                            G(x) = F(x) + c   µε   c∈ ℝ    

 
 
3. 
Πίνακες  παραγουσών  βασικών  συναρτήσεων 
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4. 
Το  άθροισµα 
F παράγουσα της  f  και  G  παράγουσα της  g   ⇒     F + G  παράγουσα της   f + g 
 
 
5. 
Το  γινόµενο επί αριθµό 
F παράγουσα της  f    ⇒     λF  παράγουσα της   λf 
 
 
 
 

ΣΧΟΛΙΑ - ΜΕΘΟ∆ΟΙ 

1. 
Μια  λεπτοµέρεια 
Η έκφραση :   G(x) = F(x) + c ,  c∈ ℝ     
                       σηµαίνει ότι έχουµε άπειρες συναρτήσεις  G,  αφού το  c  παίρνει 
                       άπειρες τιµές. 
Η έκφραση :   G(x) = F(x) + c   για κάποιο  c∈ ℝ   
                       σηµαίνει ότι έχουµε  συγκεκριµένη συνάρτηση  G. 
 
 
2. 
Το πλήθος των παραγουσών µιας συνάρτησης 
Έτσι και υπάρχει µια παράγουσα, υπάρχουν άπειρες. 
∆ύο οποιεσδήποτε από αυτές διαφέρουν κατά σταθερά. 
 
 
3. 
Προσοχή 
Το θεώρηµα της παραγράφου  έχει δύο προϋποθέσεις 
α)    Η συνάρτηση είναι συνεχής   
β)    Το  ∆  είναι διάστηµα 
Αν το  πεδίο ορισµού είναι ένωση διαστηµάτων,  τότε το θεώρηµα εφαρµόζεται 
κατά διαστήµατα. 
 
 
4. 
Τεχνική  εύρεσης  παράγουσας 
Παράδειγµα  1.   Αναζητώ µια παράγουσα της  συν3x 
                             Πρέπει να παραγωγίσω την  ηµ3x :     (ηµ3x)́  = συν3x ⋅3   ⇒  

                                                                                          1
3

(ηµ3x)́  = συν3x   ⇒  

                                                                                          ( )1 3x
3

′
ηµ =  συν3x 
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                             Άρα µια παράγουσα της  συν3x  είναι  η    1
3
ηµ3x 

 

Παράδειγµα  2.   Αναζητώ µια παράγουσα της    1
2x 1+

  στο   (0,  +∞) 

                             Πρέπει να παραγωγίσω την  ln(2x + 1)  :   [ln(2x + 1)]́ = 1
2x 1+

⋅2 

                                                                                                1
2

[ln(2x + 1)]́  = 1
2x 1+

 

                                                                                                ( )1 ln 2x 1
2

′ +  
= 1

2x 1+
 

                             Άρα µια παράγουσα της  1
2x 1+

 είναι η  1
2

ln(2x + 1) 

 
 
5. 
Χρήσιµος  πίνακας  παραγουσών   
 

Συνάρτηση Παράγουσα 
f (x)

f (x)

′
 ln|f(x)| +c 

f (x)

2 f (x)

′
 f (x) + c 

2f ( x )f ( x )′  ( )( )2
f x + c 

2

f (x)

f (x)

′
 −

1

f (x)
 + c 

f ΄(x) f ν(x)  , ν≠ −1 
1f (x)

1

ν+

ν +
+ c 

 
 
 
6. 
Μέθοδος 
Όταν θέλω να προσδιορίσω τύπο συνάρτησης ,  προσπαθώ να δηµιουργήσω  

                            ( …….. )΄ =  ( …….. )́       ή      ( …….. )́ =  0 
∗    Αυτό το συναντήσαµε και στην παράγραφο   2.6 

 
7. 
Μέθοδος 
•     Από τη σχέση   f ́ (x) + αf(x) = c    να βρίσκω την  f 

       Πολλαπλασιάζω µε   xeα  :    eαx f ΄(x) +α eαx f(x) = ceαx             

                                                      eαx f ΄(x) +(eαx )΄f(x) = ceαx   
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                                                      ( )xe f (x)α ′= x1
ceα

′ 
 α 

   

                                                      eαx f(x) = 
1

α
ceαx + c1     ⇔  

                                                      f(x) =
1

α
c + 1c xe− α        

 
•     Από τη σχέση     f ́ (x) + f(x) = c    να βρίσκω την  f    (κάνε εφαρµογή για α = 1) 
 
•     Από τη σχέση     f ́ (x) – f(x) = c    να βρίσκω την  f    (κάνε εφαρµογή για  α = –1) 
 
 
 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Να βρείτε συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει    ef(x) f ΄(x) = x + x3   για κάθε x∈ℝ  και  

η   Cf   διέρχεται από το σηµείο  Μ(0, 1). 
Προτεινόµενη λύση  

f (x)e f (x)′ = x + x3       ⇒        ( )
2 4

f (x) x x
e

2 4

′ ′ = + 
 

 

                                               
2 4

f (x) x x
e c

2 4
= + +         (1)  

Μ(0, 1)∈Cf     ⇒      f(0) = 1  

Η   (1)   για  x = 0    δίνει    
2 4

f (0) 0 0
e c

2 4
= + +     ⇒    e = c   

(1)   ⇒    
2 4

f (x) x x
e e

2 4
= + +      ⇔     f(x) = ln

2 4x x e
2 4

 
+ + 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχόλια  5, 6 
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2. 

Να  βρείτε συνάρτηση  f  µε   f(x)≠ 0   τέτοια ώστε   x
2

f (x)
2x e

(f (x))

′
= +    για κάθε  

x∈ℝ   και   f(0) =−1. 

Προτεινόµενη λύση  

 x
2

f (x)
2x e

(f (x))

′
= +    ⇔     ( )2 x1

x e
f (x)

′ − ′= + 
 

 

                                          2 x1
  x e c

f (x)

−
= + +        (1) 

Η   (1)   για  x = 0    δίνει    2 01
  0 e c

f (0)

−
= + +     ⇒     

1
  1 c

1

−
= +

−
    ⇒      c = 0 

(1)   ⇔    2 x1
x e

f (x)

−
= +      ⇔     

2 x

1
f (x)

x e

−
=

+
 

 
 
 
3. 
Να βρείτε συνάρτηση  f  µε   f(x)≠ 0 ,  για την οποία ισχύει   f(1) = 2    και 

                                  
f (x) 1

1 x xf (x)

′
=

+
 ,  για κάθε   x ≥  1   

Προτεινόµενη λύση  

f (x) 1
  

1 x xf (x)

′
=

+
    ⇔    

1 x
f (x)f (x)  

x

+
′ =  

                                        2f (x)f (x)′  =  2( )11
x

+  

                                       2f ( x ) ′ 
  =  [2(x + lnx)]΄ 

                                       2f (x) = 2(x + lnx) + c        (1) 

Η   (1)   για  x = 1    δίνει    2f (1) = 2(1 + ln1) + c 
                                            22  = 2 + c     
                                            c = 2 

(1)   ⇔    2f (x) = 2(x + lnx) + 2    ⇔    2f (x) = 2(x + lnx + 1)    (2) 

Αλλά   x ≥  1   ⇒    lnx ≥  0    ⇒     x + lnx + 1 ≥  2 > 0 

Οπότε    (2)    ⇔    f (x) 2(x ln x 1)= ± + +       (3) 

Επειδή η f είναι συνεχής (αφού είναι παραγωγίσιµη)  και  f(x)≠ 0  για κάθε  x ≥  1,   

η f  θα διατηρεί σταθερό πρόσηµο. 

Επειδή  όµως   f(1) = 2 > 0 ,  θα είναι    f(x) > 0. 

Οπότε  η   (3)     ⇔     f (x) 2(x ln x 1)= + +  

Σχόλια  5, 6 

Σχόλια  5, 6 
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4. 

Να βρείτε συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει   f ́ (x) = 2011 + 
f (x)

x
 ,  x > 0    

Προτεινόµενη λύση  
f (x)

f (x) 2011  
x

′ = +     ⇒     
f (x)

f (x) 2011
x

′ − =      

                                               
xf (x) f (x)

2011
x

′ −
=   

                                               
2

xf (x) f (x) 2011

xx

′ −
=   

                                               ( )f (x)
2011ln x

x

′  ′= 
 

  

                                               
f (x)

2011ln x c
x

= +   µε  c∈ℝ  

 
 
5. 
∆ίνεται παραγωγίσιµη συνάρτηση f  για την οποία  ισχύουν  f(0) = 0   και   f ́ (x) > f(x)   

για κάθε  x∈ℝ .   Να αποδείξετε ότι  xf(x) > 0  για κάθε x ≠ 0  

Προτεινόµενη λύση  

f ΄(x) > f(x)   ⇒      f ́ (x) −  f(x) > 0       

                               e-x f ΄(x) −  e-x f(x) > 0 e-x     

                               e-x f ΄(x) + (e-x )΄f(x) > 0      

                              (e-x f(x) )΄ > 0  

Εποµένως η συνάρτηση   g(x) = e-x f(x)  ,  x∈ℝ     είναι γνησίως αύξουσα . 

•      Για   x > 0      
g↑

⇒       g(x) > g(0)    

                                          g(x) >  e-0 f(0)  =  1⋅0 = 0 

                                          e-x f(x) > 0  

                                          f(x) > 0   και αφού  x > 0    ⇒      xf(x) > 0   

•      Για   x < 0      
g↑

⇒       g(x) < g(0)    

                                          g(x) <  e-0 f(0)  =  1⋅0 = 0 

                                          e-x f(x) < 0  

                                          f(x) < 0   και αφού  x < 0    ⇒      xf(x) > 0    

  

 
 
 

Να θυµόµαστε αυτή  
τη διαδικασία 

Σχόλιο 7 
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6. 

 Αν για µία συνάρτηση  f  ισχύει   f ́ ΄(2x−1) = x−
2

1
   για κάθε  x∈ℝ   και η  

εφαπτοµένη της  Cf  στο  σηµείο της  Α(2, 3)  έχει συντελεστή διεύθυνσης 2 ,  

να βρείτε την f . 

Προτεινόµενη λύση  

Στη σχέση    f ́ ΄(2x−1) = x−
2

1
   θέτουµε    2x−1 = y   ⇔  x =

y 1

2

+
   , y∈ℝ  .  

Οπότε     f ́ ΄(y) =
2

1
y     ⇒      ( )

21 y
f (y)

2 2

′ ′′ = ⋅ 
 

 ⇔  

                                                  f ΄(y) = 21
y c

4
+        (1) 

Η  (1)  για  y = 2  δίνει    f ́ (2) = 1 + c  

Όµως  από υπόθεση είναι   f ́ (2) = 2 ,   άρα   2 = 1 + c   ⇒    c = 1    

Η  (1) γίνεται     f ́ (y) = 21
y

4
+ 1     ⇒      

31 y
f (y) y

4 3

′ 
′ = ⋅ + 

 
                  

                                                                   f(y) = 3
1

1
y y c

12
+ +     (2) 

Η  (2)  για  y = 2  δίνει   f(2) = 1

1
8 2 c

12
⋅ + +         

Όµως  από υπόθεση είναι    f(2) = 3 ,   άρα   3 = 1

1
8 2 c

12
⋅ + +   ⇒    c1 = 

1

3
    

Η  (2)   γίνεται       31 1
f (y) y y

12 3
= + +     δηλαδή  

                               f(x) = 31 1
x x

12 3
+ +  ,  x∈ℝ   
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7. 
 Έστω συνάρτηση  f , τέτοια ώστε   f(1) =1  για κάθε  x∈ℝ   να ισχύει   

f ΄΄(x) + f ΄΄(2−x) = 2.  Να αποδείξτε ότι   f(x) + f(2−x) = x2−2x + 3 

Προτεινόµενη λύση  

f ΄΄(x) + f ΄΄(2−x) = 2     ⇒       f ́ ΄(x) – f ́ ΄(2−x) (2 – x)́= 2   

                                      (f ΄(x))΄ – (f ΄(2−x))΄ = 2 

                                                  ( )f (x) f (2 x) ′′ ′− − = (2x)́              

                                                   f ΄(x) − f ΄(2−x) = 2x + c       (1)  

Η   (1)   για  x = 1    δίνει    f ́ (1) −  f ΄(2−1) = 2 ⋅1 + c        

                                            f ΄(1) −  f΄(1) = 2 + c      ⇒      c = −2    

Η  (1) γίνεται    f ́ (x) −  f ΄(2−x) = 2x −2   ⇒     f ́ (x) + (f(2−x))΄ = 2x – 2  

                                                           (f(x) + (f(2−x))΄ = ( 2x – 2x)́  

                                                                               f(x) + f(2−x) = x2−2x + c1     (2) 

Η   (2)   για  x = 1    δίνει    f(1) + f(2−1) = 12−2⋅1 + c1      

                                            f(1) + f(1) = 1−2⋅1 + c1      

                                           2f(1) = −1 + c1   

                                           2⋅1 = −1 + c1     ⇒      c1 = 3 

Η  (2) γίνεται    f(x) + f(2−x) = x2−2x + 3  
 
 
 
 
 
 
 
 
8. 
Αν    f ́ (x) = 3x2f(x)   και   f(x) > 0,   βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

f ΄(x) = 3x2f(x)    ⇔    
f (x)

f (x)

′
 = 3x2     

                                      [ln(f(x)] ΄= (x3)΄   

                                      lnf(x) = 3x  + c     ⇔     f(x) = 
3x ce +  

 

 

Για τις επόµενες  9 ασκήσεις, 
8 – 16 ,  παραθέτουµε το τρικ 
µετασχηµατισµού και όχι  
την πληρότητα της άσκησης 
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9. 
Αν    f ́ (x)συνx = 1 + f(x)ηµx  ,   βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

f ΄(x)συνx = 1 + f(x)ηµx   ⇔    f ́ (x)συνx − f(x)ηµx = 1 

                                                   f ΄(x)συνx + f(x)(συνx)΄ = 1 

                                                  (f(x)συνx)΄= ( x)́    ⇔     f(x)συνx = x + c 

 

10. 

Αν    xf ́ (x) =
2

1

x
−2f(x)  ,  x > 0   ,   βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

xf ΄(x) =
2

1

x
−2f(x)   ⇔   xf ΄(x) + 2f(x) =

2

1

x
  

                                         x2f ΄(x) + 2xf(x) = 
1

x
     

                                         (x2f(x))΄= (lnx)́          κ .λ . π  
 

 
11. 

Αν    f ́ (x) = 
2

1 f (x)

xx
−    , x∈ℝ *    ,   βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

f ΄(x) = 
2

1 f (x)

xx
−     ⇔    f ́ (x) + 

f (x)

x
 = 

2

1

x
  

                                          xf ΄(x) + f(x) = 
1

x
           

                                          xf΄(x) + x΄f(x) = 
1

x
           

                                          (xf(x))΄ = (lnx)́           κ . λ . π.  

 

 
12. 
Αν   f(0) = 0   και  x + f ́ (x)f(x) = f(x) + xf ΄(x) ,  x∈ℝ  ,   βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

x + f ́ (x)f(x) = f(x) + xf ΄(x)    ⇔    
2 2x f (x)

2 2

′ 
+ 

 
= (xf(x))΄       κ .λ . π 
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13. 
Αν    f ́ (x)−2xe –f(x)  = 0  ,  x∈ℝ  ,   βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

f ΄(x)−2xe–f(x)  = 0     ⇔     f ́ (x) −2x
f (x)

1

e
 = 0   

                                           f ΄(x) e f(x) = 2x      

                                          ( )f (x)e ′= (x2)΄     κ . λ. π  

 

14. 
Αν    x2f ΄(x) + e –f(x) = 0  , x > 0  ,    βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

x2f ΄(x) + e –f(x) = 0       ⇔      x2f ΄(x) +
f (x)

1

e
= 0    

                                                f ΄(x) e f(x) +
2

1

x
 = 0      

                                              f (x) 1
e

x

′ − 
 

= ć        κ . λ . π 

 

 
15. 
Αν   1+ xf ́ (x) = xe –f(x)  , x > 0  ,    βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

1+ xf ́ (x) = xe –f(x)     ⇔     1+ xf ́ (x) =
f (x)

x

e
  

                                             ef(x) + x f ́ (x)e f(x) = x    

                                             (x ef(x))΄ = 
2x

2

′ 
 
 

             κ .λ . π  

 
16. 
Αν   f ́ (x) −3f(x) = −2ex  ,  x∈ℝ  ,    βρείτε τον τύπο της  f. 

Προτεινόµενη λύση  

f ΄(x) −3f(x) = −2ex    ⇔   e-3x f ΄(x) −  3e-3xf(x) = −2 e-3x ex   (πολλ/µός µε το  e-3x ) 

                                             e-3x f ΄(x) + (e-3x)΄f(x) = −2 e-3x ex    

                                             [e-3x f (x)]΄= (e-2x)΄             κ .λ . π 
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17. 
Αν  f,  g  δύο παραγωγίσιµες στο  ℝ   συναρτήσεις,  τέτοιες ώστε    

f ΄(0)g(0) = f(0)ǵ(0) ,   g(x)≠ 0    και   f ́ ΄(x)g(x) = f(x)ǵ ΄(x) ,    x∈ℝ ,   

να αποδείξετε  ότι   f(x) = cg(x) ,   x∈ℝ    και  c κάποιος πραγµατικός. 

Προτεινόµενη λύση  

               f ́́ (x)g(x) = f(x)ǵ ΄(x)      (προσθέτουµε  f ΄(x)g΄(x))     ⇒  

               f ́́ (x)g(x) + f ́ (x)g΄(x) = f(x)g΄΄(x) + f ΄(x)g΄(x)  

           (f ΄(x))΄g(x) + f ́ (x)g΄(x) =  f(x) (g΄(x))΄ + f ΄(x)g΄(x) 

           (f ΄(x)g(x))΄ = (f (x)g΄(x))΄ 

               f ́(x)g(x) = f (x)ǵ (x) + 1c       (1) 
 
Η   (1)   για  x = 0    δίνει    f ́ (0)g(0) = f (0)ǵ(0) + 1c     ⇒     1c = 0 
 
Η   (1)   γίνεται    f ́ (x)g(x) = f (x)ǵ (x) 

                             f ΄(x)g(x) – f (x)ǵ (x) = 0 

                            
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2

f x g x f x g x

g x

′ ′−

  

  =  0 

                          
( )
( )

f x

g x

′ 
  
 

 =  0     ⇒      
( )
( )

f x

g x
  =  c     ⇒     f(x) = cg(x) 


