ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: Συστήματα
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 1.1: Συστήματα δύο γραμμικών εξισώσεων με δύο αγνώστους

Α΄ ΜΕΡΟΣ
ΘΕΩΡΙΑ

1. Γραμμική εξίσωση
Κάθε εξίσωση που έχει ή που μπορεί να πάρει τη μορφή αx + βy = γ λέγεται γραμμική εξίσωση με δύο αγνώστους .

Τα x και y λέγονται άγνωστοι της εξίσωσης .

Τα α , β λέγονται συντελεστές των αγνώστων , ενώ το γ λέγεται σταθερός όρος .

2. Το σύνολο των λύσεων της εξίσωσης αx + βy = γ με α 
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0 ή β 
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0 παριστάνει ευθεία .

Δύο ειδικές περιπτώσεις γραμμικής εξίσωσης με δύο αγνώστους είναι οι εξισώσεις : 

y = κ και x = κ .

3. Η ευθεία y = κ
H y = κ είναι η εξίσωση της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f (x) = κ και παριστάνει ευθεία η οποία είναι παράλληλη στον άξονα x΄x  και τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο ( 0 , κ) .

Η εξίσωση y = κ επαληθεύεται  από όλα τα ζεύγη που έχουν τεταγμένη κ .

4. Η ευθεία x = κ
Η εξίσωση αυτή παριστάνει ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα y΄y και η οποία τέμνει 
τον άξονα x΄x στο σημείο (κ , 0) . 

Η x = κ επαληθεύεται από όλα τα ζεύγη που έχουν τετμημένη κ .

Παρατήρηση: Η ευθεία αυτή δεν είναι γραφική παράσταση συνάρτησης , αφού το κ αντιστοιχίζεται σε όλους τους πραγματικούς αριθμούς .

5. Σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων
Όταν ζητάμε την κοινή λύση (ή τις κοινές λύσεις) δύο γραμμικών εξισώσεων με δύο αγνώστους , τότε λέμε ότι έχουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους .

Η γενική μορφή ενός τέτοιου συστήματος είναι :

   αx +βy = γ

   α΄x + β΄y = γ΄

6. Λύση του παραπάνω συστήματος λέμε το διατεταγμένο ζεύγος αριθμών (x , y)  

που επαληθεύει ταυτόχρονα και τις δύο εξισώσεις .

Παρατήρηση : Γραφικά οι δύο εξισώσεις παριστάνουν δύο ευθείες οι οποίες τέμνονται .

7. Η διαδικασία της εύρεσης της λύσης λέγεται επίλυση του συστήματος .

Ο έλεγχος που κάνουμε προκειμένου να διαπιστώσουμε αν η λύση που βρήκαμε είναι σωστή λέγεται επαλήθευση .

8. Δύο γραμμικά συστήματα λέγονται ισοδύναμα όταν έχουν τις ίδιες ακριβώς λύσεις .

Παρατήρηση : Η μετατροπή ενός συστήματος σε ισοδύναμο του , γίνεται συνήθως με έναν από τους εξής τρόπους :

· Λύνουμε τη μία εξίσωση του συστήματος ως προς έναν άγνωστο και τον αντικαθιστούμε 
στην άλλη εξίσωση .

· Αντικαθιστούμε μία από τις εξισώσεις (ε) ή (ε΄) π.χ. την (ε) με την  εξίσωση λ (ε) + λ΄ (ε΄) 
που προκύπτει αν στα μέλη της (ε) πολλαπλασιασμένα με λ 
[image: image3.wmf]¹

0 προσθέσουμε τα μέλη 

της (ε΄) πολλαπλασιασμένα με λ΄ .

Η εξίσωση λ (ε) + λ΄ (ε΄) λέγεται γραμμικός συνδυασμός των εξισώσεων (ε) και (ε΄) .

9. Παρατήρηση: Γενικά για να λύσουμε ένα σύστημα 2x2 , εργαζόμαστε ως εξής :

· Κάνουμε απαλοιφή παρανομαστών , αν υπάρχουν .

· Κάνουμε τις πράξεις και χωρίζουμε τους γνωστούς από τους αγνώστους .

· Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων .

· Βάζουμε τα x κάτω από τα x και τα y κάτω από τα y .

· Εφαρμόζουμε μία από τις μεθόδους επίλυσης που αναφέρουμε αμέσως παρακάτω .

10. Για να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους ακολουθούμε 

τρεις μεθόδους :

α) Η μέθοδος της αντικατάστασης

ι) Λύνουμε τη μία από τις δύο εξισώσεις ως προς έναν άγνωστο 

(π.χ. έστω ως προς x) .

ιι) Αντικαθιστούμε στη δεύτερη εξίσωση το x με την παράσταση που βρήκαμε και λύνουμε 
την εξίσωση που προκύπτει με την αντικατάσταση , βρίσκοντας την τιμή του y .

ιιι) Αντικαθιστούμε την τιμή του y στην πρώτη εξίσωση και υπολογίζουμε τον άγνωστο x .

Παρατήρηση : Σκόπιμο θα είναι να αντικαταστήσουμε τις τιμές των αγνώστων που βρήκαμε 
στις αρχικές εξισώσεις και να ελέγξουμε αν τις επαληθεύουν , δηλαδή να κάνουμε 
επαλήθευση του συστήματος . 

β) Η μέθοδος των αντίθετων συντελεστών ( ή της απαλοιφής)

ι) Φέρνουμε τις δύο εξισώσεις του συστήματος στη μορφή αx + βy = γ  φροντίζοντας να είναι τα x κάτω από τα x , τα y κάτω από τα y και στα δεύτερα μέλη οι γνωστοί όροι .

ιι) Πολλαπλασιάζουμε τη μία ή και τις δύο εξισώσεις με κατάλληλο αριθμό , ώστε 

οι συντελεστές του x (ή του y) στις δύο εξισώσεις να είναι αντίθετοι αριθμοί .

ιιι) Προσθέτουμε κατά μέλη τις εξισώσεις , οπότε απαλείφεται ο άγνωστος x (ή ο y) 

και προκύπτει εξίσωση ως προς y (ή ως προς x) , την οποία και επιλύουμε .  

ιv) Αντικαθιστούμε την τιμή του αγνώστου που βρήκαμε σε μία από τις δύο αρχικές εξισώσεις , βρίσκοντας έτσι τον άλλο άγνωστο . 

γ) Η μέθοδος της σύγκρισης 

ι) Λύνουμε και τις δύο εξισώσεις ως προς τον ίδιο άγνωστο , π.χ. ως προς x .
ιι) Τις παραστάσεις του y που προκύπτουν τις εξισώνουμε και λύνουμε την εξίσωση 

που προκύπτει .

ιιι) Την τιμή του αγνώστου y που βρίσκουμε την αντικαθιστούμε σε μία από τις δύο εξισώσεις 
και βρίσκουμε τον άλλο άγνωστο , δηλαδή το x .

11. Σύστημα αδύνατο
Θα λέμε ότι ένα σύστημα είναι αδύνατο όταν δεν υπάρχουν τιμές των x , y 

που να επαληθεύουν το σύστημα . 

Παρατήρηση : Ένα αδύνατο σύστημα παριστάνεται με δύο διαφορετικές ευθείες που είναι μεταξύ τους παράλληλες .

Δύο γραμμικές εξισώσεις θα παριστάνουν ευθείες παράλληλες όταν διαφέρουν μόνο 
ως προς τον σταθερό όρο .

12. Σύστημα με άπειρες λύσεις (αόριστο)
Θα λέμε ότι ένα σύστημα είναι αόριστο ή έχει άπειρες λύσεις όταν υπάρχουν άπειρα ζεύγη 

(x , y) που επαληθεύουν τις εξισώσεις του .

Παρατήρηση : Ένα αόριστο σύστημα παριστάνεται με μία ευθεία (δηλαδή οι δύο εξισώσεις ταυτίζονται) . 

Κάθε σημείο της ευθείας αυτής ορίζει και μία λύση του συστήματος .

13. Έστω ε1 = 0 και ε2 = 0 δύο γραμμικές εξισώσεις . 

Κάθε εξίσωση της μορφής λ ∙ ε1 + μ ∙ ε2 = 0 , όπου λ , μ
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R λέγεται γραμμικός συνδυασμός 
των εξισώσεων ε1 = 0 και ε2 = 0 .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

14. Να λύσετε τα συστήματα :

        2 x + 3 y = 2

         

4 x – 3y = 6

    3 x + 2 y = 3

ι)                                         
ιι)                                      ιιι)

        2 x + y = – 4 

         

6 x – y = 16                       x + y = 
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         7 x – 3 y = 23                     

 x – 2 y = 6  

ιv)



         
v)


 






               x + 2 y = 13                        

2 x – 3 y = – 6

              x – 3 y = 2 x + 1                 

4 x + y = 5 x – y + 1

    vι)                                       

vιι) 

              4 x +3 y = 3 x – 5               

3 x – y = x + 3 y – 2

Απάντηση : ι) (– 
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 , 3)  ιι) (3 , 2)   ιιι) (
[image: image7.wmf]3

2

 , 
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)   ιv) (5 , 4)   v) (–30 , –18)   

vι) αδύνατο   vιι) αόριστο

15. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα :

   2 (x + y) – 3 (y – x) = 14



4 (x – 2y) – (5x + 3y) = 30

ι)






ιι)

   4 (x + y) – 5 (x – y) = 6



3 (3x + 7y) – 2 (x + 9y) = 12

Απάντηση : ι) (3 , 1)   ιι) (3 , – 3)

16. Να λύσετε τα συστήματα :
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Απάντηση : ι) (– 17 , – 23)   ιι) (
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17. Να λύσετε τα συστήματα :
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Απάντηση : ι) αδύνατο   ιι) (2 , 4)

18. Να λυθεί το σύστημα :
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19. Να λύσετε τα συστήματα :
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Απάντηση : ι) (
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20. Να γράψετε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία :

ι) Ο(0 , 0)  και  Α(2 , 3)


ιι) Α(3 , 2)  και  Β(– 2 , – 3)

ιιι) Α(2 , 4)  και  Β(2 , – 3)

ιv) Α(– 1 , 3)  και  Β(4 , 3)

v) Α(1 , 4)  και  Β(– 2 , 1)

Απάντηση : ι) y = 
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 x   ιι) y = x – 1   ιιι) x = 2   ιv) y = 3   v) y = x + 3

21. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση σε καθεμία από τις ακόλουθες ερωτήσεις .

                                           2 x + 3 y = 5

ι) Το σύστημα  




       4 x + 6 y = 10

A : έχει μία μόνο λύση

Β : δεν έχει λύση

Γ : έχει λύσεις όλα τα ζεύγη (
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Δ : έχει λύσεις όλα τα ζεύγη (x , 2 x – 5) , x
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Ε : δεν προκύπτει κανένα συμπέρασμα για τη λύση του

ιι) Οι λύσεις της εξίσωσης  x = 2 y + 2 είναι τα ζεύγη της μορφής (β
[image: image52.wmf]Î

R) :

Α : (2β , β + 2)


Β : (β + 2 , β)

Γ : (2β + 2 , 2β)

Δ : (2β – 2 , β)


Ε : (2β + 2 , β)

Απάντηση : α) Γ   β) Ε

22. Η περίμετρος ενός ορθογωνίου είναι 14 cm . Αν αυξήσουμε συγχρόνως τη μια πλευρά 

κατά 2 cm και την άλλη κατά 1 cm , τότε το εμβαδόν του αυξάνει κατά 11 cm2 . 

Ποιες είναι οι διαστάσεις του ορθογωνίου ;

Απάντηση : (x , y) = ( 5 , 2)

23. Το άθροισμα των ψηφίων ενός διψήφιου αριθμού είναι 11 . 

Αν εναλλάξουμε τη θέση των ψηφίων του , προκύπτει αριθμός κατά 27 μικρότερος 

του αρχικού . Να βρείτε τον αρχικό διψήφιο αριθμό .

Απάντηση : 74

24. Να λύσετε τα συστήματα :
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Απάντηση : ι) (11 , 12) ή (11 , – 12) ή (– 11 , 12) ή (– 11 , – 12)   ιι) αδύνατο



    ιιι) (5 , 1) ή (5 , – 5) ή (– 3 , 1) ή (– 3 , – 5)   ιv) (11 , 12) ή (– 5 , – 4)

25. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα :

          x + y = 5
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         x2 – y2 = 15




4x2 +3 y2 = 8

Απάντηση : ι) (4 , 1)   ιι) (
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26. Να λύσετε τα συστήματα :


        x – y = 2



           (x + 1) (y + 2) = 0

ι)





ιι)

        y (x + y) = 0



           (x – 
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Απάντηση : ι) (2 , 0) ή (1 , – 1)   ιι) (– 1 , – 
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27. Να λύσετε τα συστήματα :
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Απάντηση : ι) (1 , 4)   ιι) αδύνατο

28. Να λύσετε τα συστήματα :
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Απάντηση : ι) (
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 1.1: Λύση – διερεύνηση του συστήματος     αx + βy = γ

                        







          α΄x + β΄y=γ΄

Β΄ ΜΕΡΟΣ
ΘΕΩΡΙΑ

29. Μία διάταξη αριθμών (ή παραστάσεων) σε δύο γραμμές και δύο στήλες , που περικλείεται από δύο παράλληλες γραμμές , τη λέμε ορίζουσα 2ης τάξης .

30. Έστω το σύστημα     αx +βy = γ

     α΄x + β΄y = γ΄



      α
     β

ι) Η ορίζουσα D = 

= α β΄ – α΄ β





      α΄
    β΄

που έχει ως στοιχεία τους συντελεστές των αγνώστων λέγεται ορίζουσα του συστήματος .




        γ
     β

ιι) Η ορίζουσα Dx = 

= γ β΄ – γ΄ β





        γ΄     β΄

προκύπτει από την D αν στη στήλη των συντελεστών του x θέσουμε τους σταθερούς όρους . 



       α
     γ

ιιι) Η ορίζουσα Dy = 

= α γ΄ – α΄ γ





       α΄      γ΄

προκύπτει από την D αν στη στήλη των συντελεστών του y θέσουμε τους σταθερούς όρους . 

31. Το σύστημα     αx +βy = γ

       α΄x + βy = γ΄

ι) Αν D 
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0 τότε έχει μοναδική λύση την : 
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ιι) Αν D = 0  και Dx 
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0 ή Dy 
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0 τότε είναι αδύνατο .

ιιι) Αν D = Dx = Dy = 0 τότε είναι αόριστο 

(εκτός εάν α = α΄ = β = β΄ = 0 και γ 
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0 ή γ΄ 
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0 οπότε είναι αδύνατο)

32. Στην περίπτωση που οι συντελεστές και οι γνωστοί όροι δεν είναι  συγκεκριμένοι αριθμοί αλλά εξαρτώνται από μία παράμετρο έστω τη λ , τότε θα πρέπει για τις διάφορες τιμές του λ να εξετάσουμε πότε προκύπτει η μοναδική λύση του συστήματος (την οποία και βρίσκουμε) 

ή πότε προκύπτει αδύνατο ή αόριστο .

Ο λ λέγεται παράμετρος και η εργασία αυτή λέγεται διερεύνηση .

Παρατήρηση : Για να λύσουμε ένα σύστημα σαν το παραπάνω , ακολουθούμε την εξής πορεία :

1ο βήμα : Υπολογίζουμε τις ορίζουσες D , Dx , Dy και τις παραγοντοποιούμε . 

2ο βήμα : Εξετάζουμε περιπτώσεις ανάλογα με τις τιμές της παραμέτρου . 

Δηλαδή διακρίνουμε τις περιπτώσεις :

· Αν D 
[image: image104.wmf]¹

0 οπότε το σύστημα θα έχει μοναδική λύση .

· Αν D = 0 οπότε το σύστημα θα είναι αόριστο ή αδύνατο .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
33. Να αποδείξετε ότι :

       α
β
α
γ



α
κβ
      α
  β

ι)

      –   

     = 0


   ιι)

         = κ 

       γ
δ
β
δ



γ
κδ
      γ
  δ


κα
κβ
        α
     β



α
β
 α
β + κα

ιιι)

         = κ2 



   ιv)                       = 


κγ
κδ
        γ
     δ



γ
δ
 γ
δ + κγ

34. Να λύσετε τις εξισώσεις :

 3
2 


 – 2
5

ι) 

      = 0

     ιι)                         = 0

x
–1


 – 1
3x

 – 1
7


3x – 1
         2 – x

     ιιι)

        = 4x             ιv)


           = 3x – 1


 – 2
3x


1

– 4

Απάντηση : ι) x = – 
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   ιι) x = 
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   ιιι) x = 2   ιv) x = 
[image: image107.wmf]14
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35. Να λύσετε τα ακόλουθα συστήματα με τη βοήθεια των οριζουσών .


            x + y = 0



2x – 3y = – 6

ι)




   ιι)

            x – y =0



4x + y = 16

        2x + 3y = 1



 3x – y = –1

ιιι)




   ιv)

       6x + 9y = 4




[image: image108.wmf]2

3

x – 
[image: image109.wmf]2

1

y = –
[image: image110.wmf]2

1


Απάντηση : ι) (0 , 0)   ιι) (3 , 4)   ιιι) αδύνατο  ιv) αόριστο 
36. Να λύσετε το σύστημα με τη βοήθεια των οριζουσών :

       (
[image: image111.wmf]2

 + 1) x + 3y = 4 + 
[image: image112.wmf]2


ι)

        x + (
[image: image113.wmf]2

– 1) y = 
[image: image114.wmf]2


       (
[image: image115.wmf]2

– 1) x – y = 
[image: image116.wmf]2

– 2 

ιι)

 – x + (
[image: image117.wmf]2

+ 1) y = 
[image: image118.wmf]2


         – 2x + (
[image: image119.wmf]5

 + 1) y = 5

ιιι)

          (
[image: image120.wmf]5

– 1) x – 2y = 
[image: image121.wmf]5


Απάντηση : ι) (1 , 1)   ιι) ((
[image: image122.wmf]2

+1)κ , κ) κ
[image: image123.wmf]R

Î

   ιιι) αδύνατο

37. Για τις διάφορες τιμές του λ να λύσετε το σύστημα :
           λx + 2y = λ + 2

         (2λ – 1) x + (λ + 1) y = 2 (λ + 1)
Απάντηση : Αν λ 
[image: image124.wmf]¹

1 και λ 
[image: image125.wmf]¹

2  τότε (x , y) = (
[image: image126.wmf]1

1

-

+

l

l

 , – 
[image: image127.wmf]1

1

-

l

) , 

    αν λ = 1 τότε το σύστημα είναι αδύνατο , 

    αν λ = 2 τότε το σύστημα έχει άπειρες λύσεις (x , y) = (2 – κ , κ) , κ
[image: image128.wmf]R

Î

 . 

38. Για τις διάφορες τιμές του λ να λυθεί το σύστημα :

 (λ – 2)x + λy = 2λ

 3x + (λ + 2)y = 12

Απάντηση : Αν λ 
[image: image129.wmf]¹

– 1 και λ 
[image: image130.wmf]¹

4  τότε (x , y) = (
[image: image131.wmf]1

2

+

l

l

 , 
[image: image132.wmf]1

6

+

l

) , 

    αν λ = – 1 τότε το σύστημα είναι αδύνατο , 

    αν λ = 4 τότε το σύστημα έχει άπειρες λύσεις (x , y) = (4 – 2κ , κ) , κ
[image: image133.wmf]R

Î

 . 

39. Να βρείτε για ποιες τιμές της παραμέτρου λ έχει άπειρες λύσεις το παρακάτω σύστημα :

            x + λy = 1

            λx + y = λ2
Απάντηση : λ = 1

40. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα :

  α x + y = 2




3x – y = α
ι)





   ιι)

  x + α y = 2α




2x + 3y = 8α
Απάντηση : ι) Αν α 
[image: image134.wmf]¹

1 και α 
[image: image135.wmf]¹

– 1  τότε (x , y) = (0 , 2) , 

         αν α = 1 ή α = – 1 τότε το σύστημα είναι αόριστο . 

    ιι) (α , 2α)

41. Έστω το σύστημα :


          2x – 3 y = 11 – λ
           x +5 y – λ = 7

ι)  Να αποδείξετε ότι για κάθε λ 
[image: image136.wmf]Î

R το σύστημα έχει μοναδική λύση (xο, yο) .

ιι) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ είναι xο + yο =
[image: image137.wmf]11

13

 .

Απάντηση : λ = –68

42. Έστω το σύστημα :


          x + 2 y = – 6

                                       , α 
[image: image138.wmf]Î

R

           – 3x – y = α

ι) Να αποδείξετε ότι για κάθε α 
[image: image139.wmf]Î

R το σύστημα έχει μοναδική λύση (xο, yο) .

ιι) Να βρείτε για ποιες τιμές του α είναι xο – yο < 0 .

Απάντηση : ιι) α > 8

43. Να βρείτε τα α και β ώστε για τη συνάρτηση f (x) = α x (x + 1) + β , να ισχύει : 

f (– 2) = 1 και f (3) = 21 .

Απάντηση : α = 2 , β = – 3

44. Σε ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων, με αγνώστους x και y, ισχύουν:

Dx2 + Dy2 = 2Dx Dy
και
Dx + Dy = 6D 

Αν το σύστημα έχει μοναδική λύση, να βρεθεί η λύση αυτή.
Απάντηση : (x , y) = (3 , 3)

45. Σε ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων, με αγνώστους x και y, ισχύουν:
D2 + Dx2 = –5 – 2 (D – 2Dx)

και
Dy2 – Dx Dy – D = 0.

Να λύσετε το σύστημα αυτό.
Απάντηση : (x , y) = (–2 , –1)

46. Σε ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με άγνωστους x και y ισχύει :

Dx + 3Dy = 7D

4Dx – Dy = 15D

Αν το σύστημα έχει μοναδική λύση , να βρεθεί η λύση αυτή .

Απάντηση : (x , y) = (4 , 1)

47. Αν σε ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων με αγνώστους x , y ισχύουν :

 Dx + Dy = D 

 2x = – y 

και το σύστημα έχει μοναδική λύση , να βρεθούν τα x , y .
Απάντηση : (x , y) = (– 1  , 2)

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 1.1: Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

  με περισσότερους από δύο αγνώστους
Γ΄ ΜΕΡΟΣ
ΘΕΩΡΙΑ

48. Η μέθοδος της απαλοιφής μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για τη λύση συστήματος γραμμικών εξισώσεων με περισσότερους αγνώστους .

49. Για να λύσουμε ένα σύστημα τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους (3x3)

ακολουθούμε τα εξής βήματα :

· Καταρχήν λύνουμε τη μία από τις τρεις εξισώσεις ως προς ένα άγνωστο , π.χ. ως προς z, 

και αντικαθιστούμε στις άλλες δύο εξισώσεις.

· Οπότε έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα 2x2 από την επίλυση του οποίου 

βρίσκουμε τους δύο άλλους αγνώστους , x και y.
· Στη συνέχεια αντικαθιστούμε τις τιμές των x και y στην αρχική εξίσωση και βρίσκουμε 
και τον τρίτο άγνωστο z.
50. Όταν οι γνωστοί (σταθεροί) όροι ενός γραμμικού συστήματος είναι όλοι ίσοι με μηδέν , 

το σύστημα ονομάζεται ομογενές .

Παρατήρηση : Τα ομογενή συστήματα μπορεί να έχουν :

· Είτε μόνο τη μηδενική λύση (0 , 0 , … , 0)

· Είτε άπειρες λύσεις στις οποίες περιλαμβάνεται και η μηδενική .

51. Παρατήρηση : Γενικά τις λύσεις που βρίσκουμε κατά την επίλυση διαφόρων συστημάτων είναι καλό να ελέγχουμε αν επαληθεύουν τα αρχικά συστήματα .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

52. Να λύσετε  τα συστήματα :

         x + 5y – 6ω = 7



            x + 3y – 2ω = 4

ι)     2y + 3ω = 2



  
 ιι)    
x – y + 2ω = 4

        5ω = 10





x + 2y – ω = 4

  4x – 2y – ω = – 15




2x + 3y + 4ω = 3

ιιι)    4x + y + ω = – 9



   ιv)      4x + 3y – 4ω = 2

  2x – 3y + 3ω = 3




6x – 6y + 8ω = 3

Απάντηση : ι) (29 , – 2 , 2)   ιι) αόριστο   ιιι) (– 3 , 0 , 3)   ιv) (
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 , 
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 , 
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1
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53. Να λύσετε  τα συστήματα :


  x + 2y + 3z = 1



      
3x + y – z = 1

ι)      2x + 4y – z = 2



   ιι) 
x – y + 2z = – 1

  3x + 6y – 4z = 3




2x + 2y – 3z = 2


   x + 2y + 3z = 0

ιιι)    2x + 4y – z = 2

  3x + 6y – 4z = 3

Απάντηση : ι) αόριστο   ιι) (0 , 1 , 0)   ιιι) αδύνατο

54. Να λύσετε  τα συστήματα :

    
  x + y + z = 0





x + y + z = 0

ι) 
  x – y – z = 0



   
ιι) 
3x + 3y + 3z = 0

  2x – 2y – 2z = 0




4x + 4y + 4z = 0

Απάντηση : ι) άπειρες λύσεις : (0 , κ , – κ) , κ
[image: image143.wmf]Î

R   

    ιι) άπειρες λύσεις : (κ , λ , – κ – λ) , κ , λ
[image: image144.wmf]Î
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55. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα :

  x + y = 0
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ι)      x + ω = – 1

   ιι)       
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   y + ω = 3
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Απάντηση : ι) (– 2 , 2 , 1)   ιι) (2 , 3 , 0)   ιιι) (
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84

 , – 
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56. Να λύσετε το παρακάτω σύστημα :

 2x = 
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 = 
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       x – 3y + 
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Απάντηση : (–1 , – 
[image: image165.wmf]3

8

 , – 6)

57. Να λύσετε το παρακάτω σύστημα :
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Απάντηση : αδύνατο

58. Να λυθεί το παρακάτω σύστημα :

{
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Απάντηση : (1 , 3 , 5)

59. Να λυθούν τα συστήματα :
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Απάντηση : α) (0 , 1 , 5)   β) (4 , 2 , 1)

60. Έστω η συνάρτηση f (x) = α x2 + β x + γ με α 
[image: image190.wmf]¹

0. 

Να βρείτε τα α , β , γ για τα οποία ισχύει f (1) = f (2) = 0 και f (–1) = 18 .

Απάντηση : α = 3 , β = – 9 , γ = 6

61. Να βρεθούν 3 αριθμοί που το ημιάθροισμά τους είναι 18 , ο πρώτος και το ημιάθροισμα 

των άλλων δύο είναι 22 και ο δεύτερος και το 
[image: image191.wmf]4

1

 της διαφοράς του πρώτου από τον τρίτο είναι 14 .

Απάντηση : (8 , 12 , 16)

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 1.2: Μη γραμμικά Συστήματα 
ΘΕΩΡΙΑ

62. Πώς λύνουμε ένα σύστημα στο οποίο η μία εξίσωση είναι μη γραμμική και η άλλη είναι  γραμμική εξίσωση ;

Απάντηση

· Τα συστήματα των οποίων η μία εξίσωση είναι μη γραμμική και η άλλη είναι  γραμμική εξίσωση , λύνονται κατά κανόνα με τη μέθοδο της αντικατάστασης .

Συνήθως λύνουμε τη γραμμική εξίσωση ως προς έναν άγνωστο και την αντικαθιστούμε στη μη γραμμική εξίσωση .  

· Λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει και βρίσκουμε τις τιμές του ενός αγνώστου .

· Τις τιμές του αγνώστου που βρίσκουμε τις αντικαθιστούμε στη γραμμική εξίσωση 
που έχει λυθεί ως προς τον άλλο άγνωστο και βρίσκουμε τις αντίστοιχες τιμές του .

π.χ.

Να λύσετε το παρακάτω σύστημα :

x2 + y2 + xy = 91

x + y = 11

Λύση :

x2 + y2 + xy = 91
  
(11 – y)2 + y2 + (11 – y) y = 91


[image: image192.wmf]Þ







   
[image: image193.wmf]Þ

                                                 

x + y = 11


 x = 11 – y 


Λύνουμε τη γραμμική εξίσωση ως προς έναν άγνωστο 

και την αντικαθιστούμε στη μη γραμμική εξίσωση 

121 – 2 ∙ 11 y + y2 + y2 + 11y – y2 = 91   






               
[image: image194.wmf]Þ







  

x = 11 – y 


121 – 22y + y2 + y2 + 11y – y2 – 91 = 0
 y2 –11y + 30 = 0 (1)

      
[image: image195.wmf]Þ


x = 11 – y 





 x = 11 – y (2)

Λύνουμε την εξίσωση (1) : y2 – 11y + 30 = 0

α = 1 , β = – 11 , γ = 30

Δ = β2 – 4αγ = (– 11)2 – 4 ∙ 1 ∙ 30 = 121 – 120 = 1
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Τις τιμές του αγνώστου που βρίσκουμε τις αντικαθιστούμε στη γραμμική εξίσωση που έχει λυθεί ως προς τον άλλο άγνωστο και βρίσκουμε 

τις  αντίστοιχες τιμές του . Άρα :

Για y = 6 , έχουμε :

(2)
[image: image203.wmf]Þ

 x = 11 – 6 
[image: image204.wmf]Þ

 x = 5

 Για y = 5 , έχουμε :

(2)
[image: image205.wmf]Þ

 x = 11 – 5 
[image: image206.wmf]Þ

 x = 6

Άρα οι λύσεις του συστήματος είναι :

(x , y) = (5 , 6)  ή  (x , y) = (6 , 5) 

63. Πώς λύνουμε ένα σύστημα στο οποίο η μία εξίσωση είναι της μορφής x ∙ y = α  
(όπου α ένας αριθμός ) και η άλλη είναι γραμμική εξίσωση ;

Απάντηση

· Τα συστήματα των οποίων η μία εξίσωση είναι της μορφής x ∙ y = α  (όπου α ένας αριθμός) και η άλλη είναι γραμμική εξίσωση , λύνονται κατά κανόνα με τη μέθοδο της αντικατάστασης.

 Συνήθως λύνουμε τη γραμμική εξίσωση ως προς έναν άγνωστο και 

την αντικαθιστούμε στην εξίσωση x ∙ y = α .  

· Λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει και βρίσκουμε τις τιμές του ενός αγνώστου .

· Τις τιμές του αγνώστου που βρίσκουμε τις αντικαθιστούμε στη γραμμική εξίσωση 
που έχει λυθεί ως προς τον άλλο άγνωστο και βρίσκουμε τις  αντίστοιχες τιμές του .
π.χ. 

Να λύσετε το παρακάτω σύστημα :

x + y = 11

x y = 24

Λύση :

x + y = 11
     x = 11 – y                  x = 11 – y             x = 11 – y (1)



        
[image: image207.wmf]Þ

                             
[image: image208.wmf]Þ

                             
[image: image209.wmf]Þ


x y = 24

    (11 – y) y = 24           11y – y2 = 24       – y2 + 11 y – 24 = 0 (2)


Λύνουμε τη γραμμική εξίσωση ως προς έναν άγνωστο και την αντικαθιστούμε στην εξίσωση x ∙ y = α   

Λύνουμε την εξίσωση (2) : – y2 + 11 y – 24 = 0

α = – 1 , β = 11 , γ = – 24 

Δ = β2 – 4αγ = 112 – 4 ∙ (–1) ∙ (– 24) = 121 – 96 = 25
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Τις τιμές του αγνώστου που βρίσκουμε τις αντικαθιστούμε στη γραμμική 

εξίσωση που έχει λυθεί ως προς τον άλλο άγνωστο και βρίσκουμε 

τις  αντίστοιχες τιμές του . Άρα :

Για y = 3 , έχουμε :

(1)
[image: image217.wmf]Þ

 x = 11 – 3 
[image: image218.wmf]Þ

 x = 8

 Για y = 8 , έχουμε :

(1)
[image: image219.wmf]Þ

 x = 11 – 8
[image: image220.wmf]Þ

 x = 3

Άρα οι λύσεις του συστήματος είναι :

(x , y) = (8 , 3)  ή  (x , y) = (3 , 8)

64. Πώς λύνουμε ένα σύστημα του οποίου και οι δύο εξισώσεις είναι μη γραμμικές 
(είναι και οι δύο της μορφής αx2 + βy2 = γ) ;

Απάντηση

1ος τρόπος : Θέτουμε όπου x2 = α και y2 = β , οπότε το σύστημα ανάγεται 
                    στη λύση ενός ισοδύναμου συστήματος με δύο γραμμικές εξισώσεις .

Παρατήρηση : Τα α και β που θα βρούμε θα πρέπει να είναι μεγαλύτερα ή ίσα του 0 .

2ος τρόπος : Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο της αντικατάστασης ή τη μέθοδο των αντίθετων   

                    συντελεστών ή τη μέθοδο της συγκρίσεως , ώστε να απαλείψουμε το x2 (ή το y2) .

π.χ.

Να λύσετε το παρακάτω σύστημα :

x2 – y2 = 5

x2 + 2y2 = 17

Λύση :

1ος τρόπος :

x2 – y2 = 5

 α – β = 5      (1)

  
[image: image221.wmf]Þ


x2 + 2y2 = 17   
 α + 2β = 17 (2)


Θέτουμε όπου x2 = α και y2 = β , οπότε το σύστημα ανάγεται στη λύση 

ενός ισοδύναμου συστήματος με δύο γραμμικές εξισώσεις 

Το σύστημα αυτό είναι ένα σύστημα δύο γραμμικών εξισώσεων 

με δύο αγνώστους και λύνεται με τις γνωστές μεθόδους .

Θα το λύσουμε με τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών :

2 ∙   α – β = 5



2α – 2β = 10





ή 

1 ∙   α + 2β = 17



  α + 2β = 17







 3α        = 27







        
α = 
[image: image222.wmf]3

27









 α = 9

Για α = 9 , έχουμε :

(1)
[image: image223.wmf]Þ

9 – β = 5
[image: image224.wmf]Þ

– β = 5 – 9
[image: image225.wmf]Þ

 – β = – 4
[image: image226.wmf]Þ

β = 4

Επόμένως x2 = α 
[image: image227.wmf]Þ

x2 = 9 
[image: image228.wmf]Þ

 x = 
[image: image229.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image230.wmf]9



 EMBED Equation.3  [image: image231.wmf]Þ

 x = 
[image: image232.wmf]±

 3

και y2 = β 
[image: image233.wmf]Þ

 y2 = 4 
[image: image234.wmf]Þ

 y = 
[image: image235.wmf]2

±



 EMBED Equation.3  [image: image236.wmf]Þ

 y = 
[image: image237.wmf]±

 2

Άρα οι λύσεις του συστήματος είναι :

(x , y) = (3 , 2)  ή  (x , y) = (3 , – 2)  ή  (x , y) = (– 3 , 2)  ή  (x , y) = (– 3 , – 2)

2ος τρόπος :

Θα το λύσουμε με τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών :

  2 ∙    x2 – y2 = 5      (1)

 
2x2 – 2y2 = 10

  


ή
  1 ∙    x2 + 2y2 = 17  (2)


x2 + 2y2 = 17







3x2        = 27








x2 = 
[image: image238.wmf]3

27









x2 = 9








x = 
[image: image239.wmf]9

±









x = 
[image: image240.wmf]3

±


Για x = 3 , έχουμε :

(1)
[image: image241.wmf]Þ

 32 – y2 = 5 
[image: image242.wmf]Þ

 9 – y2 = 5 
[image: image243.wmf]Þ

 – y2 = 5 – 9 
[image: image244.wmf]Þ

 – y2 = – 4 
[image: image245.wmf]Þ

 y2 = 4 
[image: image246.wmf]Þ


y = 
[image: image247.wmf]4

±


[image: image248.wmf]Þ

 y = 
[image: image249.wmf]±

 2

Για x = –  3 , έχουμε :

(1)
[image: image250.wmf]Þ

 (–  3)2 – y2 = 5 
[image: image251.wmf]Þ

 9 – y2 = 5 
[image: image252.wmf]Þ

 – y2 = 5 – 9 
[image: image253.wmf]Þ

 – y2 = – 4 
[image: image254.wmf]Þ

 y2 = 4 
[image: image255.wmf]Þ


y = 
[image: image256.wmf]4

±


[image: image257.wmf]Þ

 y = 
[image: image258.wmf]±

 2

Άρα οι λύσεις του συστήματος είναι :

(x , y) = (3 , 2)  ή  (x , y) = (3 , – 2)  ή  (x , y) = (– 3 , 2)  ή  (x , y) = (– 3 , – 2)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

65. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα : 

α)  




Απάντηση : (x , y) = (2 , 0)


β) 


Απάντηση : (x , y) = (– 5 , 7)

  2 (y + 2) = 6 (z + 1)

γ)


  2y – 5z = 4

Απάντηση : (y , z) = (7 , 2)

        y – x = 7

δ)






      2y – x = 3 + x

Απάντηση : Είναι αδύνατο

66. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα : 
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[image: image262.wmf]3
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Απάντηση : (x , y) = (5 , 7)
Απάντηση : (x , y) = (– 3 , 1)

γ) 
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δ) 
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Απάντηση : Είναι αόριστο

Απάντηση : (x , y) = (– 2 , 2)

67. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα : 

   3 (x + y) – 2 (x – y) = 2

α)

 – (x + y) + 3 (x – y) = –10

Απάντηση : (x , y) = (– 3 , 1)


         2x = 3y + 2

β)

         3x + y + 1 = 0

Απάντηση : (x , y) = (– 
[image: image266.wmf]11
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68. Να λυθούν τα συστήματα :

α) 
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Απάντηση : (χ , ψ) = (3 , 2)

β) 

 

Απάντηση : (x , y) = (4 , – 2)


[image: image269.wmf]2
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γ)


[image: image271.wmf]15
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Απάντηση : (x , y) = (– 15 , 0)

δ) 


Απάντηση : (x , y) = (2 , 0)

69. Να λύσετε τα παρακάτω συστήματα :


  x – 2y = 8

α)


  x y = 24

Απάντηση : (x , y) = (12 , 2)  ή  (x , y) = (– 4 , – 6)


  x2 + y2 = 73

β)


  x + y = 11

Απάντηση : (x , y) = (3 , 8)  ή  (x , y) = (8 , 3)

  
  x2 – x y + y2 = 57

γ)


  x – y = – 1

Απάντηση : (x , y) = (7 , 8)  ή  (x , y) = (– 8 , –7)

70. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα :

        x + y = 5

α)

        x y = 6

Απάντηση : (x , y) = (2 , 3)  ή  (x , y) = (3 , 2)

β) 


Απάντηση : (x , y) = (0 , – 1)  ή   (x , y) = (– 4 , – 3)  

γ) 
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Απάντηση : (x , y) = (2 , 2)

71. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα :

    x2 + y2 = 5

α)

   x + y + 3 = 0

Απάντηση : (x , y) = (– 1 , – 2)  ή  (x , y) = (– 2 , – 1)

    x2 – xy + y2 = 7

β)

    x + y = – 1

Απάντηση : (x , y) = (1 , – 2)  ή  (x , y) = (– 2 , 1)

72. Να λυθεί το παρακάτω σύστημα :


[image: image275.wmf]4
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Απάντηση : (x , y) = (20 , – 12)

73. Να λυθούν τα παρακάτω συστήματα :

       x3 – y3 = 19

α)

       x – y = 1


Απάντηση : (x , y) = (3 , 2)  ή  (x , y) = (– 2 , – 3)


  x – 2y = 1

β)


  x3 – 8y3 = 127

Απάντηση : (x , y) = (7 , 3)  ή  (x , y) = (– 6 , – 
[image: image278.wmf]2

7

)

74. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία :  

Α (– 1 , 1)  και  Β (2 , 4) .

    Απάντηση : y = x + 2

75. Να βρείτε τα α και β ώστε η εξίσωση x3 + (α + β) x2 + (8 + α) x + 2α = 0 , 

να επαληθεύεται από τους x = – 1 και x = – 3 .

Απάντηση : α = 3 , β = 3

76. Να βρείτε τα α και β ώστε η εξίσωση x2 – (3α + β) x + 2β = 0 , να έχει ρίζες 

τις x1 = 1 , x2 = 4 .

Απάντηση : α = 1 , β = 2
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