ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: Τριγωνομετρία
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.1: Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί 

ΘΕΩΡΙΑ

1. Πώς ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί μιας οξείας σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ;

Απάντηση

Αν ω είναι μια οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (
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 = 90ο) , τότε έχουμε :
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Δηλαδή για το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ , θα ισχύει :
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Παρατήρηση : Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί μιας γωνίας είναι « σταθεροί » 

      πραγματικοί αριθμοί , δηλαδή δεν έχουν μονάδα μέτρησης .

2. Πώς ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί μιας οποιασδήποτε γωνίας ω , με 0ο 
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Απάντηση
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Σε ένα σύστημα ορθογωνίων αξόνων xOy ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί 

μιας οποιασδήποτε γωνίας ω , με  0ο 
[image: image24.wmf]£

 ω 
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 360ο , που παράγεται από τον ημιάξονα Οx , 

όταν περιστραφεί κατά τη θετική φορά , δηλαδή αντίθετα με τους δείκτες του ρολογιού .

Ο θετικός ημιάξονας Οx , λέγεται αρχική πλευρά της γωνίας ω , ενώ η τελική του θέση 

λέγεται τελική πλευρά της ω .

Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας ω , δίνονται από τους τύπους :
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όπου x η τετμημένη του σημείου Μ 

y η τεταγμένη του σημείου Μ

και ρ η απόσταση ΟΜ που βρίσκεται από τον τύπο : ρ = 
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Ορίζεται επίσης η συνεφαπτομένη της γωνίας ω , ως εξής :

σφω = 
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3. Πώς ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών :

ι) Που είναι μεγαλύτερες από 360ο ή αρνητικών γωνιών ;

ιι) Που έχουν τη μορφή κ ∙ 360ο + ω , κ
[image: image36.wmf]Î

 Ζ ;

Απάντηση

ι) Αν ο ημιάξονας Οx , κινούμενος κατά τη θετική φορά , διαγράψει ν (ν
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Ν) πλήρεις στροφές και στη συνέχεια μο λέμε ότι έχει διαγράψει γωνία ν ∙ 360ο + μο .

Αν ο ημιάξονας Οx , κινούμενος κατά την αρνητική φορά , διαγράψει ν (ν
[image: image38.wmf]Î

Ν) πλήρεις στροφές και στη συνέχεια μο λέμε ότι έχει διαγράψει γωνία  – ν ∙ 360ο – μο .

Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών μεγαλύτερων των 360ο ή αρνητικών γωνιών , ορίζονται όπως και οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών από 0ο μέχρι 360ο .

Δηλαδή αν Μ(x , y) είναι ένα σημείο της τελικής πλευράς οποιασδήποτε γωνίας ω , ορίζουμε :
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ιι) Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών της μορφής κ ∙ 360ο + ω , κ
[image: image46.wmf]Î

Ζ , δίνονται 

από τους παρακάτω τύπους :

ημ(κ ∙ 360ο + ω) = ημω



συν(κ ∙ 360ο + ω) = συνω

εφ(κ ∙ 360ο + ω) = εφω



σφ(κ ∙ 360ο + ω) = σφω

4. ι) Τι λέγεται τριγωνομετρικός κύκλος ;

ιι) Πώς ορίζονται το : ημω , συνω στον τριγωνομετρικό κύκλο ;

Απάντηση

ι) Τριγωνομετρικός κύκλος λέγεται ο κύκλος που έχει κέντρο την αρχή Ο(0 , 0) 

ενός συστήματος αξόνων και ακτίνα ρ = 1 .

ιι) Αν η τελική πλευρά μιας γωνίας ω τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο Μ(x , y) , τότε :

συνω = x = τετμημένη του σημείου Μ

ημω = y = τεταγμένη του σημείου Μ

5. ι) Ποιες τιμές μπορεί να πάρει το : ημω , συνω ;

ιι) Ποια είναι τα πρόσημα των : ημω , συνω , εφω , σφω ;

Απάντηση

ι) Για τις τιμές του ημω και του συνω ισχύουν :
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Το πρόσημο των τριγωνομετρικών αριθμών μπορούμε να το θυμόμαστε πιο εύκολα 

με τη βοήθεια του παρακάτω σχήματος :
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Ο.Η.Ε.Σ. είναι τα αρχικά των τριγωνομετρικών αριθμών που είναι θετικοί σε κάθε τεταρτημόριο .

Δηλαδή :

Ο : Όλοι στο 1ο τεταρτημόριο

Η : Ημίτονο στο 2ο τεταρτημόριο

Ε : Εφαπτομένη (και συνεφαπτομένη) στο 3ο τεταρτημόριο

Σ : Συνημίτονο στο 4ο τεταρτημόριο

6. Τι γνωρίζετε για τις ευθείες των εφαπτομένων και συνεφαπτομένων ;

Απάντηση

Θεωρούμε τον τριγωνομετρικό κύκλο και μια γωνία ω που η τελική της πλευρά τον τέμνει στο σημείο Μ . 

Φέρνουμε την εφαπτομένη ε του τριγωνομετρικού κύκλου στο σημείο Α .

Αν η ευθεία ΟΜ τέμνει την ε στο σημείο Ε και με yΕ συμβολίσουμε την τεταγμένη του Ε , τότε αποδεικνύεται ότι : 

εφω = yΕ = τεταγμένη του σημείου Ε

Η ευθεία ε λέγεται ευθεία των εφαπτομένων .

Φέρνουμε την εφαπτομένη σ του τριγωνομετρικού κύκλου στο σημείο Β .

Αν η ευθεία ΟΜ τέμνει την σ στο σημείο Σ και με xΣ συμβολίσουμε την τετμημένη του Σ , τότε αποδεικνύεται :

σφω = xΣ = τετμημένη του σημείου Σ

Η ευθεία σ λέγεται ευθεία των συνεφαπτομένων .
7. ι) Τι είναι το ακτίνιο ή rad ;

ιι) Ποια σχέση συνδέει τη μοίρα με το ακτίνιο ;

Απάντηση

ι) Το ακτίνιο ή rad είναι η γωνία που , όταν γίνει επίκεντρη σε κύκλο (Ο , ρ) , βαίνει σε τόξο που έχει μήκος ίσο με την ακτίνα ρ του κύκλου αυτού , δηλαδή σε τόξο 1 ακτινίου ή 1 rad .

ιι) Αν μια γωνία είναι μο και α rad , τότε η σχέση μοίρας και rad ως μονάδων μέτρησης γωνιών είναι :
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8. Πίνακας τριγωνομετρικών αριθμών βασικών γωνιών

	ω (μοίρες)
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9. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση ασκήσεων
ι) Επειδή οι γωνίες ω και κ ∙ 360ο + ω , κ
[image: image67.wmf]Î

 Ζ , έχουν την ίδια τελική πλευρά , 

    θα έχουν ίδιους τους αντίστοιχους τριγωνομετρικούς αριθμούς .

ιι) 

· Για να βρούμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς μιας γωνίας φ , θα ελέγχουμε :

α) Αν 90< φ < 360 , θα γράφουμε τη γωνία φ με τη βοήθεια των 90ο ή των 180ο 
(ή των 270ο) ή των 360ο και μετά θα χρησιμοποιούμε τους τύπους της αναγωγής 
στο 1ο τεταρτημόριο
(βλέπε ερώτηση κατανόησης ΙΙ σελίδα 72 σχολικού βιβλίου)

β) Αν φ > 360 , είναι αρκετό να προσδιορίσουμε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης φ:360 , οπότε φ = π ∙ 360ο + υ 

(από τον τύπο της ευκλείδειας διαίρεσης Δ = δ ∙ π + υ)

(βλέπε εφαρμογή 2 σελίδα 57 , άσκηση 6 σελίδα 58 σχολικού βιβλίου)

· Για να βρούμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς μιας γωνίας φ της οποίας η τιμή 
δίνεται σε rad : 
1ος τρόπος :

Θα προσπαθούμε να γράφουμε τη φ στη μορφή φ = 2κπ + ω , όπου ω μια γωνία 

με γνωστούς τριγωνομετρικούς αριθμούς .

(βλέπε εφαρμογή 3 σελίδα 58 σχολικού βιβλίου)

2ος τρόπος (πιο εύκολος):
Θα μετατρέπουμε τα rad σε μοίρες και μετά θα εργαζόμαστε όπως στο 9ιι

ιιι) Σε ασκήσεις μετατροπής μοιρών σε rad και αντίστροφα , χρησιμοποιούμε τον τύπο :
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 , όπου μ και α είναι μοίρες και ακτίνια αντίστοιχα .

(βλέπε παράδειγμα σελίδα 55 , ασκήσεις 4 , 5 σελίδα 58 σχολικού βιβλίου)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
10. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με 
[image: image69.wmf]A
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=90ο, ισχύουν ΒΓ=20 cm και ημΒ=
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. Να βρείτε:

α) τις πλευρές ΑΓ και ΑΒ

β) τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 
[image: image71.wmf]G
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Απάντηση: α) 16 και 12   β) 
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11. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με 
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=90ο, ισχύουν ΑΒ=16 cm και εφΓ=
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. Να βρείτε:

α) τις πλευρές ΑΓ και ΒΓ

β) τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 
[image: image75.wmf]B
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Απάντηση: α) 12 και 20   β) 
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12. Να βρείτε , χωρίς να τους υπολογίσετε , το πρόσημο των τριγωνομετρικών αριθμών των γωνιών ω = 245ο και φ = 312ο .

13. Να εκφράσετε σε rad τις γωνίες :

α) 45ο



β) 120ο


γ) 180ο
δ) 340ο



ε) 1360ο

στ) – 2165ο
Απάντηση : α) 
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14. Να μετατρέψετε σε μοίρες τις γωνίες :

α) 
[image: image82.wmf]5
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β) 30 rad

γ) 
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Απάντηση : α) 144ο   β) 1718,9ο   γ) 2205ο   δ) – 105ο
15. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) Α=ημ60ο σφ30ο – συν60ο+ εφ45ο
β) Β=
[image: image85.wmf]2
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γ) Γ = 
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δ) Δ = 
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Απάντηση: α) 2   β) 0   γ) 1   δ) 0

16. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) Α=
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β) Β=
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γ) Γ = 
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δ) Δ = 
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Απάντηση: α) 0   β) 0   γ) 1   δ) 2
17. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) Α=
[image: image93.wmf]3
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β) Β=
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γ) Γ = 
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δ) Δ = 
[image: image96.wmf]4

8

1

6

1

3

2

2

2

p

sun

p

ef

p

hm

+

+


Απάντηση: α) 2   β) -1   γ) 1   δ) 4
18. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών:

α) 1125ο





β) 1140ο
Απάντηση : α) 
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β) 
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19. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών:

α) 780ο

β) 1530ο

γ) 4500ο
Απάντηση : α) 
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   β) 1, 0, -, 0    γ) 0, -1, 0, -

20. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών :

α) 
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β) 
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Απάντηση : α) 
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β) 
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β) συν (– 
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γ) εφ 
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δ) σφ 
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Απάντηση : α) 
[image: image121.wmf]2
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   β) 0   γ) 
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   δ) 1

22. Να δειχθεί ότι  η παράσταση  Α = συν 660ο ημ (– 690ο) + ημ 780ο συν 390ο είναι ίση με 1 .  

23. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:
α) Α=
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β) Β = 
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γ) Γ = 
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δ) Δ = 
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Απάντηση : α) 2   β) 1   γ) 0   δ) 0
24. Σε κύκλο ακτίνας ρ = 1,5 cm μια επίκεντρη γωνία βαίνει σε τόξο μήκους S = 6 cm . 

α) Να βρείτε τη γωνία αυτή




β) Να εκφράσετε τη γωνία αυτή σε μοίρες 

Απάντηση : α) 4 rad   β) 230ο περίπου

25. Να  βρείτε τα πρόσημα των παρακάτω τριγωνομετρικών αριθμών:

α) ημ770ο



β) συν1180ο


γ) εφ1640ο
δ) σφ4260ο


ε) ημ1970ο


στ) συν2500ο
26. Αν ισχύει π < x < 
[image: image127.wmf]2

3

p

 , να αποδείξετε ότι : 

α) 2 σφx – 3 συνx > 0



β) συνx + ημx – σφx – εφx < 0

γ) ημx συνx + εφx > 0



δ) συνx + 1 + 2 εφx + 3 σφx > 0

27. Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή των παραστάσεων :

α) Α = 2 συνx + 3



β) Β = 4 ημx + 5συνy

Απάντηση : α) 1
[image: image128.wmf]£

 Α 
[image: image129.wmf]£

5
β) – 9
[image: image130.wmf]£

 Β 
[image: image131.wmf]£
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28. Η διαφορά δύο γωνιών είναι 45ο και το άθροισμά τους είναι 
[image: image132.wmf]2

p

 rad .

Να βρείτε σε rad κάθε γωνία .

Απάντηση : 
[image: image133.wmf]8
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 , 
[image: image134.wmf]8
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29. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός ω ώστε να ισχύει : ημ2ω < – 3 + 4 ημω

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.2: Βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες 

ΘΕΩΡΙΑ

30. Ποιες είναι οι βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες ;

Απάντηση

Σύμφωνα με τους ορισμούς των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας ω προκύπτουν 

οι παρακάτω τριγωνομετρικές ταυτότητες :

ι) ημ2ω + συν2ω = 1

(ή   ημ2ω = 1 – συν2ω   ή   συν2ω = 1 – ημ2ω)

ιι) εφω = 
[image: image135.wmf]sunw
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 (πρέπει συνω
[image: image136.wmf]¹

0)   και   σφω = 
[image: image137.wmf]hmw
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 (πρέπει ημω 
[image: image138.wmf]¹

0)

ιιι) εφω ∙ σφω = 1 (πρέπει συνω
[image: image139.wmf]¹

0 και ημω 
[image: image140.wmf]¹

0)

Παρατήρηση : 

· συνω
[image: image141.wmf]¹
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· ημω
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31. Πώς μπορούν να εκφραστούν το συνω και το ημω ως συναρτήσεις της εφω ;

Απάντηση

ι) συν2ω = 
[image: image150.wmf]w
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ιι) ημ2ω = 
[image: image151.wmf]w
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32. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση ασκήσεων
ι) Όταν μας δίνεται ο τριγωνομετρικός αριθμός μιας γωνίας και ζητείται να υπολογίσουμε 

τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας χρησιμοποιούμε τις γνωστές τριγωνομετρικές ταυτότητες λαμβάνοντας υπόψιν το διάστημα μεταβολής της γωνίας , δηλαδή :

· Αν γνωρίζουμε το ημω ή το συνω και αναζητούμε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς , τότε χρησιμοποιούμε τους τύπους :

ημ2ω + συν2ω = 1

και

εφω = 
[image: image152.wmf]sunw

hmw

 , σφω = 
[image: image153.wmf]hmw

sunw


· Αν γνωρίζουμε την εφω ή τη σφω και αναζητούμε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς , τότε χρησιμοποιούμε τους τύπους :

σφω = 
[image: image154.wmf]efw
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 ή εφω = 
[image: image155.wmf]sfw
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και

συν2ω = 
[image: image156.wmf]w
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Παρατήρηση : Και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις προκύπτουν δύο τιμές για το ημίτονο ή το συνημίτονο της γωνίας ω (μία αρνητική και μία θετική , που είναι αντίθετες) και 

θα κάνουμε δεκτή μία από τις δύο τιμές . 

Το πρόσημο + ή –  προσδιορίζεται από το τεταρτημόριο στο οποίο βρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας ω .

(βλέπε παράδειγμα 1 σελίδα 62 , ασκήσεις 1 , 2 , 3 , 4 σελίδα 63 σχολικού βιβλίου)

ιι) Για να βρούμε την αριθμητική τιμή μιας παράστασης Α που αποτελείται 

από τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών , θα βρίσκουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς και στη συνέχεια με αντικατάσταση θα υπολογίζουμε την τιμή της παράστασης Α .

(βλέπε άσκηση 5 σελίδα 63 σχολικού βιβλίου)

ιιι) Για να αποδείξουμε μια τριγωνομετρική ταυτότητα , εργαζόμαστε ως εξής : 

(δηλαδή μια ισότητα της μορφής Α = Β , όπου Α και Β παραστάσεις με τριγωνομετρικούς αριθμούς)  

· 1ος τρόπος :

Ξεκινάμε από το πιο πολύπλοκο μέλος , κάνουμε πράξεις και χρησιμοποιώντας τις βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες προσπαθούμε να φτάσουμε στο άλλο μέλος .

(Για το σκοπό αυτό , διατηρούμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς που εμφανίζονται 

στο άλλο μέλος της ισότητας και αλλάζουμε τους άλλους)

· 2ος τρόπος

Ξεκινάμε και από τα δύο μέλη της ισότητας συγχρόνως και κάνοντας πράξεις 

και χρησιμοποιώντας κατάλληλες τριγωνομετρικές ταυτότητες , προσπαθούμε 

με ισοδυναμίες να καταλήξουμε σε μία σχέση που ισχύει .

(βλέπε ασκήσεις 10 , 11 , 12 , 13  Α΄ ομάδας , 2 Β΄ ομάδας σελίδα 63 – 64 

σχολικού βιβλίου)

ιv) Όταν μας ζητείται να αποδείξουμε μία πρόταση της μορφής :

Αν Α = Β (υπόθεση) τότε Γ = Δ (ζητούμενο) , εργαζόμαστε ως εξής :

Ξεκινάμε από το ζητούμενο και κάνοντας πράξεις , αντικαταστάσεις 

και μετασχηματισμούς , οδηγούμαστε με ισοδυναμίες στην  υπόθεση . 

(βλέπε ασκήσεις 8 , 9 σελίδα 63 σχολικού βιβλίου)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

33. α) Αν ημω = 
[image: image158.wmf]5

4

  και  
[image: image159.wmf]2

p

 < ω < π , να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω .

β) Αν συνω = – 
[image: image160.wmf]13
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  και  π < ω < 
[image: image161.wmf]2
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 , να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω .

γ) Αν εφω = – 3  και  
[image: image162.wmf]2
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 < ω < 2π , να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω .

δ) Αν σφω = 
[image: image163.wmf]2
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  και  π < ω < 
[image: image164.wmf]2
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 , να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω .

Απάντηση : α) συνω = –
[image: image165.wmf]5
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 , εφω = –
[image: image166.wmf]3
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 , σφω = –
[image: image167.wmf]4
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β) ημω = –
[image: image168.wmf]13
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 , εφω = 
[image: image169.wmf]12
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 , σφω = 
[image: image170.wmf]5
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     γ) ημω = 
[image: image171.wmf]10
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 , συνω = 
[image: image172.wmf]10
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 , σφω = –
[image: image173.wmf]3
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     δ) ημω = –
[image: image174.wmf]5
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 , συνω = –
[image: image175.wmf]5
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 , εφω = 2

34. Δίνεται ημx = – 
[image: image176.wmf]5
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  και  π < x <
[image: image177.wmf]2
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Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης : Α = 
[image: image178.wmf]x
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Απάντηση : Α = 
[image: image179.wmf]125

)

12

6

(

2

+

×

-


35. Αν 0 < x < 
[image: image180.wmf]2
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  και  εφx = 
[image: image181.wmf]4

1

 , να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης :

Α = 17 (ημ2x – συν2x) + 14

Απάντηση : A = – 1

36. Αν 
[image: image182.wmf]2
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 < x < 2π  και  εφx = 9 σφx , να βρεθούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας x .

Απάντηση : ημx = 
[image: image183.wmf]10
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 , συνx = 
[image: image184.wmf]10
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 , εφx = – 3 , σφx = – 
[image: image185.wmf]3
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37. Αν 0 < x < 
[image: image186.wmf]2

p

  και  3 ημx + 4συνx = 5 , να βρεθούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας x .

Απάντηση : ημx = 
[image: image187.wmf]5
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 , συνx = 
[image: image188.wmf]5
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 , εφx = 
[image: image189.wmf]4
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 , σφx = 
[image: image190.wmf]3
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38. Να εξετάσετε αν υπάρχουν τιμές του ω για τις οποίες ισχύει :

α) ημω = 1  και  συνω = – 1


β) ημω = – 
[image: image191.wmf]2

2

  και  συνω = 
[image: image192.wmf]2
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Απάντηση : α) δεν υπάρχουν   β) υπάρχουν

39. Να αποδείξετε ότι :

α) ημx συνx 
[image: image193.wmf]£
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β) εφx + σφx 
[image: image195.wmf]³

 2 όταν 0 < x < 
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40. Να αποδείξετε ότι : – 
[image: image197.wmf]10
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41. Να αποδείξετε τις ταυτότητες:

α) 
[image: image201.wmf](
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β) (ημφ – συνφ)2 +(ημφ+συνφ)2 =2

γ) εφ2x συν2x+συν2x=1

δ) εφx – εφx ημ2x = ημx συνx
ε) 
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42. Να αποδείξετε τις ταυτότητες:

α) 
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β) 
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γ) 
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δ) 
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43. Να αποδείξετε τις ταυτότητες:

α) 
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β) 
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γ) 
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δ) 
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44. Να δειχθούν οι ταυτότητες :

α) εφ2x + σφ2x + 2 = 
[image: image211.wmf]x
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β) 
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45. Να δειχθεί ότι : 
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46. Να δειχθεί ότι : 
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47. Να δείξετε ότι  η τιμή της παράστασης : Α = 
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 είναι ανεξάρτητη του x 

και ίση με  
[image: image220.wmf]3
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48. Αν είναι 
[image: image221.wmf]2

p

 < ω < π  και η εφω είναι ρίζα της εξίσωσης x2 – x – 6 = 0 , να βρεθεί η τιμή της παράστασης : Α = 10 ημω – 15 συνω – 4 σφω

Απάντηση : Α = 7
[image: image222.wmf]5
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49. Αν 
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50. Αν κ
[image: image229.wmf]Î

R , να δειχθεί ότι η ισότητα ημω = 
[image: image230.wmf]k
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.3: Αναγωγή στο 1ο τεταρτημόριο 

ΘΕΩΡΙΑ

51. Τι ισχύει για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών οι οποίες είναι αντίθετες ;

Απάντηση

Για τις αντίθετες γωνίες ω και – ω , ισχύουν οι σχέσεις : 

· ημ(– ω) = – ημω

· συν(– ω) = συνω

· εφ(– ω) = – εφω

· σφ(– ω) = – σφω

Δηλαδή , οι αντίθετες γωνίες έχουν το ίδιο συνημίτονο και αντίθετους τριγωνομετρικούς αριθμούς .

52. Τι ισχύει για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών οι οποίες έχουν άθροισμα 180ο ; (παραπληρωματικές γωνίες)

Απάντηση

Για τις (παραπληρωματικές) γωνίες ω και 180ο – ω , που έχουν άθροισμα 180ο , ισχύουν 

οι σχέσεις :

· ημ(180ο – ω) = ημω

· συν(180ο – ω) = – συνω

· εφ(180ο – ω) = – εφω

· σφ(180ο – ω) = – σφω

Δηλαδή , οι γωνίες με άθροισμα 180ο (παραπληρωματικές) έχουν το ίδιο ημίτονο 

και αντίθετους τριγωνομετρικούς αριθμούς .

53. Τι ισχύει για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών οι οποίες διαφέρουν κατά 180ο ;

Απάντηση

Για τις γωνίες ω και 180ο + ω , που διαφέρουν κατά 180ο , ισχύουν οι σχέσεις :

· ημ(180ο + ω) = – ημω

· συν(180ο + ω) = – συνω

· εφ(180ο + ω) =  εφω

· σφ(180ο + ω) = σφω

Δηλαδή , οι γωνίες που διαφέρουν κατά 180ο έχουν αντίθετο ημίτονο και συνημίτονο , 

ενώ έχουν την ίδια εφαπτομένη και συνεφαπτομένη .

54. Τι ισχύει για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών οι οποίες έχουν άθροισμα 90ο ;

(συμπληρωματικές γωνίες)

Απάντηση

Για τις γωνίες ω και 90ο – ω , που έχουν άθροισμα 90ο , ισχύουν οι σχέσεις :  

· ημ(90ο – ω) = συνω 

· συν(90ο – ω) = ημω

· εφ(90ο – ω) =  σφω

· σφ(90ο – ω) = εφω

Δηλαδή , στις γωνίες με άθροισμα 90ο (συμπληρωματικές) το ημίτονο καθεμιάς ισούται 

με το συνημίτονο της άλλης και η εφαπτομένη καθεμιάς με τη συνεφαπτομένη της άλλης .

55. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση ασκήσεων (SOS)

Για την απομνημόνευση των παραπάνω σχέσεων , μπορούμε να εφαρμόσουμε τον παρακάτω πρακτικό κανόνα :

ι) Όταν έχουμε γωνίες στις μορφής : 
[image: image231.wmf]q

p

±

2

 , 
[image: image232.wmf]q

p

±

2

3

 , ……… , 
[image: image233.wmf]q

p

k

±

×

+

2

)

1

2

(

 , κ
[image: image234.wmf]Î

Ζ

ή 90ο 
[image: image235.wmf]±

θ , 270ο 
[image: image236.wmf]±

θ , ……… , (2κ + 1) ∙ 90ο
[image: image237.wmf]±

θ , τότε :

· ο τριγωνομετρικός αριθμός αλλάζει , δηλαδή το ημίτονο γίνεται συνημίτονο , 

το συνημίτονο  γίνεται ημίτονο , η εφαπτομένη γίνεται συνεφαπτομένη 

και η συνεφαπτομένη γίνεται εφαπτομένη .

· το πρόσημο που θα βάλουμε εξαρτάται από το τεταρτημόριο στο οποίο καταλήγει 

η τελική πλευρά της γωνίας αυτής .

π.χ.

ημ
[image: image238.wmf]3

2

p

q

æö

+

ç÷

èø

 = – συνθ 


ημ
[image: image239.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

3

2

3

p

p

 = – συν
[image: image240.wmf]3

p

 = – 
[image: image241.wmf]2

1


εφ
[image: image242.wmf]2

p

q

æö

+

ç÷

èø

 = –σφθ 



εφ
[image: image243.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

4

2

p

p

 = -σφ
[image: image244.wmf]4

p

 = – 1 

συν
[image: image245.wmf]2

p

q

æö

-

ç÷

èø

 = ημθ



συν
[image: image246.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

6

2

p

p

 = ημ
[image: image247.wmf]6

p

 = 
[image: image248.wmf]2

1


ιι) Όταν έχουμε γωνίες στις μορφής : π 
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θ , ……… , κ ∙ 180 
[image: image256.wmf]±

θ, τότε :

· ο τριγωνομετρικός αριθμός παραμένει ο ίδιος

· το πρόσημο που θα βάλουμε εξαρτάται από το τεταρτημόριο στο οποίο καταλήγει 

η τελική πλευρά της γωνίας αυτής .

π.χ.

συν
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σφ
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Παρατήρηση : Και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις θεωρούμε ότι 0 < θ < 
[image: image264.wmf]2
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(βλέπε ασκήσεις 1 , 2 , προσοχή σε αυτές χρειάζεται να ξέρεις και το 9ιι σελίδα  56 φυλλαδίου , 4 , 5 , 6 σελίδα 70 σχολικού βιβλίου και 1, 2 Β΄ ομάδας σελίδα 71 σχολικού βιβλίου) 

ιιι) Για να βρούμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς μιας γωνίας φ < 0 
τότε πρώτα θα χρησιμοποιούμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των αντίθετων γωνιών 

και μετά θα εργαζόμαστε όπως στο 9ιι σελίδα  56 φυλλαδίου . 

ιν) Όταν θέλουμε να αποδείξουμε μια ισότητα της μορφής Α = Β , όπου Α , Β παραστάσεις 

που περιέχουν τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών τριγώνου ΑΒΓ , τότε χρησιμοποιούμε 

τις σχέσεις :

Α + Β + Γ = π   και   
[image: image265.wmf]2
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(βλέπε άσκηση 3 σελίδα 70 και ερώτηση κατανόησης ΙΙΙ σελίδα 72 σχολικού βιβλίου)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

56. Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών :

α) – 45ο



β) 120ο


γ) 150ο


δ) 240ο



Απάντηση : α) –
[image: image266.wmf]2

2

 , 
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 , –1 , –1   

β) 
[image: image268.wmf]2
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 , – 
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    γ) –
[image: image272.wmf]2
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 , –1 , –1      
δ) –
[image: image274.wmf]2
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 , 
[image: image275.wmf]2
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[image: image276.wmf]3
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 , – 
[image: image277.wmf]3


57. Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών :

α) – 225ο



β) 330ο


γ) – 600ο
δ) – 450ο



ε) 1230ο



Απάντηση : α) 
[image: image278.wmf]2
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 , – 
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β) – 
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    γ) 
[image: image284.wmf]2
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δ) –1 , 0 , δεν ορίζεται , 0



    ε) 
[image: image288.wmf]2
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58. Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών :

α) 
[image: image292.wmf]3
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β) 
[image: image293.wmf]4
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γ) 
[image: image294.wmf]3
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δ) 
[image: image295.wmf]6
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ε) 
[image: image296.wmf]4
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στ) 
[image: image297.wmf]6
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59. Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών :

α) 
[image: image298.wmf]4
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p





β) 
[image: image299.wmf]3
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γ) 
[image: image300.wmf]6
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Απάντηση : α) 
[image: image301.wmf]2
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 , 1 , 1   β) 
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    γ) 
[image: image307.wmf]2
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[image: image308.wmf]2
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 , 
[image: image309.wmf]3

3

 , 
[image: image310.wmf]3


60. Να αποδείξετε ότι :

α) συν (90ο + ω) = – ημω


β) εφ (90ο + ω) = – σφω

γ) σφ (90ο + ω) = – εφω


δ) ημ (270ο – ω) = – συνω

ε) συν (270ο – ω) = – ημω


στ) εφ (270ο – ω) = σφω

ζ) ημ (270ο +ω) = – συνω


η) συν (270ο + ω) = ημω

θ) εφ (270ο + ω) = – σφω

61. Αν είναι Α = ημ765ο συν225ο + ημ480ο εφ960ο , να δειχθεί ότι Α = 1

62. Να βρείτε τις τιμές των παρακάτω παραστάσεων:

α) Α=
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β) Β=
[image: image312.wmf](
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Απάντηση: α) 1   β) 2

63. Να υπολογιστεί η τιμή της παράστασης : Α = 
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Απάντηση : Α = – 
[image: image314.wmf]2
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 – 
[image: image315.wmf]4
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64. Να βρείτε τις τιμές των παρακάτω παραστάσεων:

α) Α= ημ20ο+συν80ο+συν100ο+ημ200ο
β) Β=
[image: image316.wmf]o
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γ) Γ=
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δ) Δ= ημ20ο ημ160ο – συν200ο ημ70ο
Απάντηση: α) 0   β) –1   γ) 1   δ) 1

65. Να βρείτε τις τιμές των παρακάτω παραστάσεων:

α) Α=
[image: image318.wmf]10
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β) Β=
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γ) Γ=
[image: image320.wmf]5
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Απάντηση: α) -1   β) 0   γ) 2
66. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) 
[image: image321.wmf](
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β) 
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γ) 
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Απάντηση: α) 1   β) -1   γ) 0
67. ι) Αν είναι ημα = – 
[image: image324.wmf]2
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  και  
[image: image325.wmf]2
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p

 < α < 2π , να υπολογίσετε :

α)  το ημ (α – 
[image: image326.wmf]2

3

p

)



β) την εφ (2π – α)

ιι) Αν είναι εφα = – 
[image: image327.wmf]4

3

  και  
[image: image328.wmf]2

p

 < α < π , να υπολογίσετε :

α) το συν (π + α)



β) τη σφ (
[image: image329.wmf]2

p

 + α)

Απάντηση : ι)  α) 
[image: image330.wmf]2
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   β) 
[image: image331.wmf]3
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   ιι)  α) 
[image: image332.wmf]5
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   β) 
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68. Αν 
[image: image334.wmf]A
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 , 
[image: image335.wmf]B
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 , 
[image: image336.wmf]G
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 είναι οι εσωτερικές γωνίες ενός τριγώνου ΑΒΓ , να αποδείξετε ότι :

α) ημΑ = ημ (Β + Γ)



β) ημ 
[image: image337.wmf]2
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 = συν 
[image: image338.wmf]2
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γ) ημΑ = – ημ (2Α + Β + Γ)

69. Να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις :

α) ημ (π + α) – συν (
[image: image339.wmf]2

p

 + α) + συν (2π – α) + ημ (
[image: image340.wmf]2
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p

 – α)

β) σφ (α – 2π) συν (α – 
[image: image341.wmf]2
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p

) + συν (α + 2π) – 2 ημ (α – π)

Απάντηση : α) 0   β) 2 ημα

70. Να αποδείξετε ότι :

α) 
[image: image342.wmf])
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β) 
[image: image343.wmf])
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γ) ημ (θ – π) + εφ (θ – π) – συν (
[image: image344.wmf]2

p

 + θ) = εφθ

71. Να δειχθεί ότι : 

Α = εφ (250ο + α) + σφ (160ο + α) + σφ (70ο + α) + σφ (290ο – α) = 0

72. Αν συν (
[image: image345.wmf]2

p

 – x) ημ (
[image: image346.wmf]2

p

 + x) = 
[image: image347.wmf]2

1

 , να δείξετε ότι :

Α = [ημx (1 – ημx) + συνx (1 – συνx)] [ ημx (1 + ημx) + συνx ( 1 + συνx)] = 1

73. α) Αν είναι Α = ημ0ο + ημ1ο + ημ2ο + … + ημ358ο + ημ359ο , να δείξετε ότι : Α = 0

β) Αν είναι Β = συν1ο + συν2ο + συν3ο + … + συν178ο + συν179ο , να δείξετε ότι : B = 0

74. Να βρεθεί η τιμή της παράστασης : Α = ημ28ο συν 62ο + ημ242ο συν152ο + εφ242ο εφ208ο
Απάντηση : Α = 2

75. Να δειχθεί ότι : 
[image: image348.wmf])
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76. Αν είναι Α = 
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  και  Β = 
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να δείξετε ότι Α = Β

77. Αν εφ (
[image: image353.wmf]4
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 – α) + εφ (
[image: image354.wmf]4

p

 + α) = 3 , να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων :

α) εφ (
[image: image355.wmf]4

p

 + α) εφ (
[image: image356.wmf]4
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 – α)



β) εφ2 (
[image: image357.wmf]4
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 – α) + εφ2 (
[image: image358.wmf]4

p

 + α)

Απάντηση : α) 1   β) 7

78. Να αποδείξετε ότι : 0 < 
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.4: Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις

ΘΕΩΡΙΑ

79. ι) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται περιοδική ;

ιι) Τι λέγεται περίοδος μιας συνάρτησης f ;

Απάντηση

ι) Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α λέγεται περιοδική , όταν υπάρχει πραγματικός αριθμός Τ > 0 τέτοιος , ώστε για κάθε x
[image: image360.wmf]Î

 Α να ισχύει :

α) x + Τ
[image: image361.wmf]Î

Α   ,   x – T
[image: image362.wmf]Î

A

και

β) f(x + T) = f(x – T) = f(x)

ιι) Ο πραγματικός αριθμός Τ λέγεται περίοδος της συνάρτησης f .

80. Τι λέγεται συνάρτηση ημίτονο και ποια είναι η περίοδός της ;

Απάντηση

Η συνάρτηση με την οποία κάθε πραγματικός αριθμός x αντιστοιχίζεται στο ημ(x rad) λέγεται συνάρτηση ημίτονο και συμβολίζεται με ημ .

Ορίζουμε δηλαδή ότι : ημx = ημ(x rad)
Η συνάρτηση ημίτονο είναι περιοδική με περίοδο 2π , αφού ισχύει : 

ημ(x + 2π) = ημ(x – 2π) = ημx
Απόδειξη :

ημ(x + 2π) = ημ(2π + x) = ημx
και

ημ(x – 2π) = ημ(– 2π + x) = ημx
81. Τι λέγεται συνάρτηση συνημίτονο και ποια η περίοδός της ;

Απάντηση

Η συνάρτηση με την οποία κάθε πραγματικός αριθμός x αντιστοιχίζεται στο συν(x rad) λέγεται συνάρτηση συνημίτονο και συμβολίζεται με συν .

Ορίζουμε δηλαδή ότι : συνx = συν(x rad)

Η συνάρτηση συνημίτονο είναι περιοδική με περίοδο 2π , αφού ισχύει : 

συν(x + 2π) = συν(x – 2π) = συνx
Απόδειξη :

συν(x + 2π) = συν(2π + x) = συνx
και

συν(x – 2π) = συν(– 2π + x) = συνx
82. Πώς ορίζεται η συνάρτηση εφαπτομένη και ποια είναι η περίοδός της ;

Απάντηση

Η συνάρτηση εφαπτομένη που συμβολίζεται με εφ , ορίζεται ως εξής :

εφx = 
[image: image363.wmf]x
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Είναι φανερό ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης εφ είναι το σύνολο :

Α = {x / συνx 
[image: image364.wmf]¹

0}
[image: image365.wmf]Û

Α = {x
[image: image366.wmf]Î

R : x
[image: image367.wmf]¹

κπ + 
[image: image368.wmf]2

p

 , κ
[image: image369.wmf]Î

Ζ}

Η συνάρτηση εφαπτομένη είναι περιοδική με περίοδο π , δηλαδή ισχύει :

εφ(x + π) = εφ(x – π) = εφx
Απόδειξη :

εφ(x + π) = εφ(π + x) = εφx
και

εφ(x – π) = εφ(– π + x) = εφ[– (π – x)] = – εφ(π – x) = – (– εφx) = εφx
83. Πώς ορίζεται η συνάρτηση συνεφαπτομένη και ποια είναι η περίοδός της ;

Απάντηση

Η συνάρτηση συνεφαπτομένη που συμβολίζεται με σφ , ορίζεται ως εξής :

σφx = 
[image: image370.wmf]x
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Είναι φανερό ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης σφ είναι το σύνολο :

Α = {x / ημx 
[image: image371.wmf]¹

0}
[image: image372.wmf]Û

Α = {x
[image: image373.wmf]Î

R : x
[image: image374.wmf]¹

κπ , κ
[image: image375.wmf]Î

Ζ}

Η συνάρτηση συνεφαπτομένη είναι περιοδική με περίοδο π , δηλαδή ισχύει :

σφ(x + π) = σφ(x – π) = σφx
Απόδειξη :

σφ(x + π) = σφ(π + x) = εφx
και

σφ(x – π) = σφ(– π + x) = σφ[– (π – x)] = – σφ(π – x) = – (– σφx) = σφx
84. Τι γνωρίζετε για τη μελέτη της συνάρτησης f(x) = ημx ;

Απάντηση

Η συνάρτηση f(x) = ημx είναι περιοδική με περίοδο 2π .

Είναι : 

· γνησίως αύξουσα στο [0 , 
[image: image376.wmf]2
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]

· γνησίως φθίνουσα στο [
[image: image377.wmf]2

p

 , π]

· γνησίως φθίνουσα στο [π , 
[image: image378.wmf]2
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]

· γνησίως αύξουσα στο [
[image: image379.wmf]2
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 , 2π]

Η συνάρτηση f(x) = ημx παρουσιάζει : 

· μέγιστο για x = 
[image: image380.wmf]2

p

 , το ημ
[image: image381.wmf]2
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 = 1 

και

· ελάχιστο για x = 
[image: image382.wmf]2
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 , το ημ
[image: image383.wmf]2
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Τα συμπεράσματα αυτά συνοψίζονται ως εξής :
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Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = ημx είναι η παρακάτω καμπύλη , 

η οποία λέγεται ημιτονοειδής καμπύλη .

Παρατηρήσεις

· Επειδή η συνάρτηση f(x) = ημx είναι περιττή , η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή Ο(0 , 0) των αξόνων .

· Για τη συνάρτηση f(x) = ρ ημωx , όπου ρ , ω > 0 ισχύει :

ι) το ρ καθορίζει τη μέγιστη τιμή της , που ισούται με ρ και την ελάχιστη τιμή της που ισούται με – ρ

ιι) το ω καθορίζει την περίοδο της συνάρτησης που είναι Τ = 
[image: image386.wmf]w
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85. Τι γνωρίζετε για τη μελέτη της συνάρτησης f(x) = συνx ;

Απάντηση

Η συνάρτηση f(x) = συνx είναι περιοδική με περίοδο 2π .

Είναι : 

· γνησίως φθίνουσα στο [0 , 
[image: image387.wmf]2

p

]

· γνησίως φθίνουσα στο [
[image: image388.wmf]2

p

 , π]

· γνησίως αύξουσα στο [π , 
[image: image389.wmf]2
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p

]

· γνησίως αύξουσα στο [
[image: image390.wmf]2

3
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 , 2π]

Η συνάρτηση f(x) = συνx παρουσιάζει : 

· μέγιστο για x = 0 , το συν0 = 1 

· ελάχιστο για x = π , το συνπ = – 1 

· μέγιστο για x = 2π , το συν2π = 1

Τα συμπεράσματα αυτά συνοψίζονται ως εξής :

	x

	0
	
[image: image391.wmf]2

p


	π
	
[image: image392.wmf]2
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	2π

	ημx
	1

μέγιστο
	0

                     
	– 1

ελάχιστο
	 0


	1

μέγιστο


Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = συνx είναι η παρακάτω καμπύλη , 

η οποία λέγεται ημιτονοειδής καμπύλη .

Παρατηρήσεις

· Επειδή η συνάρτηση f(x) = συνx είναι άρτια , η γραφική της παράσταση έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα y΄y .

· Για τη συνάρτηση f(x) = ρ συνωx , όπου ρ , ω > 0 ισχύει :

ι) το ρ καθορίζει τη μέγιστη τιμή της , που ισούται με ρ και την ελάχιστη τιμή της 

που ισούται με – ρ

ιι) το ω καθορίζει την περίοδο της συνάρτησης που είναι Τ = 
[image: image393.wmf]w
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86. Τι γνωρίζετε για τη μελέτη της συνάρτησης f(x) = εφx ;

Απάντηση

Η συνάρτηση εφαπτομένη είναι περιοδική με περίοδο π και δεν ορίζεται για x = 
[image: image394.wmf]2
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Η συνάρτηση εφαπτομένη είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image395.wmf]÷
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Η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς την αρχή των αξόνων , έχει 

ως κατακόρυφες ασύμπτωτες τις ευθείες  x = 
[image: image396.wmf]2
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 , x = 
[image: image397.wmf]2

p

-

  και περνάει από την αρχή 

των αξόνων Ο(0,0) , αφού είναι εφ0 = 0 .

Παρατήρηση

Η συνάρτηση f(x) = ρ εφωx , όπου ρ , ω > 0 , έχει περίοδο 
[image: image398.wmf]w

p

 , ενώ δεν έχει ακρότατα .

87. Τι γνωρίζετε για τη μελέτη της συνάρτησης f(x) = σφx ;

Απάντηση

Η συνάρτηση συνεφαπτομένη είναι περιοδική με περίοδο π και δεν ορίζεται για x =0 και x =π 

Η συνάρτηση συνεφαπτομένη είναι γνησίως φθίνουσα στο (0 , π) .

Η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς το σημείο 
[image: image399.wmf]÷
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 , έχει ως κατακόρυφες ασύμπτωτες τις ευθείες  x = 0 , x = π  και περνάει από το σημείο 
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, αφού είναι σφ
[image: image401.wmf]2
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= 0 

Παρατήρηση

Η συνάρτηση f(x) = ρ σφωx , όπου ρ , ω > 0 , έχει περίοδο 
[image: image402.wmf]w

p

 , ενώ δεν έχει ακρότατα .

88. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση των ασκήσεων
ΜΕΛΕΤΗ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Με ρ , ω
[image: image403.wmf]Î

R
Α) f(x) = ρ ημωx   ,  f(x) = ρ συνωx
ι) Έχει περίοδο Τ = 
[image: image404.wmf]2
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ιι) Έχει μέγιστο το 
[image: image405.wmf]r

 και ελάχιστο το 
[image: image406.wmf]r
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ιιι) Τη μελετάμε στο διάστημα [0 , Τ] 

· Φτιάχνουμε πίνακα τιμών της , ξεκινώντας : 

για x = 0 και προσθέτοντας  κάθε φορά στην τιμή του x το 
[image: image407.wmf]4
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· Σχεδιάζουμε τη γραφική της παράσταση
· Βρίσκουμε τη μονοτονία της συνάρτησης με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης

(βλέπε ασκήσεις 5 , 6 σελίδες 81 – 82 σχολικού βιβλίου)
Β) f(x) = ρ εφωx   ,  f(x) = ρ σφωx
ι) Έχει περίοδο Τ = 
[image: image408.wmf]p
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ιι) Δεν έχει ακρότατα

ιιι) Την f(x) = ρ εφωx την μελετάμε στο διάστημα 
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ενώ την  f(x) = ρ σφωx την μελετάμε στο διάστημα 
[image: image410.wmf](
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· Φτιάχνουμε ένα πίνακα τιμών της 

(διαλέγουμε μερικές τιμές του x ώστε να υπολογίζεται εύκολα η εφx και η σφx)

· Σχεδιάζουμε τη γραφική της παράσταση

· Βρίσκουμε τη μονοτονία της συνάρτησης με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης

(βλέπε ασκήσεις 8 , 9 σελίδα 82 σχολικού βιβλίου)
Γ) g(x) = ρ ημωx + κ   ,  g(x) = ρ συνωx + κ
Η γραφική της παράσταση προκύπτει από την κατακόρυφη μετατόπιση 

της γραφικής παράστασης f(x) = ρ ημωx   ,  f(x) = ρ συνωx αντίστοιχα , 

· κατά κ μονάδες προς τα πάνω αν κ > 0 

· κατά κ μονάδες προς τα κάτω αν κ < 0 

Τα βήματα που ακολουθούμε είναι τα ίδια με το Α. 

Το μόνο που διαφέρει είναι το ιι , δηλαδή :

Έχει μέγιστο το 
[image: image411.wmf]r

 + κ και ελάχιστο το 
[image: image412.wmf]r
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 + κ
(βλέπε άσκηση 2 σελίδα 81 σχολικού βιβλίου)
Δ) g(x) = ρ εφωx + κ   ,  g(x) = ρ σφωx + κ
Η γραφική της παράσταση προκύπτει από την κατακόρυφη μετατόπιση 

της γραφικής παράστασης f(x) = ρ εφωx   ,  f(x) = ρ σφωx αντίστοιχα , 

· κατά κ μονάδες προς τα πάνω αν κ > 0 

· κατά κ μονάδες προς τα κάτω αν κ < 0 

(βλέπε άσκηση 7 σελίδα 82 σχολικού βιβλίου)

***Ε) h(x) = ρ ημ(ωx +φ) + κ   ,  h(x) = ρ συν(ωx + φ) + κ
ι) Έχει περίοδο Τ = 
[image: image413.wmf]2
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ιι) Έχει μέγιστο το 
[image: image414.wmf]r

 + κ και ελάχιστο το 
[image: image415.wmf]r
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 + κ

ιιι) Για να βρούμε σε πιο διάστημα θα τις μελετήσουμε λύνουμε την ανίσωση :


[image: image416.wmf]p
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 (βλέπε παράδειγμα σελίδα 32 σημειώσεων)

ιv) Φτιάχνουμε πίνακα τιμών της , προσθέτοντας  κάθε φορά στην τιμή του x το 
[image: image417.wmf]4
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v) Σχεδιάζουμε τη γραφική της παράσταση 

π.χ.

Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση :

f(x) = 3 ημ(2x + 
[image: image418.wmf]4

p

) + 1 και να γίνει η γραφική παράσταση αυτής .

Λύση

· Η f έχει πεδίο ορισμού Α = R
· H f είναι περιοδική με περίοδο Τ = 
[image: image419.wmf]2
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· Μονοτονία

Βρίσκουμε πρώτα το διάστημα , στο οποίο θα μελετήσουμε τη συνάρτηση :
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Άρα θα μελετήσουμε τη συνάρτηση στο διάστημα 
[image: image421.wmf]ú
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χωρίζοντας αυτό σε τέσσερα διαστήματα ίσου πλάτους 
[image: image422.wmf]4
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γι’ αυτό φτιάχνουμε τον παρακάτω πίνακα τιμών της f :

Για να βρούμε το 
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 , εργαζόμαστε ως εξής :

Για x = 
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 , έχουμε : 
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 = 3 ημ
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 = 3 ημ0 + 1 = 3 ∙ 0 + 1 = 1

Όμοια βρίσκουμε ότι : 
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H f είναι : γνησίως αύξουσα στο [
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] ,γνησίως φθίνουσα στο [
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γνησίως φθίνουσα στο [
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] και γνησίως αύξουσα στο [
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· Ακρότατα

Η f  παρουσιάζει στη θέση x = 
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 μέγιστο ίσο με 
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· Γραφική παράσταση
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
89. Να βρείτε την περίοδο των παρακάτω περιοδικών συναρτήσεων :

ι) f(x) = ημ
[image: image448.wmf]4
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ιι) g(x) = συν
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ιιι) h(x) = εφ
[image: image450.wmf]2
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ιv) t(x) = σφ4x
Απάντηση : ι) 
[image: image451.wmf]3
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    ιι) 
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   ιιι) 2π   ιv) 
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90. Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή των συναρτήσεων :

ι) f(x) = 3ημ
[image: image454.wmf]÷
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ιι) g(x) = 5ημx – 4 

ιιι) h(x) = – 2ημ
[image: image455.wmf]÷
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ιv) φ(x) = 4συνx – 3 

Απάντηση : ι) 3 , – 3   ιι) 1 , – 9   ιιι) 2 , – 2   ιv) 1 , – 7

91. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 3συν
[image: image456.wmf]3

x

 – 3 . Να βρείτε :

ι) το μέγιστο και το ελάχιστό της

ιι) την περίοδό της

Απάντηση : ι) 0 , – 6   ιι) 6π

92. Να γίνει η μελέτη και η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = ημ3x .

93. Να μελετήσετε και να σχεδιάσετε τις συναρτήσεις :

ι) f(x) = σφ2x




ιι) g(x) = εφ
[image: image457.wmf]2

x


94. Να γίνει η μελέτη και η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = 1 + συνx στο διάστημα 

[–2π , 0] .

95. Αν η συνάρτηση f(x) = α συν
[image: image458.wmf]2

x
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 , με α , β > 0 έχει περίοδο 4π και μέγιστη τιμή 2 , 

να βρείτε τα α , β .  

Απάντηση : α = 2 , β = 1

96. Αν η συνάρτηση g(x) = εφ
[image: image459.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

4

3

b

 , με β>0 , έχει περίοδο π , να βρείτε το β .

Απάντηση : β = 
[image: image460.wmf]3
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97. Η συνάρτηση f(x)= α∙ημ(ωx), με ω>0,  έχει περίοδο Τ = 6π και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Α
[image: image461.wmf],1
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α) Να βρείτε τους αριθμούς ω και α.

β) Να βρείτε τη μέγιστη τιμή Μ και την ελάχιστη τιμή μ της f.

γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f σε διάστημα μίας περιόδου.

98. Η συνάρτηση f(x)= α + 2ημ(ωx), με ω>0, έχει περίοδο Τ = π και μέγιστη τιμή –1.

α) Να βρείτε τους αριθμούς ω και α.

β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f για 
[image: image462.wmf]2
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99. Η συνάρτηση f(x)= α – βσυν(βx), με β>0, έχει περίοδο Τ = 
[image: image463.wmf]2
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 και ελάχιστη τιμή 1.

α) Να βρείτε τους αριθμούς α και β.

β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f σε διάστημα μίας περιόδου.

100. Η συνάρτηση f(x)= α + βσυν(ωx), με ω>0 και β<0, έχει περίοδο Τ = π, 

μέγιστη τιμή 5 και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Α
[image: image464.wmf],2
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α) Να βρείτε τους αριθμούς ω, α και β.

β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f για 
[image: image465.wmf]2
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101. Να βρείτε  την εξίσωση κάθε μιας από τις επόμενες ημιτονοειδείς καμπύλες .


Απάντηση : ι) f(x) = 3συνx   ιι) g(x) = συν
[image: image466.wmf]3
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.5: Βασικές τριγωνομετρικές εξισώσεις

ΘΕΩΡΙΑ

102. Τι ονομάζουμε τριγωνομετρική εξίσωση ;

Απάντηση

Τριγωνομετρική εξίσωση ονομάζεται κάθε εξίσωση στην οποία ο άγνωστος εμφανίζεται 

στη γωνία ενός ή περισσότερων τριγωνομετρικών αριθμών . 

Σε κάθε τριγωνομετρική εξίσωση μετά από τις πράξεις και τους μετασχηματισμούς , 

θα οδηγούμαστε σε μία από τις παρακάτω βασικές μορφές :

· ημx = α

· συνx = α

· εφx = α

· σφx = α

103. Τι γνωρίζετε για τη λύση της εξίσωσης ημx = α ;

Απάντηση

Αν θ είναι μία λύση της εξίσωσης ημx = α , αν δηλαδή ισχύει ημθ = α , οπότε η εξίσωση 

ημx = α γράφεται ημx = ημθ , τότε οι λύσεις της εξίσωσης δίνονται από τους τύπους :

x = 2κπ + θ

ή

x = 2κπ + π – θ

κ
[image: image467.wmf]Î
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Προσοχή : Πρέπει 
[image: image468.wmf]1
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 δηλαδή 
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Σε κάθε άλλη περίπτωση η εξίσωση ημx = α είναι αδύνατη .

(βλέπε παραδείγματα 1 , 2 σελίδες 84 σχολικού βιβλίου)

104. Τι γνωρίζετε για τη λύση της εξίσωσης συνx = α ;

Απάντηση

Αν θ είναι μία λύση της εξίσωσης συνx = α , αν δηλαδή ισχύει συνθ = α , οπότε η εξίσωση 

συνx = α γράφεται συνx = συνθ , τότε οι λύσεις της εξίσωσης δίνονται από τους τύπους :

x = 2κπ + θ

ή

x = 2κπ – θ

κ
[image: image470.wmf]Î
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Προσοχή : Πρέπει 
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Σε κάθε άλλη περίπτωση η εξίσωση συνx = α είναι αδύνατη .

(βλέπε παραδείγματα 1 , 2 σελίδα 86 σχολικού βιβλίου)

105. Τι γνωρίζετε για τη λύση της εξίσωσης εφx = α ;

Απάντηση

Αν θ είναι μία λύση της εξίσωσης εφx = α , αν δηλαδή ισχύει εφθ = α , οπότε η εξίσωση 

εφx = α γράφεται εφx = εφθ , τότε οι λύσεις της εξίσωσης δίνονται από τον τύπο :

x = κπ + θ

κ
[image: image473.wmf]Î
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Προσοχή : Δεν έχουμε περιορισμό για το α , δηλαδή α
[image: image474.wmf]R

Î


(βλέπε παράδειγμα 1 σελίδα 87 σχολικού βιβλίου)

106. Τι γνωρίζετε για τη λύση της εξίσωσης σφx = α ;

Απάντηση

Αν θ είναι μία λύση της εξίσωσης σφx = α , αν δηλαδή ισχύει σφθ = α , οπότε η εξίσωση 

σφx = α γράφεται σφx = σφθ , τότε οι λύσεις της εξίσωσης δίνονται από τον τύπο :

x = κπ + θ

κ
[image: image475.wmf]Î
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Προσοχή : Δεν έχουμε περιορισμό για το α , δηλαδή α
[image: image476.wmf]R
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(βλέπε παράδειγμα 2 σελίδα 87 σχολικού βιβλίου)

107. Ειδικές περιπτώσεις εξισώσεων

	ημx = 0 
[image: image477.wmf]Û

 x = κπ
	ημx = 1 
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 x = 2κπ + 
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	ημx = – 1 
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 x = 2κπ – 
[image: image481.wmf]2
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	συνx = 0 
[image: image482.wmf]Û

 x = κπ + 
[image: image483.wmf]2
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	συνx = 1 
[image: image484.wmf]Û

 x = 2κπ
	συνx = – 1 
[image: image485.wmf]Û

 x = 2κπ + π


108. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση των ασκήσεων
ι) Για να επιλύσουμε εξισώσεις , όπως οι :

· ημf(x) = α , 
[image: image486.wmf]1
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· συνf(x) = α , 
[image: image487.wmf]1
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· εφf(x) = α , α
[image: image488.wmf]R

Î


· σφf(x) = α , α
[image: image489.wmf]R

Î


εργαζόμαστε ως εξής :

Βρίσκουμε μια γωνία θ ώστε να ισχύει ημθ = α οπότε η εξίσωση ημf(x) = α γίνεται 

ημf(x) = ημθ , δηλαδή βασική εξίσωση .

Ανάλογα εργαζόμαστε και στις υπόλοιπες περιπτώσεις .

(βλέπε ασκήσεις 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 σελίδες 88 , 89 σχολικού βιβλίου)

ιι) Για να λύσουμε μια τριγωνομετρική εξίσωση , προσπαθούμε με διάφορα τεχνάσματα 

να την φέρουμε σε μορφή ίδια με μία από τις βασικές τριγωνομετρικές εξισώσεις . 
ιιι) Αν μετά τους μετασχηματισμούς καταλήξουμε σε εξίσωση 2ου βαθμού ή ανωτέρου , όπου εμφανίζεται μόνο ένας τριγωνομετρικός αριθμός της ίδιας γωνίας , τότε θέτουμε τον άγνωστο τριγωνομετρικό αριθμό ως μια μεταβλητή y και οδηγούμαστε στην επίλυση πολυωνυμικής εξίσωσης .

(βλέπε άσκηση 10 σελίδα 88 σχολικού βιβλίου , 2ιι Β΄ Ομάδας σελίδα 89 σχολικού βιβλίου)

ιv) Αν δεν μπορούμε να δημιουργήσουμε τριγωνομετρικούς αριθμούς με τις ίδιες γωνίες , τότε θα προσπαθήσουμε να οδηγηθούμε σε μία ισότητα όμοιων τριγωνομετρικών αριθμών , έτσι θα αναγόμαστε στις βασικές τριγωνομετρικές εξισώσεις .

Για να το πετύχουμε αυτό χρησιμοποιούμε τους παρακάτω μετασχηματισμούς :

· ημf(x) = – ημg(x) 
[image: image490.wmf]Û

 ημf(x) = ημ[– g(x)]

· συνf(x) = – συνg(x) 
[image: image491.wmf]Û

 συνf(x) = συν[π – g(x)]

· εφf(x) = – εφg(x) 
[image: image492.wmf]Û

 εφf(x) = εφ[– g(x)]

· σφf(x) = – σφg(x) 
[image: image493.wmf]Û

 σφf(x) = σφ[– g(x)]

· ημf(x) = συνg(x) 
[image: image494.wmf]Û

 ημf(x) = ημ
[image: image495.wmf](
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· συνf(x) = ημg(x) 
[image: image496.wmf]Û

 συνf(x) = συν
[image: image497.wmf](
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· εφf(x) = σφg(x) 
[image: image498.wmf]Û

 εφf(x) = εφ
[image: image499.wmf](
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· σφf(x) = εφg(x) 
[image: image500.wmf]Û

 σφf(x) = σφ
[image: image501.wmf](
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(βλέπε ασκήσεις 11ιι , 1 Β΄ Ομάδας σελίδα 88 , 89 σχολικού βιβλίου)

v) Σε αρκετές περιπτώσεις όταν στην τριγωνομετρική εξίσωση εμφανίζονται διαφορετικοί τριγωνομετρικοί αριθμοί , προσπαθούμε να φέρουμε την εξίσωση στη μορφή :

Α(x) ∙ B(x) ∙ Γ(x) = 0 
[image: image502.wmf]Û

A(x) = 0 ή Β(x) = 0 ή Γ(x) = 0 

Όπου Α(x) , B(x) , Γ(x) παραστάσεις με τριγωνομετρικούς αριθμούς και έτσι οδηγούμαστε 

σε απλές τριγωνομετρικές εξισώσεις .

(βλέπε άσκηση 2ι Β΄ Ομάδας σελίδα 89 σχολικού βιβλίου)

vι) Όταν μας ζητείται να λύσουμε τριγωνομετρική εξίσωση σε διάστημα (α , β) τότε :

· Βρίσκουμε αρχικά τις άπειρες λύσεις 

· Από την ανισότητα α < x < β , βρίσκουμε τις τιμές του κ
[image: image503.wmf]Î

Ζ για τις οποίες οι λύσεις ανήκουν στο διάστημα (α , β)

· Και τέλος , έχοντας βρει το κ
[image: image504.wmf]Î

 Ζ , βρίσκουμε τις λύσεις της τριγωνομετρικής εξίσωσης στο διάστημα (α , β)

Παρατήρηση : Το διάστημα μπορεί να είναι και της μορφής :

[α , β]

[α , β)

(α , β]

(βλέπε  ασκήσεις 3 , 5 Β΄ Ομάδας σελίδα 89 σχολικού βιβλίου)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

109. Να λυθεί η εξίσωση : συν
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Απάντηση : x = 2κπ + 
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 ή x = 2κπ – 
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110. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) συν3x = 
[image: image510.wmf]2
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ιι) εφ2x = – 1

Απάντηση : ι) x = 
[image: image511.wmf]4
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111. Να λυθούν οι εξισώσεις : 

ι) ημ
[image: image515.wmf]÷
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ιι) συν
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ιιι) συν
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Απάντηση : ι) x = 
[image: image518.wmf]12
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 ιι) x = 
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             ιιι) x = 
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112. Να λυθεί η εξίσωση : ημx = συν
[image: image527.wmf]÷
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Απάντηση : x = κπ + 
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3

p

 , κ
[image: image529.wmf]Î

Ζ

113. Να λυθεί η εξίσωση : συν2x = 
[image: image530.wmf]2
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Απάντηση : x = 
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114. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) 1 + 2συν(2x + 20o) = 0





ιι) ημ(2x – 10o) = ημx 

ιιι) συν(2x + 60o) = συν
[image: image533.wmf]÷
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Απάντηση : ι) x = 180o ∙ κ + 50ο ή x = 180o ∙ κ – 70ο , κ
[image: image534.wmf]Î
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ιι) x =  360o ∙ κ + 10ο ή x = 120o ∙ κ + 
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ιιι) x = 144o ∙ κ + 12ο ή x = 240o ∙ κ – 100ο , κ
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115. Να λυθεί η εξίσωση : εφ
[image: image538.wmf]÷
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Απάντηση : x = κπ – 
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116. Να λυθούν οι εξισώσεις : 

ι) συν2x – ημx ∙ συνx = 0

ιι) εφ3x – εφ2x – 3εφx + 3 = 0

Απάντηση : ι) x = 
[image: image543.wmf]2
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 ιι) x = κπ + 
[image: image546.wmf]4

p

 ή x = κπ + 
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117. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) ημ2x – συν2x = 0



ιι) εφ2x – σφ2x = 0
Απάντηση : ι) x = κπ 
[image: image550.wmf]4
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Ζ  ιι) x = κπ 
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118. Να λύσετε την εξίσωση εφ
[image: image554.wmf]3
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Απάντηση : 
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119. Να λύσετε την εξίσωση εφ
[image: image557.wmf]3
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Απάντηση : 
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120. Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image562.wmf]3
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Απάντηση : 
[image: image565.wmf]2
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121. Να λυθεί η εξίσωση : ημx + 
[image: image568.wmf]3

συνx = 0

Απάντηση : x = κπ – 
[image: image569.wmf]3

p

 , κ
[image: image570.wmf]Î

Ζ

122. Να λυθεί η εξίσωση : εφ2x ∙ σφx = 1

Απάντηση : x = κπ + 
[image: image571.wmf]4
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123. Να λυθεί η εξίσωση : εφx ∙ εφ2x = 1

Απάντηση : x = 
[image: image573.wmf]6
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124. Να λυθεί η εξίσωση ημ2x + συν22x = 1 στο διάστημα (π , 3π) .

125. Να λυθεί η εξίσωση : ημ2x – ημ2
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Απάντηση : x = 
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126. Να λυθεί η εξίσωση : συν22x + ημ2
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Απάντηση : x = 2κπ + 
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127. Να λυθεί η εξίσωση ημ2
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Απάντηση : x = 
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128. Να λυθεί η εξίσωση : 2σφx – 
[image: image590.wmf]3
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Απάντηση : x = κπ – 
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129. Να λυθεί η εξίσωση : (2ημx + 1)2 – 4(1 – ημx) (2ημx + 1) = 0

Απάντηση : x = 2κπ + 
[image: image594.wmf]6
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130. Να λυθεί η εξίσωση : 2συν4x + ημ2x = 2

Απάντηση : x = κπ , κ
[image: image599.wmf]Î
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131. Να λυθεί η εξίσωση : εφx + συνx = 
[image: image600.wmf]x
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Απάντηση : x = κπ , κ
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132. Να λυθεί η εξίσωση : 
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Απάντηση : x = κπ , κ
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133. Να λυθεί η εξίσωση : ημ3x + συν3x = 1

Απάντηση : x = 2κπ + 
[image: image604.wmf]2
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 ή x =  2κπ , κ
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