ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: Πολυώνυμα – Πολυωνυμικές εξισώσεις

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 4.1: Πολυώνυμα

ΘΕΩΡΙΑ

1. Τι λέγεται μονώνυμο του x ;

Απάντηση

Μονώνυμο του x λέγεται κάθε παράσταση της μορφής αxν , όπου α είναι ένας πραγματικός αριθμός και ν ένας θετικός ακέραιος .

Μονώνυμο του x λέμε επίσης και κάθε πραγματικό αριθμό .

π.χ.

Οι παραστάσεις : 5x4 , – x , 
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x2 , 0x7 είναι μονώνυμα του x .

Επίσης οι αριθμοί 
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-

 , 0 , 4 , 
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 είναι μονώνυμα του x , γιατί γράφονται : 
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∙ x0 , 0 ∙ x0 , 4 ∙ x0 , 
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 ∙ x0 

Παρατηρήσεις :

1. Το α ονομάζεται συντελεστής του μονώνυμου ενώ το xν ονομάζεται κύριο μέρος 

του μονώνυμου .

2. Δύο ή περισσότερα μονώνυμα θα λέγονται όμοια αν έχουν το ίδιο κύριο μέρος .

2. Τι λέγεται πολυώνυμο του x ; 

Απάντηση

Πολυώνυμο του x λέγεται κάθε παράσταση της μορφής: αν xν + αν-1 xν-1 + ……… + α1 x + αο ,

όπου ν είναι ένας φυσικός αριθμός και αο , α1 , ……… , αν είναι πραγματικοί αριθμοί .

π.χ.

Οι παραστάσεις: 1 + x3 , 2x2 – 4x + 5 , x + 6 είναι πολυώνυμα του x .
Η παράσταση x3 + 2αx2 – 5α2 x + α3 είναι πολυώνυμο ως προς τη μεταβλητή x αλλά 

και ως προς τη μεταβλητή α .

Παρατηρήσεις :

· Τα πολυώνυμα τα συμβολίζουμε συνήθως Ρ(x) , Q(x) , f(x) , g(x) , κ.τ.λ.

· Τα μονώνυμα αν xν , αν-1 xν-1 , ……… , α1 x , αο λέγονται όροι του πολυωνύμου 

και οι πραγματικοί αριθμοί  αν , αν-1 , ……… , α1 , αο λέγονται συντελεστές 

του πολυωνύμου . Ειδικότερα ο αο λέγεται σταθερός όρος του πολυωνύμου .

3. ι) Τι λέγεται βαθμός ενός πολυωνύμου ;

ιι) Πότε ένα πολυώνυμο λέγεται μηδενικό πολυώνυμο ;

ιιι) Πότε ένα πολυώνυμο λέγεται σταθερό πολυώνυμο ;

Απάντηση

ι) Βαθμός ενός πολυωνύμου Ρ(x) = αν xν + αν-1 xν-1 + ……… + α1 x + αο λέγεται 

ο μεγαλύτερος εκθέτης της μεταβλητής x ,  της οποίας ο συντελεστής είναι διάφορος 

από το μηδέν .

π.χ.

· Ο βαθμός του πολυωνύμου 3x5 – 4x2 + 6x + 1 είναι 5 

· Ο βαθμός του 4x – x2 + 3 είναι 2

· Ο βαθμός του 6 είναι 0 αφού 6 = 6 ∙ x0
ιι) Μηδενικό πολυώνυμο λέγεται το πολυώνυμο του οποίου οι συντελεστές είναι όλοι ίσοι 

με μηδέν και συμβολίζεται με 0 .
Το μηδενικό πολυώνυμο δεν έχει βαθμό ή πιο σωστά δεν ορίζεται ο βαθμός του, αφού :

0 = 0 ∙ xν = 0 ∙ x30 = 0 ∙ x100 = ………
ιιι) Τα πολυώνυμα της μορφής αο , δηλαδή οι πραγματικοί αριθμοί , λέγονται σταθερά πολυώνυμα . 

Ειδικά το σταθερό πολυώνυμο 0 λέγεται μηδενικό πολυώνυμο .

4. Πότε δύο πολυώνυμα λέγονται ίσα ;

Απάντηση

Δύο πολυώνυμα 

αμ xμ + αμ-1 xμ-1 + ……… + α1 x + αο   και   βν xν + βν-1 xν-1 + ……… + β1 x + βο   με μ
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ν

θα λέμε ότι είναι ίσα όταν :

αο = βο , α1 = β1 , …… , αν = βν   και   αν+1 = αν+2 = …… = αμ = 0

Δηλαδή δύο πολυώνυμα του x θα λέμε ότι είναι ίσα , όταν :

· είναι του ίδιου βαθμού

· οι συντελεστές των ομοβάθμιων δυνάμεων του x είναι ίσοι

· οι σταθεροί όροι τους είναι ίσοι

5. ι) Τι λέγεται αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου ;

ιι) Τι λέγεται ρίζα ενός πολυωνύμου ;

Απάντηση

ι) Αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου Ρ(x) ονομάζουμε τον αριθμό που θα προκύψει , 

αν αντικαταστήσουμε το x με έναν ορισμένο πραγματικό αριθμό ρ και κάνουμε τις πράξεις . Την αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου για x = ρ τη συμβολίζουμε με Ρ(ρ) .

ιι) Ρίζα ενός πολυωνύμου Ρ(x) 
[image: image7.wmf]¹

0 λέγεται κάθε πραγματικός αριθμός ρ , ο οποίος αν τεθεί αντί του x στο πολυώνυμο το μηδενίζει .

Συμβολικά έχουμε :

ο ρ είναι ρίζα του Ρ(x) 
[image: image8.wmf]Û

 Ρ(ρ) = 0

Παρατηρήσεις

· Το σταθερό πολυώνυμο c έχει τιμή c για όλες τις τιμές του x (ισχύει και το αντίστροφο)

· Τα ίσα πολυώνυμα έχουν ίσες τιμές για όλες τις τιμές του x (ισχύει και το αντίστροφο)

6. ι) Πώς προσθέτουμε (αντίστοιχα αφαιρούμε) και πώς πολλαπλασιάζουμε πολυώνυμα ;

ιι) Με τι ισούται ο βαθμός του αθροίσματος δύο πολυωνύμων ;

ιιι) Με τι ισούται ο βαθμός του γινομένου δύο πολυωνύμων ;

Απάντηση

ι) Οι πράξεις της πρόσθεσης (αντίστοιχα της αφαίρεσης) και του πολλαπλασιασμού πολυωνύμων , στηρίζονται στις πράξεις των πραγματικών αριθμών .

ιι) Αν το άθροισμα δύο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι μη μηδενικό πολυώνυμο , τότε 

ο βαθμός του είναι ίσος ή μικρότερος από το μέγιστο των βαθμών των δύο πολυωνύμων .

ιιι) Ο βαθμός του γινομένου δύο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι ίσος με το άθροισμα 

των βαθμών των πολυωνύμων αυτών .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

7. Δίνονται τα πολυώνυμα f(x) = 2x3 – 3x2 + x – 6 και g(x) = – x3 + 2x2 – 3x + 5 .

Να βρεθούν τα πολυώνυμα :

ι) f(x) + 2g(x)

ιι) 2f(x) – 3g(x)

8. Δίνονται τα πολυώνυμα f(x) = x2 – 3x + 1 και g(x) = x3 + 2x – 3 .

Να βρεθούν τα πολυώνυμα :

ι) f(x) ∙ g(x)

ιι) 
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9. Να βρεθούν οι τιμές του λ
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R για τις οποίες το πολυώνυμο : 

f(x) = (4λ2 – 9)x3 + (2λ2 – λ – 3)x + 2λ – 3 είναι το μηδενικό .

Απάντηση : λ = 
[image: image11.wmf]2
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10. Να βρεθούν οι τιμές του λ
[image: image12.wmf]Î

R για τις οποίες τα πολυώνυμα :

f(x) = λ2x3 + (λ – 3)x2 + 11 και g(x) = (4λ – 3)x3 + (λ2 – 9)x2 + 2λ + 5 είναι ίσα .

Απάντηση : λ = 3

11. Να εξεταστεί αν υπάρχουν τιμές για τα α και β , ώστε το πολυώνυμο :

f(x) = (α – 2)x2 + (4β + 8)x + α + β – 5 να είναι το μηδενικό .

Απάντηση : δεν υπάρχουν 

12. Να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο Ρ(x) = (κ – 2)x2 + (2λ + 6)x + κ + λ – 3 είναι διάφορο 

του μηδενικού πολυωνύμου για κάθε κ , λ
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R .

13. ι) Να βρείτε για ποιες τιμές των κ , λ και μ τα πολυώνυμα : 

Ρ(x) = λx2 – (λ – κ)x + μ – 2λ και Q(x) = (μ – λ)x2 + 4x + κ + λ είναι ίσα .

ιι) Να προσδιορίσετε τον αριθμό α
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R , έτσι ώστε το πολυώνυμο Ρ(x) = 9x3 – 3x2 + 8x – 27 να παίρνει τη μορφή : 

α(x3 + x) – 3x2 + (x – 3) (x2 + 3x + 9)

Απάντηση : ι) κ = 2 , λ = – 2 , μ = – 4   ιι) α = 8

14. Να βρεθούν τα α , β , γ
[image: image15.wmf]Î

R , ώστε τα πολυώνυμα : 

f(x)  = 4x3 + 4x2 – x και g(x) = (2x + 1) (2x – 3) (αx + β) + 10x + 6  να είναι ίσα .

Απάντηση : α = 1 , β = 2

15. Να βρεθεί για ποιες τιμές του λ το 2 είναι ρίζα του πολυωνύμου : 

P(x) = x3 + λx2 – (4λ + 3)x + 2

Απάντηση : λ = 1

16. Να βρεθούν οι τιμές του λ
[image: image16.wmf]Î

R , ώστε η τιμή του πολυωνύμου P(x) = x3 + 2x2 – 3x + λ2 – 4 

για x = – 2 να είναι 11 

Απάντηση : λ = 3 ή λ = – 3

17. Να βρεθούν τα κ , λ
[image: image17.wmf]Î

R , αν το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 + x2 + κx + λ  έχει για ρίζες 

το  – 4 και το 1 . 

Απάντηση : κ = – 10 , λ = 8

18. Να βρεθούν τα α , β
[image: image18.wmf]Î

R , αν το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 + αx2 + βx – 60 έχει ρίζα το 3 

και ισχύει η σχέση Ρ(– 1) = – 48 

Απάντηση : α = 6 , β = – 7

19. Αν Ρ(x) = x2 + 2x + 5 , να βρείτε :

ι) το Ρ(α – 1)

ιι) τον αριθμό α , ώστε Ρ(α – 1) = 13

Απάντηση : ι) α2 + 4   ιι) α = 3 ή α = – 3

20. Δίνονται τα πολυώνυμα Ρ(x) = x2 – (3α + 2)x + 2β και Q(x) = x2 – (β + 4)x + 5α .

Να βρεθούν τα α , β
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R , όταν ο αριθμός 1 είναι κοινή ρίζα των Ρ(x) και Q(x) .

Απάντηση : α = 1 , β = 2

21. Να βρείτε το βαθμό του πολυωνύμου Ρ(x) = (λ3 – λ)x3 + (λ2 – 1)x – λ – 1 για τις διάφορες τιμές του λ .

22. Να βρείτε το πολυώνυμο Ρ(x) για το οποίο ισχύει : (2x – 1) ∙ P(x) = 2x3 + 5x2 + 11x – 7 

Απάντηση : P(x) = x2 + 3x + 7

23. Να βρεθούν τα κ , λ , μ , ν
[image: image20.wmf]Î

R ώστε το πολυώνυμο f(x) = x4 + κx3 + λx2 + μx + 4 

να είναι τετράγωνο του πολυωνύμου g(x)  = x2 + x + ν

Απάντηση : κ = 2 , λ = 5 , μ = 4 , ν = 2  ή  κ = 2 , λ = – 3 , μ = – 4 , ν = – 2

24. Να βρείτε το βαθμό του πολυωνύμου Ρ(x) = (λ3 – λ)x3 + (λ2 – 4)x + λ – 2 

για τις διάφορες τιμές του λ .

25. Να βρεθούν οι τιμές του α
[image: image21.wmf]Î

R για τις οποίες τα πολυώνυμα:

Ρ(x) = (α – 2)2x3 + (α2 +2α)x2 – α2 x + 3α – 8  και 

Q(x) = (3α + 2)x2 –2αx + α – α2
είναι ίσα.

Απάντηση : α = 2

26. Έστω το πολυώνυμο P(x) = (λ3 – λ)x2 + (λ2 + λ)x + λ2 – 2λ – 3.

Να βρείτε το λ ώστε το Ρ(x)

α) είναι σταθερό πολυώνυμο

β) είναι μηδενικό πολυώνυμο

γ) είναι μηδενικού βαθμού

Απάντηση: α) 0, –1  β) –1  γ) 0

27. Να βρείτε το πολυώνυμο P(x) για το οποίο ισχύει:

(3x – 2) P(x) = 3x3 – 14x2 + 17x – 6  

Απάντηση: x2 – 4x + 3 

28. Να βρείτε το πολυώνυμο P(x) για το οποίο ισχύει:

[(P(x)]2 = x4 -2x3 + 5x2 – 4x + 4

Απάντηση: x2 – x+ 2 ή  –x2 + x –2  

29. Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα f(x) = κx2 + λx + μ , κ 
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0 , τα οποία επαληθεύουν 
τη σχέση f(x + 1) – f(– x) = 0 

Απάντηση : f(x) = κx2 – κx + μ 

30. Να βρεθεί το πολυώνυμο Ρ(x)  τρίτου βαθμού , το οποίο να έχει ρίζα το 0 και να ικανοποιεί τη σχέση Ρ(x – 1) = P(x) – x2
Απάντηση : P(x) = 
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31. Να βρεθεί το πολυώνυμο f(x) για το οποίο ισχύει η σχέση : 
(3x + 2) ∙ f(x) = 3x3 – 10x2 + x + 6

Απάντηση : f(x) = x2 – 4x + 3

32. Να βρείτε τις τιμές των α , β
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R για τις οποίες για κάθε x
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 Ρ – {2 , 3} ισχύει :
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Απάντηση : α = – 5 , β = 7

33. Αν α3 + β3 + γ3 = 3αβγ και α + β + γ 
[image: image27.wmf]¹

 0 , να αποδείξετε με τη βοήθεια της ταυτότητας 


[image: image28.wmf]×

2

1

(α + β + γ) [(α – β)2 + (β – γ)2 + (γ – α)2] = α3 + β3 + γ3 – 3αβγ , ότι το πολυώνυμο 

P(x) = (α – β)x2 + (β – γ)x + (γ – α) είναι το μηδενικό . 

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 4.2: Διαίρεση πολυωνύμων

ΘΕΩΡΙΑ

34. Τι γνωρίζετε για την έννοια της Ευκλείδειας διαίρεσης μεταξύ θετικών ακεραίων αριθμών;

Απάντηση

Για κάθε ζεύγος φυσικών αριθμών Δ και δ με δ 
[image: image29.wmf]¹

0 , υπάρχουν δύο μοναδικοί φυσικοί αριθμοί π και υ τέτοιοι ώστε :

Δ = δ ∙ π + υ , 0 
[image: image30.wmf]£

 υ < δ

Η ισότητα αυτή είναι γνωστή ως ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης . Ο Δ λέγεται διαιρετέος , ο δ διαιρέτης , ο π πηλίκο και ο υ υπόλοιπο της διαίρεσης .

35. Ποια είναι η ταυτότητα της διαίρεσης δύο πολυωνύμων ;

Απάντηση

Η έννοια της διαίρεσης των πολυωνύμων είναι ανάλογη με την Ευκλείδεια διαίρεση μεταξύ θετικών ακεραίων αριθμών .

Συγκεκριμένα ισχύει :

Για κάθε ζεύγος πολυωνύμων Δ(x)  και δ(x) με δ(x) 
[image: image31.wmf]¹

0 υπάρχουν δύο μοναδικά πολυώνυμα π(x) και υ(x) , τέτοια ώστε :

Δ(x) = δ(x) ∙ π(x) + υ(x)

όπου το υ(x) ή είναι το μηδενικό πολυώνυμο ή έχει βαθμό μικρότερο από το βαθμό του δ(x) .

Το Δ(x) λέγεται διαιρετέος , το δ(x) διαιρέτης , το π(x) πηλίκο και το υ(x) υπόλοιπο 

της διαίρεσης .

36. Πώς βρίσκουμε το πηλίκο π(x) και το υπόλοιπο υ(x) της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Δ(x) 

με ένα πολυώνυμο δ(x) ;

Απάντηση

Βλέπε παράδειγμα σελίδα 133 σχολικού βιβλίου

37. ι) Πότε λέμε ότι η διαίρεση του πολυωνύμου Δ(x) με το πολυώνυμο δ(x) είναι τέλεια ;

ιι) Πότε ένα πολυώνυμο Δ(x) διαιρείται ακριβώς με το πολυώνυμο δ(x)
[image: image32.wmf]¹

0 ;

Απάντηση

ι) Αν σε μια διαίρεση είναι υ(x) = 0 , τότε η διαίρεση λέγεται τέλεια και η ταυτότητα 
της διαίρεσης γράφεται Δ(x) = δ(x) ∙ π(x) 
Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το δ(x) διαιρεί το Δ(x) ή ότι το δ(x) είναι παράγοντας 
του Δ(x) ή ότι το Δ(x) διαιρείται με το δ(x) ή ότι το δ(x) είναι διαιρέτης του Δ(x) .

ιι) Το πολυώνυμο Δ(x) διαιρείται ακριβώς με το πολυώνυμο δ(x)
[image: image33.wmf]¹

0 , αν υπάρχει 

πολυώνυμο π(x) τέτοιο ώστε να είναι Δ(x) = δ(x) ∙ π(x)
38. Πώς βρίσκουμε το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Ρ(x) με το x – ρ χωρίς 

να εκτελέσουμε τη διαίρεση ; Να το αποδείξετε .

Απάντηση

Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Ρ(x) με το x – ρ βρίσκεται , χωρίς 

να εκτελέσουμε τη διαίρεση , αν στηριχτούμε στο παρακάτω θεώρημα :

Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Ρ(x) με το x – ρ είναι ίσο με την τιμή 
του πολυωνύμου για x = ρ .

Είναι δηλαδή : υ = Ρ(ρ) 

π.χ.

Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(x) = x3 + 3x2 – 13x – 15 με το x – 2 

Λύση

υ = Ρ(2) = 23 + 3 ∙ 22 – 13 ∙ 2 – 15 = 8 + 3 ∙ 4 – 13 ∙ 2 –15 = 8 + 12 – 26 – 15 = – 21

Απόδειξη : βλέπε σελίδα 134 σχολικού βιβλίου

39. Πότε ένα πολυώνυμο Ρ(x) έχει παράγοντα το x – ρ ; Να το αποδείξετε .

Απάντηση

Ένα πολυώνυμο Ρ(x)  έχει παράγοντα το x – ρ αν και μόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x) , δηλαδή αν και μόνο αν Ρ(ρ) = 0
Δηλαδή Ρ(x) = (x – ρ) ∙ π(x) 
[image: image34.wmf]Û

 Ρ(ρ) = 0

π.χ.

Να εξεταστεί αν το πολυώνυμο Ρ(x) = 3x3 + 5x2 – 11x + 3 έχει ως παράγοντα το x + 3

Λύση

Το x + 3 = x – (– 3) . Η τιμή του πολυωνύμου Ρ(x) για x = – 3 είναι :

Ρ(– 3) = 3 ∙ (– 3)3 + 5 ∙ (– 3)2 – 11 ∙ (– 3) + 3 = – 81 + 45 + 33 + 3 = 0

Επομένως σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα , το x + 3 είναι παράγοντας 

του Ρ(x) = 3x3 + 5x2 – 11x + 3

Απόδειξη : βλέπε σελίδα 135 σχολικού βιβλίου

40. ι) Σε τι χρησιμεύει το σχήμα Horner (Χόρνερ) ;

ιι) Τι κάνουμε για την κατασκευή του πίνακα Horner ;

Απάντηση

ι) Το σχήμα Horner χρησιμεύει για την εύρεση του πηλίκου και του υπόλοιπου της διαίρεσης του Ρ(x) με το x – ρ .

Το σχήμα Horner είναι μια σύντομη μέθοδος για να υπολογίζουμε τις αριθμητικές τιμές πολυωνύμου (και να λύνουμε τις πολυωνυμικές εξισώσεις , βλέπε επόμενη παράγραφο 4.3) .

Παρατήρηση 

Το σχήμα Horner είναι ιδιαίτερα χρήσιμο στις περιπτώσεις όπου το ρ ή ο βαθμός του Ρ(x) είναι μεγάλος αριθμός .

(βλέπε ασκήσεις 6 , 9 σελίδα 139 σχολικού βιβλίου)

ιι) Για την κατασκευή του πίνακα Horner κάνουμε τα παρακάτω :

· Στην πρώτη γραμμή γράφουμε τους συντελεστές του πολυωνύμου , αφού συμπληρώσουμε με 0 τους συντελεστές των δυνάμεων του x  που δεν υπάρχουν .

· Στην πρώτη θέση της τρίτης γραμμής γράφουμε τον πρώτο συντελεστή του Ρ(x) 

και έπειτα ο πίνακας συμπληρώνεται ως εξής : 

· Κάθε στοιχείο της δεύτερης γραμμής βρίσκεται αν πολλαπλασιάσουμε το αμέσως 

προηγούμενο στοιχείο της τρίτης γραμμής με το ρ .

· Κάθε άλλο στοιχείο της τρίτης γραμμής βρίσκεται αν προσθέσουμε τα αντίστοιχα 

στοιχεία της πρώτης και της δεύτερης γραμμής .

Το τελευταίο στοιχείο της τρίτης γραμμής είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(x) 
με το x – ρ , δηλαδή η τιμή του πολυωνύμου Ρ(x) για x = ρ . 
Τα άλλα στοιχεία της τρίτης γραμμής είναι οι συντελεστές του πηλίκου της διαίρεσης .

(βλέπε παράδειγμα 1 , 2 σελίδα 138 σχολικού βιβλίου)

41. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση των ασκήσεων
ι) 

· Για να διαιρέσουμε πολυώνυμα με την ίδια μεταβλητή ακολουθούμε 

τη γνωστή διαδικασία της διαίρεσης .

(βλέπε άσκηση 1 σελίδα 139 σχολικού βιβλίου)

· Για να διαιρέσουμε πολυώνυμα με περισσότερες της μιας μεταβλητής , θεωρούμε αυτά 

ως πολυώνυμα της μιας μεταβλητής (όποια θέλουμε) ενώ τις υπόλοιπες τις θεωρούμε σταθερές και κάνουμε τη διαίρεση κανονικά κατά τα γνωστά .

(βλέπε άσκηση 10 σελίδα 139 σχολικού βιβλίου)

· Όταν στο διαιρετέο λείπει κάποιος όρος π.χ. ο xκ , τότε ή αφήνουμε τη θέση κενή 

ή γράφουμε 0xκ .

ιι) Το σχήμα Horner είναι μια μέθοδος με την οποία μπορούμε να βρούμε :
· Το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(x) : (x – ρ) χωρίς να εκτελέσουμε τη διαίρεση.

Δηλαδή αντικαθιστά τη διαίρεση πολυωνύμων μόνο όμως στην περίπτωση 

που ο διαιρέτης είναι της μορφής x – ρ .

(βλέπε άσκηση 4 σελίδα 139 σχολικού βιβλίου)

· Την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου Ρ(x) για x = ρ , δηλαδή το Ρ(ρ) .

(βλέπε άσκηση 5 σελίδα 139 σχολικού βιβλίου)

Προσοχή όταν ο διαιρετέος είναι ελλιπές πολυώνυμο (λείπουν κάποιοι όροι) , τότε 

πρέπει στις αντίστοιχες θέσεις τους στον πίνακα Horner να τοποθετούνται μηδενικά .

ιιι) Αν γνωρίζουμε δύο πολυώνυμα Δ(x) και δ(x) τότε είναι δυνατό να βρούμε το πηλίκο Π(x) 
και το υπόλοιπο υ(x) της διαίρεσης Δ(x) : δ(x) με τους εξής τρόπους :

· Κάνουμε τη διαίρεση κατά τα γνωστά .

· Στηριζόμαστε στην ταυτότητα της διαίρεσης Δ(x) = δ(x) ∙ π(x) + υ(x) .

Υπολογίζουμε αρχικά τους βαθμούς των Π(x) και υ(x) και στη συνέχεια εργαζόμαστε 
με τη μέθοδο των «προσδιοριστέων συντελεστών»

· Αν δ(x) = x – ρ χρησιμοποιούμε σχήμα Horner .

ιv) Για να δείξουμε ότι ένα πολυώνυμο Ρ(x) διαιρείται με το γινόμενο της μορφής 

(x – α) (x – β) αρκεί να δείξουμε ότι : Ρ(α) = 0 και Ρ(β) = 0

(βλέπε άσκηση 4 Β΄ Ομάδας σελίδα 140 σχολικού βιβλίου)

Σε ασκήσεις που ζητούν και το πηλίκο της διαίρεσης ακολουθούμε τα παρακάτω :

· Το x – α διαιρεί το Ρ(x) οπότε : Ρ(x) = (x – α) Π1(x) και

· Το x – β διαιρεί το Π1(x) οπότε : Π1(x) = (x – β) Π2(x) 

Από τις δύο παραπάνω σχέσεις , έχουμε : Ρ(x) = (x – α) (x – β) Π2(x) δηλαδή το ζητούμενο .

(βλέπε άσκηση 3 Β΄ Ομάδας σελίδα 140 σχολικού βιβλίου)

Παρατήρηση

Την ίδια διαδικασία ακολουθούμε και όταν ο διαιρέτης είναι της μορφής (x – α)ν
ΑΣΚΗΣΕΙΣ

42. Να γίνουν οι διαιρέσεις και να γραφτεί η ταυτότητα της διαίρεσης σε κάθε περίπτωση :

ι) (x3 – x2 – 9x – 10) : ( x – 4)
ιι) (30x4 + 11x3  - 82x2 – 5x + 3) : (10x2 – 3x – 12)
43. Να γίνουν οι διαιρέσεις :

ι) (x4 – x2 + 1) : (x2 + x + 1) 

ιι) (6x2 + xy – 15y2) : (2x – 3y)

44. Αν είναι f(x) = (2x + 3)2 + (2x – 3)2 + (2x + 3) (2x – 3) – 3(x + 5)2 και g(x) = 3x – 1 , 

να γίνει η διαίρεση f(x) : g(x)

45. Αν f(x) = x2 – 3x + 2 , να γίνει η διαίρεση : [f(x) + f(x – 1) – f(x + 2)] : (x – 8)

46. Να βρεθεί το πολυώνυμο , το οποίο όταν πολλαπλασιαστεί με το x2 – 3x + 1 δίνει γινόμενο x5 – 3x4 + 5x2 – 7x + 2

Απάντηση : x3 – x + 2

47. Να βρείτε το πολυώνυμο Δ(x) το οποίο όταν διαιρεθεί με το πολυώνυμο x2 + 1 , 

δίνει πηλίκο 3x – 1 και υπόλοιπο 2x + 5 .

Απάντηση : 3x3 – x2 + 5x + 4
48. Να εξεταστεί αν τα πολυώνυμα x + 3 και x – 2 είναι παράγοντες του πολυωνύμου 

Ρ(x) = x3 – x2 – 11x + 3
Απάντηση : ναι , όχι

49. Να βρείτε το υπόλοιπο των διαιρέσεων , χωρίς να κάνετε τις διαιρέσεις :

ι) (x3 + 3x2 + 5x – 2) : (x + 3)
ιι) (x2 – 3x + 4) : (2x – 1)

Απάντηση : ι) – 17   ιι) 
[image: image35.wmf]4
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50. Να βρεθεί το λ
[image: image36.wmf]Î

R ώστε :

ι) το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(x) = x3 – 6x2 + 12x – 8 με το x + λ , να είναι μηδέν

ιι) το υπόλοιπο της διαίρεσης του g(x) = λ2x4 – 7λx2 + 8 με το x – 1  , να είναι το – 4

Απάντηση : ι) λ = – 2   ιι) λ = 3 ή λ = 4

51. Να υπολογίσετε τους πραγματικούς αριθμούς α και β , αν είναι γνωστό ότι το πολυώνυμο 

f(x) = x3 + αx2 + βx + 4 διαιρείται ακριβώς με το x – 2 και επιπλέον ισχύει f(1) = 8

απάντηση : α = – 9 , β = 12

52. Αν το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Ρ(x) με το x2 + 5x + 6 είναι 5x + 1 , 

να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(x) : (x + 2)

Απάντηση : – 9  

53. Να δειχθεί ότι τα παρακάτω πολυώνυμα Ρ(x) δεν έχουν παράγοντα της μορφής x – ρ :

ι) Ρ(x) = 5x4 + 3x2 + 4

ιι) Ρ(x) = – 4x2 – 2x2 – 5 
54. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 + λx2 – 20x + 6 . 

ι) Να βρεθεί το λ ώστε το Ρ(x) να έχει παράγοντα το x – 3 .

ιι) Για ποια τιμή του λ το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(x) : (x – 2) είναι το 2 ;

Απάντηση : ι) λ = 3   ιι) λ = 7

55. Να προσδιοριστούν οι πραγματικοί αριθμοί κ και λ , ώστε το πολυώνυμο 

Ρ(x) = x3 – κx2 + (λ – 1)x + 5 να έχει παράγοντα το (x – 1) (x + 2)

Απάντηση : κ = 
[image: image37.wmf]2
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 , λ = 
[image: image38.wmf]2
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56. Δίνεται το πολυώνυμο P(x) = x4 – 3x3 + αx2 – 3x + 2α – 6.

α) Να κάνετε τη διαίρεση P(x):(x2+1)

β) Αν η παραπάνω διαίρεση είναι τέλεια, να βρείτε τον αριθμό α

Απάντηση: β) 5

57. Δίνεται το πολυώνυμο P(x) για το οποίο ισχύει Ρ(-2)= -7 και Ρ(4)= 5.

Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(x) με το (x+2)(x – 4)

Απάντηση: 2x – 3 

58. Δίνεται το πολυώνυμο P(x) για το οποίο ισχύει Ρ(2)= 1 και Ρ(3)= 4.

Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του Q(x) = Ρ(5 – x) + P(x) 

με το (x – 2)(x – 3)

Απάντηση: 5

59. Να γράψετε την ταυτότητα της διαίρεσης: (xν + xν-1 – 1):(x – 1) 

60. α) Να αποδείξετε ότι το Ρ(x) έχει παράγοντα το (x – α)(x – β), με α
[image: image39.wmf]¹

β, 

αν και μόνο αν τοΡ(x) έχει παράγοντες το x – α και το x – β .

β) Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 + 4x2 + αx + β. Να βρείτε τις τιμές των α, β ώστε το Ρ(x) να έχει παράγοντα το x2 + 2x – 3.

Απάντηση: β) α = 1 , β = -6

61. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 + αx2 + β. 

Να βρείτε για ποιες τιμές των α, β
[image: image40.wmf]Î

R, το Ρ(x) έχει παράγοντα το x2 – 4x + 4.

Απάντηση: β) α = -3 , β = 4

62. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = xν + αx + β, με ν
[image: image41.wmf]Î

Ν και ν
[image: image42.wmf]³

2. 

Να βρείτε για ποιες  τιμές των α, β
[image: image43.wmf]Î

R, το Ρ(x) έχει παράγοντα το (x – 1)2.

Απάντηση: β) α = -ν , β = ν – 1 

63. α) Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Ρ(x) 

με το αx+β, όπου α
[image: image44.wmf]¹

0, είναι υ = Ρ
[image: image45.wmf]b
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β) Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = 8x3 – 16x2 + κx + λ. 

Να βρείτε τις τιμές των κ,λ
[image: image46.wmf]Î

R, ώστε το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(x):(2x+1) 

να είναι -12 και το 2x – 3 να είναι παράγοντας του Ρ(x).

Απάντηση: β) κ = 8 , λ = -3

64. Το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύμου Ρ(x) με το x – 2 είναι 1 

και με το x+3 είναι -14. 

Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(x) με το x2 + x – 6 

Απάντηση: 3x – 5 

65. Το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύμου Ρ(x) με το x2 – 3x – 10 

είναι -2x + 7. Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(x) με το x+2

και της διαίρεσης του P(x) με το x – 5.

 Απάντηση: 11, -3

66. Αν το x – 4 είναι παράγοντας του πολυωνύμου Ρ(x) , να δειχθεί ότι το x – 3 είναι παράγοντας του πολυωνύμου Ρ(3x – 5)

67. Αν για το πολυώνυμο Ρ(x) με ακέραιους συντελεστές είναι Ρ(1) = Ρ(2) = 4 , να δειχθεί 

ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(x) : (x2 – 3x + 2) είναι υ = 4

68. Αν για το πολυώνυμο Ρ(x) είναι Ρ(0) = 3 , Ρ(–  1) = 1 και Ρ(3) = 9 , να βρεθεί το υπόλοιπο 

της διαίρεσης Ρ(x) : (x3 – 2x2 – 3x) 

Απάντηση : 2x + 3

69. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = x4  + (λ – 2)x3 – (λ + 3)x2 – 2λx + 3λ . 

Να βρεθεί το λ ώστε το Ρ(x) να έχει παράγοντα το x – 2 .

Απάντηση : λ = 4

70. Το πολυώνυμο Ρ(x) διαιρούμενο με το x – 2 αφήνει υπόλοιπο 10 , ενώ διαιρούμενο 

με το x + 3 αφήνει υπόλοιπο 5 . Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσής του με το (x – 2) (x + 3)
Απάντηση : x + 8

71. Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης Δ(x) : δ(x) όπου :

Δ(x) = 10x3 – 9x2 + 4x – 1 και δ(x) = 5x2 – 2x + 1 
χωρίς να εκτελέσετε τη διαίρεση .

Απάντηση : Π(x) = 2x – 1 , υ(x) = 0

72. Να βρεθεί με το σχήμα Horner η αριθμητική τιμή του Ρ(x) = – 2x5 + 3x4 – 2x2 + 5x – 1 

για x = – 3 και επίσης να βρεθεί το πηλίκο της διαίρεσης του Ρ(x) : (x + 3)

Απάντηση : υ = 695 , π(x) = – 2x4 + 9x3 –27x2 + 79x – 232 

73. Με το σχήμα Horner να βρεθεί το υπόλοιπο και το πηλίκο της διαίρεσης 

του Ρ(x) = – 2x4 + 3x2 + 2x + 1 με το x + 2

Απάντηση : υ = – 23 , π(x) = – 2x3 + 4x2 – 5x + 12

74. Να βρεθούν τα κ και λ , ώστε το πολυώνυμο Ρ(x) = κx3 – λx2 – 5x + 4 διαιρούμενο με x + 2 και x – 1  να δίνει αντίστοιχα υπόλοιπα 6 και 2

Απάντηση : κ = 
[image: image47.wmf]3
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 , λ = 
[image: image48.wmf]3
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75. Να αποδειχθεί ότι το πολυώνυμο f(x) = x2 – 4x + 4 είναι παράγοντας του πολυωνύμου 

Ρ(x) = x4 – 4x3 + 5x2 – 4x + 4

76. Να δειχθεί ότι το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 – 3κλx + κ3 + λ3 έχει παράγοντα το πολυώνυμο 

x + κ + λ

77. Δίνεται το πολυώνυμο f(x) = 3x4 – 4x3 + 1 .

ι) Να αποδείξετε ότι το f(x) διαιρείται με το (x – 1)2
ιι) Να βρείτε το πηλίκο της διαίρεσης αυτής .

Απάντηση : ιι) π(x) = 3x2 + 2x +1
78. Να βρείτε α ,β
[image: image49.wmf]Î

R ώστε το πολυώνυμο Ρ(x) = xν+1 + αx + β να έχει παράγοντα το (x – 1)2
Απάντηση : α = – 1 – ν , β = ν

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 4.3: Πολυωνυμικές εξισώσεις

ΘΕΩΡΙΑ

79. Ποια εξίσωση ονομάζεται πολυωνυμική ;

Απάντηση

Αν Ρ(x) ένα πολυώνυμο , τότε κάθε εξίσωση της μορφής Ρ(x) = 0 λέγεται 
πολυωνυμική εξίσωση.

80. ι) Τι λέγεται πολυωνυμική εξίσωση ν βαθμού ;

ιι) Τι λέγεται ρίζα μιας πολυωνυμικής εξίσωσης ;

Απάντηση

ι) Πολυωνυμική εξίσωση βαθμού ν λέγεται κάθε εξίσωση που έχιε τη μορφή :

αν xν + αν–1 xν–1 + … + α1 x + αο , με αν 
[image: image50.wmf]¹
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ιι) Ρίζα μιας πολυωνυμικής εξίσωσης λέγεται κάθε ρίζα του πολυωνύμου 
Ρ(x) = αν xν + αν–1 xν–1 + … + α1 x + αο , δηλαδή κάθε αριθμός ρ , για τον οποίο ισχύει Ρ(ρ) = 0

81. Πώς λύνουμε μια πολυωνυμική εξίσωση ;

Απάντηση

Ένας τρόπος για να λύσουμε μια πολυωνυμική εξίσωση Ρ(x) = 0 , είναι να μετασχηματίσουμε το πολυώνυμο Ρ(x) σε γινόμενο παραγόντων .

Η επίλυση μιας εξίσωσης Ρ(x) = 0 με τη μέθοδο αυτή στηρίζεται στην ισοδυναμία :

Ρ1(x) ∙ P2(x) …Pκ(x) = 0 
[image: image51.wmf]Û

 Ρ1(x) = 0 ή Ρ2(x) = 0 ή …ή Ρκ(x) = 0

Δηλαδή , για να λύσουμε μια πολυωνυμική εξίσωση Ρ(x) = 0 , αναλύουμε σε γινόμενο παραγόντων το Ρ(x) και αναγόμαστε στην επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων 
μικρότερου βαθμού .

82. ι) Ποια είναι η διατύπωση του θεωρήματος των ακέραιων ριζών ;

ιι) Να αποδείξετε το παραπάνω θεώρημα .

Απάντηση

ι) Έστω η πολυωνυμική εξίσωση 

αν xν + αν–1 xν–1 + … + α1 x + αο = 0 , με ακέραιους συντελεστές . 

Αν ο ακέραιος ρ 
[image: image52.wmf]¹

0 είναι ρίζα της εξίσωσης , τότε ο ρ είναι διαιρέτης του σταθερού όρου αο .

ιι) Απόδειξη : βλέπε σελίδα 141 σχολικού βιβλίου

Παρατηρήσεις

· Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν ισχύει , δηλαδή αν κάποιος ακέραιος ρ διαιρεί τον αριθμό αο , τότε δεν ισχύει πάντοτε Ρ(ρ) = 0 

· Το παραπάνω θεώρημα δεν μας λέει ότι μεταξύ των διαιρετέων του αo θα υπάρχει πάντοτε μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης 

(δηλαδή μπορεί να υπάρχουν ρίζες της εξίσωσης που να μην είναι διαιρέτες του αο)

· Το θεώρημα ισχύει μόνο για ακέραιους συντελεστές

· Αν είναι αο = 0 , τότε η εξίσωση Ρ(x) = 0  έχει ρίζα το μηδέν 

83. Πότε λέμε ότι μια ρίζα ρ της πολυωνυμικής εξίσωσης Ρ(x) = 0 έχει πολλαπλότητα κ , 

όπου κ θετικός ακέραιος ;

Απάντηση

Αν το (x – ρ)κ είναι παράγοντας του Ρ(x) , ενώ το (x – ρ)κ+1 δεν είναι , τότε ο ρ λέγεται ρίζα πολλαπλότητας κ της εξίσωσης Ρ(x) , όπου κ θετικός ακέραιος .

π.χ.

Για την εξίσωση Ρ(x) = 6 (x – 5) (x + 3)2 (x 
[image: image53.wmf]2
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 )3 = 0  το 5 είναι απλή ρίζα ή ρίζα πολλαπλότητας 1 , το – 5 είναι διπλή ρίζα ή ρίζα πολλαπλότητας 2 και το 
[image: image54.wmf]2

1

 είναι τριπλή ρίζα ή ρίζα πολλαπλότητας 3 .

Παρατήρηση

Αν ο ρ είναι ρίζα άρτια πολλαπλότητας της εξίσωσης f(x) = 0 , τότε το πρόσημο της f(x) 

δεν αλλάζει για τις τιμές του x γύρω από το ρ , ενώ η γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f εφάπτεται του άξονα x΄x στο σημείο (ρ , 0) .

Αν ο ρ είναι ρίζα περιττής πολλαπλότητας της εξίσωσης f(x) = 0 , τότε το πρόσημο 

της f(x) αλλάζει για τις τιμές του x γύρω από το ρ , ενώ η γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο (ρ , 0) .

(βλέπε άσκηση 7ιι σελίδα 147 σχολικού βιβλίου)

π.χ. 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = (x – 3)2 (x + 3) 

Εφάπτεται του άξονα x΄x στο σημείο ( 3 , 0) , αφού το 3 είναι ρίζα πολλαπλότητας 2 , 

ενώ τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο  (– 3 , 0) , αφού το – 3 είναι ρίζα πολλαπλότητας 1 .  
84. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση των ασκήσεων
ι) Επίλυση πολυωνυμικής εξίσωσης

1ος τρόπος (δεν είναι πάντα εφικτός)

Η επίλυση μιας εξίσωσης Ρ(x) = 0 με τη μέθοδο αυτή στηρίζεται στην ισοδυναμία :

Ρ1(x) ∙ P2(x) …Pκ(x) = 0 
[image: image55.wmf]Û

 Ρ1(x) = 0 ή Ρ2(x) = 0 ή …ή Ρκ(x) = 0

Δηλαδή , για να λύσουμε μια πολυωνυμική εξίσωση Ρ(x) = 0 , αναλύουμε σε γινόμενο παραγόντων το Ρ(x) και αναγόμαστε στην επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων 

μικρότερου βαθμού .

(βλέπε άσκηση 1 σελίδα 146 σχολικού βιβλίου)

2ος τρόπος (χρησιμοποιείται στις περισσότερες περιπτώσεις)

· Βήμα 1: Αν η εξίσωση Ρ(x) = 0 , έχει ρητούς συντελεστές , κάνουμε απαλοιφή παρανομαστών και καταλήγουμε σε εξίσωση με ακέραιους συντελεστές .

· Βήμα 2: Βρίσκουμε τις πιθανές ακέραιες ρίζες ρi , που είναι οι ακέραιοι διαιρέτες 

του σταθερού όρου αο .

· Βήμα 3: Βρίσκουμε ποια από τις πιθανές ακέραιες ρίζες μηδενίζει το πολυώνυμο Ρ(x) .

· Βήμα 4: Εφαρμόζουμε το σχήμα Horner , για τη ρίζα ρ1 που βρήκαμε και γράφουμε 

το πολυώνυμο στη μορφή : 

Ρ(x) = (x – ρ1) ∙ Π1(x) , όπως προκύπτει από το σχήμα Horner .

· Βήμα 5: Κάνουμε την ίδια εργασία από το βήμα 2 έως το βήμα 4 για το πολυώνυμο Π1(x) και συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία έως ότου το αρχικό πολυώνυμο Ρ(x) να γίνει γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων πολυωνύμων .

· Βήμα 6: Βρίσκουμε τις ρίζες του δευτεροβάθμιου Πi(x) , αν υπάρχουν , με τη μέθοδο 

της διακρίνουσας . 

Γράφουμε το Ρ(x) σε μορφή γινομένου παραγόντων , οπότε έχουμε μία προς μία τις ρίζες .

(βλέπε άσκηση 2 σελίδα 147 σχολικού βιβλίου , 1 Β΄ Ομάδας σελίδα 148 σχολικού βιβλίου)

ιι) Λύση πολυωνυμικής ανισότητας

· Βήμα 1: Παραγοντοποιούμε το πολυώνυμο Ρ(x) του πρώτου μέλους με τον τρόπο 

που αναφέραμε στη μέθοδο λύσης πολυωνυμικής εξίσωσης .

· Βήμα 2: Από την παραγοντοποιημένη τελική μορφή του Ρ(x) προσπαθούμε να βρούμε 

το πρόσημο του Ρ(x) για τις διάφορες τιμές του x . Έτσι βάζουμε τις ρίζες σ’ ένα πίνακα προσήμων και γράφουμε αναλυτικά το πρόσημο του κάθε παράγοντα .

· Βήμα 3: Συμπεραίνουμε τελικά το πρόσημο του γινομένου των παραγόντων Ρ(x) 

και παίρνουμε ως λύσεις τα διαστήματα τα οποία μας υποδεικνύει η φορά 

της ανίσωσης .

(βλέπε άσκηση 5 ιιι , ιν , 6 σελίδα 147 σχολικού βιβλίου)

Παρατήρηση

Αν έχουμε ένα πολυώνυμο της μορφής (x – ρ)κ τότε για να βρούμε το πρόσημο του :

· Αν κ είναι άρτιος , θα είναι παντού θετικό +

· Ενώ αν κ είναι περιττός , βρίσκουμε το πρόσημο του όπως ακριβώς βρίσκουμε 

και το πρόσημο του x – ρ .

(βλέπε άσκηση 6ιιι σελίδα 147 σχολικού βιβλίου)

ιιι) Έστω η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α :

· Για να βρούμε το σημείο τομής της Cf με τον άξονα y΄y θα βρίσκουμε το f(0) , 

εφόσον το 0 ανήκει στο πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης f , και το σημείο τομής 
θα είναι το Μ( 0 , f(0)) .

· Για να βρούμε τα σημεία τομής της Cf με τον άξονα x΄x λύνουμε την εξίσωση 

f(x) = 0 (δηλαδή y = 0) και λύνοντας αυτήν την εξίσωση (αν δεν είναι αδύνατη) βρίσκουμε τις τετμημένες των σημείων τομής της Cf με τον άξονα x΄x .

Τα σημεία τομής θα είναι Μ(xi , 0) όπου xi είναι οι ρίζες της εξίσωσης f(x) = 0 
(ή y = 0) 
Προσοχή : Τα x που θα βρούμε λύνοντας την εξίσωση f(x) = 0 
      θα πρέπει να ανήκουν στο πεδίο ορισμού Α της  συνάρτησης f .

(βλέπε άσκηση 7 σελίδα 147 σχολικού βιβλίου)

v) 

· Για να βρούμε τα σημεία της Cf τα οποία βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x λύνουμε την ανίσωση f(x) > 0 και βρίσκουμε τις τετμημένες των σημείων της Cf τα οποία βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x .

Προσοχή : Τα x που θα βρούμε λύνοντας την ανίσωση f(x) > 0 

      θα πρέπει να ανήκουν στο πεδίο ορισμού Α της  συνάρτησης f .

· Για να βρούμε τα σημεία της Cf τα οποία βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x λύνουμε την ανίσωση f(x) < 0 και βρίσκουμε τις τετμημένες των σημείων της Cf τα οποία βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x .

Προσοχή : Τα x που θα βρούμε λύνοντας την ανίσωση f(x) < 0 

      θα πρέπει να ανήκουν στο πεδίο ορισμού Α της  συνάρτησης f .

(βλέπε άσκηση 8 σελίδα 147 σχολικού βιβλίου)

vι) Έστω δύο συναρτήσεις f  , g με πεδίο ορισμού Α1 , Α2 αντίστοιχα .

· Για να βρούμε τα σημεία τομής των Cf , Cg λύνουμε το σύστημα :

   y = f(x)

   y = g(x)

   x
[image: image56.wmf]Î
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A2
οπότε βρίσκουμε τις συντεταγμένες των σημείων τομής (αν υπάρχουν) των Cf  , Cg .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

85. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις :

ι) 7x4 = 21x2
ιι) x4 – 3x3 + 6x – 4 = 0

ιιι) x3 – 9x2 + 8x = 0

ιv) x3 – 3x2 – 3x + 1 = 0
v) 2x3 – x2 + 3x + 2 = 0

vι) x4 – 4x3 + 12x – 9 = 0

vιι) 3x4 – 4x3 + 1 = 0

vιιι) x3 – 7x + 6 = 0

ιx) x3 + x2 – 2 = 0

x) 3x5 – 4x4 – 20x3 +10x2 + 17x – 6 = 0

Απάντηση : ι) x = 0 (διπλή) ή x = 
[image: image58.wmf]3
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  ιι) x = 
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 ή x = 1 ή x = 2  ιιι) x = 0 ή x = 1 ή x = 8

  ιv) x = – 1 ή x = 
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   v) x 
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   vι) x = 
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 ή x = 1 ή x = 3   vιι) x = 1

  vιιι) x = 1 ή x = 2 ή x = – 3   ιx) x = 1   x) x =  – 2 ή x = 
[image: image63.wmf]1
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 ή x = 
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86. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) 2x3 – 11x2 + 12x + 9 = 0
ιι) x4 – 2x3 – 7x2 + 8x + 12 = 0

ιιι) x3 + x2 – x – 10 = 0

ιv) 2x3 – 9x2 + 7x + 6 = 0

Απάντηση : ι) x = 
[image: image65.wmf]2
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 ή x = 3   ιι) x = – 1 ή x = 
[image: image66.wmf]2
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 ή x = 3  

  ιιι) x = 2   ιv) x = 
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 ή x = 2 ή x = 3

87. Δίνεται το πολυώνυμο P(x) = 2x3 + x2 – 22x + 24

α) Να αποδείξετε ότι το 2x – 3 είναι παράγοντας του P(x)

β) Να λύσετε την εξίσωση P(x) = 0

Απάντηση: β) 2, -4, 
[image: image68.wmf]3
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88. ι) Να βρεθούν τα α και β ώστε το πολυώνυμο Ρ(x) = x4 + αx3 + βx2 – 4αx – 20 , 

να έχει παράγοντες τους x – 1 και x – 2 . 

ιι) Να βρεθούν επίσης οι ρίζες της Ρ(x) = 0 .

Απάντηση : ι) α = – 6 , β = 1   ιι) x = 1 ή x = 
[image: image69.wmf]2
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89. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις :

ι) 2x4 – 15x3 + 34x2 – 15x – 18 = 0

ιι) 3x3 – 22x2 + 48x – 32 = 0

Απάντηση : ι) x = 2 ή x = 3 ή x = 
[image: image70.wmf]2
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   ιι) x = 2 ή x = 4 ή x = 
[image: image71.wmf]3
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90. Να λυθεί η εξίσωση : 2(x2 – 1) (x – 2) (x – 3) + 3(x – 1) (x2 – 4) = 0

Απάντηση : x = 0 ή x = 1 ή x = 2 ή x = 
[image: image72.wmf]2
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91. Να λυθούν οι ανισώσεις :

ι) x3 – 2x2 – x + 2 > 0

ιι) x3 + 3x 
[image: image73.wmf]³

 5x2 – 9 

ιιι) 3x4 – x3 – 9x2 + 9x – 2 
[image: image74.wmf]£

 0

Απάντηση : ι) x
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92. Αν είναι Ρ(x) = x3 – 7x2 – 21x + 27 , να λυθεί η ανίσωση Ρ(x) < 0

Απάντηση : x
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93. Αν είναι Ρ(x) = x4 – x3 – 4x2 – 2x – 12 , να λυθεί η ανίσωση Ρ(x) > 0

Απάντηση : x
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94. Να βρεθούν τα σημεία τομής του άξονα x΄x και της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = x4 – x3 – x2 – 5x + 6

Απάντηση : (1 , 0) και (2 , 0)

95. Να λυθεί η εξίσωση:

(x2 + 2x – 2)3 – 4(x2 + 2x – 3)2 – 23(x2 + 2x – 4) – 24 = 0

Απάντηση: 1, -3, -1, 2, -4

96. Το πολυώνυμο Ρ(x) = 2x3 + λx2 – 20x +μ έχει παράγοντα το x+2, 

ενώ διαιρούμενο με το x – 1 αφήνει υπόλοιπο -15.

α) Να βρείτε τις τιμές των λ,μ
[image: image85.wmf]Î

R.

β) Να λύσετε την εξίσωση Ρ(x) =0

Απάντηση: α) λ = -9, μ = 12   β)-2, 6, 
[image: image86.wmf]1
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97. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 3x3 – 4x2 – 17x + 6. 

Nα βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τον άξονα x΄x.

Απάντηση: Α(-2,0) , Β(3,0) , Γ
[image: image87.wmf]1
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98. Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων:

f(x) = x3 – 3x2 – 8x + 14

και g(x) = 2x – 10 

Απάντηση: Α(2,-6) , Β(4,-2) , Γ(-3,-16)

99. Το πολυώνυμο P(x) = 4x6 + αx4 + (3α – 2)x2 + 18  έχει παράγοντα το x+1.

α) Να βρείτε την τιμή του α
[image: image88.wmf]Î

R.

β) Να λύσετε την ανίσωση P(x)>0

Απάντηση: α) α = -5   β) x
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100. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x) = x3 + 4x2 – 7x – 10 βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x.

Απάντηση: x
[image: image90.wmf](
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101. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f(x) = 2x3 – 7x2 – 5x +4 βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = x3 – 2x2 + 3x – 8.

Απάντηση: x
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102. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης: f(x) = 2x3 + αx2 – 17x + 4α

διέρχεται από το σημείο Μ(3, -36).

α) Να βρείτε την τιμή του α
[image: image92.wmf]Î
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β) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  βρίσκεται:

ι) πάνω από τον άξονα x΄x
ιι) κάτω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = x3 – 7x – 36.

Απάντηση: α) α = -3   β) x
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   γ) x
[image: image94.wmf](

)

(

)

,32,4

Î-¥-

U


103. Έστω η συνάρτηση f(x) = x2 (x – 2)

ι) Να βρείτε τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της f τέμνει τους άξονες x΄x και y΄y .

ιι) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f  βρίσκεται πάνω 

από τον άξονα x΄x και τα διαστήματα στα οποία βρίσκεται κάτω από τον άξονα x΄x .

Απάντηση : ι) (0 , 0) και (2 , 0)   

 ιι)  πάνω από τον x΄x στο (2 , +
[image: image95.wmf]¥

) και κάτω από τον x΄x στα (– 
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 , 0) και (0 , 2)

104. Να λύσετε τις εξισώσεις :

ι) x6 – 9x3 + 8 = 0

ιι) (x2 + 3x – 2)6 – 9(x2 + 3x – 2)3 + 8 = 0

ιιι) 
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ιv) 2ημ3x + 5ημ2x + 5ημx + 2 = 0

v) 2συν4x – 5συν3x + 5συνx – 2 = 0

Απάντηση : ι) x = 1 ή x = 2   ιι) x = – 4 ή x = 1 ή x = 
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  ιv) x = 2κπ – 
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          v) x = 2κπ
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105. Να δειχθεί ότι το πολυώνυμο Ρ(x) = (x – 8)2ν + (x – 7)ν – 1 έχει παράγοντες 

τους x – 8 και x – 7 . 
106. Δίνεται η εξίσωση : x5 + x4 + κx + λ = 0 .

Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς κ και λ , ώστε το πολυώνυμο x5 + x4 + κx + λ να έχει ρίζα το – 1 ρίζα πολλαπλότητας 2 (διπλή ρίζα) .

Στη συνέχεια να βρείτε τις άλλες ρίζες της εξίσωσης .

Απάντηση : κ = λ = – 1 , x = 1

107. Να βρεθούν οι ακέραιες θετικές τιμές του α για τις οποίες η εξίσωση 
x3 + αx2 + αx + 3 = 0 έχει ακέραιες ρίζες και να βρεθούν οι ρίζες της εξίσωσης 
για τις τιμές αυτές του α .

Απάντηση : α = 4 , x = – 3

108. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση xν – 1 = 0 , ν
[image: image106.wmf]Î

Ν , έχει ακριβώς δύο ακέραιες ρίζες , αν άρτιος και ακριβώς μια ακέραια ρίζα , αν ν περιττός .

109. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 – x2 – 4x + 4

ι) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός ρ = 1 είναι ρίζα του πολυωνύμου Ρ(x) .

ιι) Να βρείτε το πηλίκο της διαίρεσης του πολυωνύμου Ρ(x) με το πολυώνυμο x – 1 .

ιιι) Να λύσετε την εξίσωση x3 + 4 = x2 + 4x
ιv) Να λύσετε την ανίσωση Ρ(x) 
[image: image107.wmf]³
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(Εξετάσεις 1999)

Απάντηση : ιι) x2 – 4   ιιι) x = 1 ή x = 
[image: image108.wmf]±
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110. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = αx3 + (β – 1)x2 – 3x – 2β + 6 , όπου α , β πραγματικοί αριθμοί .

ι) Αν ο αριθμός 1 είναι ρίζα του πολυωνύμου Ρ(x) και το υπόλοιπο της διαίρεσης του Ρ(x) 
με το x + 1 είναι ίσο με το 2 , να αποδείξετε ότι α = 2 και β = 4 .

ιι) Για τις τιμές των α και β του ερωτήματος (ι) , να λύσετε την εξίσωση Ρ(x) = 0  .











(Εξετάσεις 2000)

Απάντηση : ιι) x = – 2 ή x = 
[image: image112.wmf]2
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111. Δίνεται το πολυώνυμο f(x) = x4 – x3 – x2 – x – 2 .

ι) Να αποδείξετε ότι το x + 1 είναι παράγοντας του f(x) και να βρείτε το πηλίκο π(x) 

της διαίρεσης του f(x) με το x + 1 .
ιι) Να αποδείξετε ότι το x – 2  είναι παράγοντας του π(x) και να βρείτε το πηλίκο 
της διαίρεσης του π(x) με το x – 2 .
ιιι) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της πολυωνυμικής 

συνάρτησης f(x) βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x .











(Εξετάσεις 2001)

Απάντηση : ι) π(x) = x3 – 2x2 + x – 2   ιι) x2 + 1   ιιι) x
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112. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = κx3 – (κ + λ)x2 + λx + 1 . 

ι) Αν ισχύει Ρ
[image: image114.wmf]÷
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= 7 και Ρ(– 1) = 23 , να αποδείξετε ότι κ = – 6 και λ = – 5 .

ιι) Να κάνετε τη διαίρεση του Ρ(x) , για κ = – 6 και λ = – 5 , με το πολυώνυμο 2x + 1 

και να γράψετε το Ρ(x) με την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης .

ιιι) Να λύσετε την ανίσωση Ρ(x) > 7 για κ = – 6 και λ = – 5 .











(Εξετάσεις 2002)

Απάντηση : ιι) Ρ(x) = (2x + 1) (– 3x2 + 7x – 6) + 7   ιιι) x
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113. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = x3 – 6x2 + 11x – 6 .

ι) Να βρείτε την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου Ρ(x) για x = – 1 .
ιι) Να βρείτε το πηλίκο της διαίρεσης του πολυωνύμου Ρ(x) με το πολυώνυμο x – 1 .

ιιι) Να λύσετε την ανίσωση Ρ(x) < 0 .











(Εξετάσεις 2002)

Απάντηση : ι) – 24   ιι) π(x) = x2 – 5x + 6   ιιι) x
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 4.4: Εξισώσεις που ανάγονται σε πολυωνυμικές 

ΘΕΩΡΙΑ

114. Πότε μια εξίσωση λέγεται ρητή (ή κλασματική) ;

Απάντηση
Ρητή (κλασματική) εξίσωση λέγεται κάθε εξίσωση που περιέχει άγνωστο στον παρανομαστή .

π.χ.  
[image: image119.wmf]x
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115. Πότε μια εξίσωση λέγεται αντίστροφη ;

Απάντηση

Όταν μια εξίσωση Ρ(x) = 0 με ρίζα τον αριθμό ρ 
[image: image124.wmf]±

¹

1 , έχει ρίζα και τον αριθμό 
[image: image125.wmf]r

1

 , 

όπου ρ
[image: image126.wmf]¹

0 , τότε λέγεται αντίστροφη .

Παρατηρήσεις

· Αναγκαία και ικανή συνθήκη , για να είναι μια εξίσωση Ρ(x) = 0 αντίστροφη , είναι 

οι συντελεστές των όρων που ισαπέχουν από τα άκρα της , να είναι ίσοι ή αντίθετοι .

· Σύμφωνα με τον ορισμό της αντίστροφης εξίσωσης , μια αντίστροφη εξίσωση 

δεν μεταβάλλεται , αν αντί για x θέσουμε  
[image: image127.wmf]x
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 , (x 
[image: image128.wmf]¹
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116. Ποια είναι η γενική μορφή μιας αντίστροφης εξίσωσης τρίτου βαθμού 
και πώς γίνεται η επίλυση της ;

Απάντηση

Η γενική μορφή των αντίστροφων εξισώσεων 3ου βαθμού είναι :

αx3 + βx2 + βx + α = 0 ή αx3 – βx2 + βx – α = 0

π.χ.

2x3 – 3x2 – 3x + 2 = 0

4x3 + 13x2 – 13x – 4 = 0

Οι εξισώσεις αυτές λύνονται συνήθως με παραγοντοποίηση .

117. Ποια είναι η γενική μορφή μιας αντίστροφης εξίσωσης τέταρτου βαθμού 
και πώς γίνεται η επίλυση της ;

Απάντηση

Η γενική μορφή των αντίστροφων εξισώσεων 4ου βαθμού είναι :

αx4 + βx3 + γx2 + βx + α = 0 

(ή παρόμοιες με αυτήν ώστε να ισχύει η πρώτη παρατήρηση της ερώτησης 91)

π.χ.

6x4 –35x3 + 62x2 – 35x + 6 = 0

2x4 + 5x3 – 5x – 2 = 0

Οι εξισώσεις αυτές λύνονται συνήθως με αντικατάσταση του x 
[image: image129.wmf]±
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 = y .

(βλέπε άσκηση 3 , γενικές ασκήσεις σελίδα 154 σχολικού βιβλίου)

Παρατήρηση

Σαν αντίστροφες μπορούν να θεωρηθούν και οι εξισώσεις με το εξής χαρακτηριστικό :

Ο λόγος του συντελεστή του πρώτου όρου της προς το σταθερό όρο της είναι ίσος 

με το τετράγωνο του λόγου του συντελεστή του δεύτερου όρου της προς το συντελεστή 

του προτελευταίου όρου της . 

π.χ.

x4 + x3 – 16x2 – 2x + 4 = 0

Ισχύει 
[image: image131.wmf]2

2

1

4

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=


(βλέπε άσκηση 4 , γενικές ασκήσεις σελίδα 155 σχολικού βιβλίου)

118. Πότε μια εξίσωση λέγεται άρρητη ;

Απάντηση

Μια εξίσωση λέγεται άρρητη , όταν ο άγνωστος ή μια παράσταση του αγνώστου βρίσκεται κάτω από το ριζικό .

π.χ.
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119. Παρατηρήσεις – Μεθοδολογία για τη λύση των ασκήσεων
ι) Οι εξισώσεις της μορφής αx4 + βx2 + γ = 0  με α , β , γ
[image: image133.wmf]Î

R λέγονται διτετράγωνες 

και επιλύονται ως εξής : 

Βήμα 1 : Θέτουμε x2 = y , y 
[image: image134.wmf]³

 0 οπότε προκύπτει η εξίσωση : 

αy2 + βy  + γ = 0 (η οποία λέγεται επιλύουσα)

Βήμα 2 : Βρίσκουμε τις ρίζες της επιλύουσας .

Βήμα 3 : Από την x2 = y (με τον περιορισμό y 
[image: image135.wmf]³

 0) βρίσκουμε τις ρίζες της διτετράγωνης 

(αν υπάρχουν)

ιι) Όταν ζητείται να λυθεί μια ρητή (κλασματική) εξίσωση , τότε εργαζόμαστε ως εξής :
· Θέτουμε περιορισμούς (αφού πρώτα έχουμε κάνει παραγοντοποίηση 

στους παρανομαστές) , για τις παραστάσεις που βρίσκονται στους παρανομαστές , 

δηλαδή να είναι διάφοροι του μηδενός .

· Βρίσκουμε το Ε.Κ.Π. των παρανομαστών , κάνουμε απαλοιφή παρανομαστών 

και λύνουμε την αντίστοιχη πολυωνυμική εξίσωση που προκύπτει .

· Ελέγχουμε αν οι λύσεις που βρήκαμε ικανοποιούν τους περιορισμούς .

(βλέπε άσκηση 1 σελίδα 153 σχολικού βιβλίου)

ιιι) Για να λύσουμε μία κλασματική ανίσωση εργαζόμαστε ως εξής :

· Μεταφέρουμε όλους τους όρους σ’ ένα μέλος , βρίσκουμε το Ε.Κ.Π. 

των παρανομαστών , θέτουμε περιορισμό Ε.Κ.Π. 
[image: image136.wmf]¹

0 και στη συνέχεια κάνουμε ομώνυμα και τις δυνατές πράξεις (αναγωγή ομοίων όρων) .

Έτσι η ανίσωση παίρνει τη μορφή :
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 EMBED Equation.3  [image: image140.wmf]³
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 EMBED Equation.3  [image: image142.wmf]£

 0

που λύνονται κατά τα γνωστά . 

(βλέπε παράγραφο 4.3 σελίδα 115 σχολικού βιβλίου Άλγεβρας Α΄ Λυκείου)

(βλέπε άσκηση 4 , 5 , 6 σελίδα 153 , 154 σχολικού βιβλίου)

ιv) Όταν ζητείται να λυθεί μια άρρητη εξίσωση , τότε εργαζόμαστε ως εξής :

· Θέτουμε περιορισμούς για τις υπόριζες παραστάσεις . 

(δηλαδή να είναι μεγαλύτερες ή ίσες του μηδενός)

· Προσαρμόζουμε κατάλληλα τα δύο μέλη , (έτσι ώστε υψώνοντας σε κατάλληλα δύναμη , να απαλείψουμε όσο το δυνατόν με λιγότερα βήματα τις ρίζες) και υψώνουμε 

σε κατάλληλη δύναμη .

· Λύνουμε την πολυωνυμική εξίσωση που προκύπτει , και ελέγχουμε αν οι ρίζες ικανοποιούν τους περιορισμούς , αλλά και την αρχική εξίσωση .

(βλέπε άσκηση 3 σελίδα 153 σχολικού βιβλίου , 

ασκήσεις 3 , 4 Β΄ Ομάδας σελίδα 154 σχολικού βιβλίου)

v) Για να λύσουμε μια άρρητη ανίσωση με ένα ριζικό δευτέρας τάξης εργαζόμαστε ως εξής :

Απομονώνουμε το ριζικό σ’ ένα μέλος , δηλαδή φέρνουμε την ανίσωση στη μορφή 

π.χ. 
[image: image143.wmf](
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 , απαιτούμε η υπόριζη ποσότητα να είναι μεγαλύτερη ή ίση του μηδενός 

και στη συνέχεια αν το 2ο μέλος (δηλαδή το Β(x)) δεν έχει σταθερό πρόσημο διακρίνουμε 

περιπτώσεις : 

· Αν το 2ο μέλος είναι θετικός αριθμός ή μηδέν τότε υψώνουμε τα μέλη της ανίσωσης 

στο τετράγωνο .

· Αν το 2ο μέλος είναι αρνητικό τότε θα εξετάζουμε αν η ανίσωση ισχύει ή όχι λόγω 

της φοράς αυτής .

(βλέπε άσκηση 1 Β΄ Ομάδας σελίδα 154 σχολικού βιβλίου)

Παρατήρηση

Παρόμοια εργαζόμαστε για να λύσουμε μία άρρητη ανίσωση με ένα ριζικό άλλης τάξης 

ή για να λύσουμε άρρητη ανίσωση με δύο ριζικά .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

120. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) 
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ιι) 
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Απάντηση : ι) x = – 3   ιι) x = – 2 ή x = 3

121. Να λύσετε τις εξισώσεις :

ι) 
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ιι) 
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Απάντηση : ι) x = 
[image: image148.wmf]2
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122. Να λύσετε τις ανισώσεις :

ι) 
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Απάντηση : ι) x
[image: image152.wmf]Î
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123. Να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image154.wmf]24
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Απάντηση: 2

124. Να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image155.wmf]3141
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Απάντηση: 5

125. Να λύσετε την εξίσωση: 
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Απάντηση: 8

126. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) 
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Απάντηση : ι) x = 1   ιι) x = 3  ιιι) x = – 2   ιv) x = 3 ή x = 7

127. Να λύσετε τις εξισώσεις :

ι) 
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Απάντηση : ι) x = 3   ιι) αδύνατη   ιιι) x = 49   ιv) x = 9

128. Να λύσετε την εξίσωση:

4συν4x + 4συν3x + 9ημ2x – συνx – 7 = 0

Απάντηση: x= 2κπ, x = 2κπ
[image: image166.wmf]3
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129. Να λύσετε την ανίσωση: 
[image: image169.wmf]2690
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Απάντηση: x
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130. Να λύσετε τις ανισώσεις:

α) 
[image: image171.wmf]102
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β) 
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Απάντηση: α) x
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131. Να λυθεί η εξίσωση: 
[image: image175.wmf]2
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Απάντηση: -1, 
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132. Να λύσετε την ανίσωση:
[image: image177.wmf](
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Απάντηση: x
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133. Να λύσετε την ανίσωση : x4 – 7x2 + 12 < 0 

Απάντηση : 
[image: image179.wmf]3
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134. Να λυθεί η εξίσωση : x6 + 5x3 – 24 = 0

Απάντηση : x = – 2 ή x = 
[image: image181.wmf]3
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135. Να λυθεί η εξίσωση : (2x2 + 3x – 1)2 – 5(2x2 + 3x + 3) + 24 = 0

Απάντηση : x = 
[image: image182.wmf]2
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136. Να λύσετε την εξίσωση : x4 – 5x2 + 4 = 0 

Απάντηση : x = 
[image: image184.wmf]1
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 ή x = 
[image: image185.wmf]±
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137. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) 2x3 – 3x2 – 3x + 2 = 0

ιι) 4x3 + 13x2 – 13x – 4 = 0
Απάντηση : ι) x = – 1 ή x = 
[image: image186.wmf]2

1

 ή x = 2   ιι) x = – 4 ή x = 
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138. Να λυθεί η εξίσωση : 2x4 + 5x3 – 5x – 2 = 0

Απάντηση : x  = – 2 ή x = 
[image: image188.wmf]±

1 ή x = 
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139. Να λυθεί η εξίσωση : 6x4 – 35x3 + 62x2 – 35x + 6 = 0

Απάντηση : x = 
[image: image190.wmf]3
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140. Να βρεθούν 3 ακέραιοι διαδοχικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε ο κύβος του μεγαλύτερου 

να ισούται με το τριπλάσιο του αθροίσματος των κύβων των δύο άλλων .

Απάντηση : 1 , 2 , 3

141. Να λυθεί η εξίσωση : x5 + 4x4 + 3x3 + 3x2 – 4x + 1 = 0

Απάντηση : x = 
[image: image192.wmf]1
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142. Να λυθούν οι εξισώσεις :

ι) 
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)

2

5

1

6

+

×

=

+

+

+

x

x

x


ιι) 
[image: image195.wmf]21

3

8

5

-

=

-

+

-

x

x

x


Απάντηση : ι) x = – 1 ή x = 3   ιι) x = 8

143. Να λυθεί η εξίσωση : 
[image: image196.wmf](
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Απάντηση : x = – 2 ή x = – 1 

144. Να λυθούν οι εξισώσεις : 

ι) 
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Απάντηση : ι) x = 1   ιι) x = – 1 

145. Να λυθεί η εξίσωση : 
[image: image199.wmf]1
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Απάντηση : x = 1 ή x = 2

146. Να λύσετε τις ανισώσεις :

ι) 
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Απάντηση : ι) 
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147. Να λυθεί η ανίσωση : 
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Απάντηση : x = 1

148. Να λυθεί η ανίσωση : 
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Απάντηση : 
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149. Να λυθεί η ανίσωση : 
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Απάντηση : x
[image: image208.wmf]Î

R
150. Να λύσετε την εξίσωση : 2ημ3x – 5ημ2x + 4ημx – 1 = 0

Απάντηση : x = 2κπ + 
[image: image209.wmf]2
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151. Να λυθεί η εξίσωση : 2ημ4x – 17συν2x + 8 = 0

Απάντηση : x = 2κπ + 
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152. Να λυθεί η εξίσωση : 
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Απάντηση : x = κπ + 
[image: image217.wmf]3
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153. ι) Για κάθε x
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R να αποδείξετε ότι : x2 – x + λ2 + 1 > 0 , λ
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ιι) Για τις διάφορες τιμές του λ
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Απάντηση : ιι) Αν λ > 
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ενώ σε κάθε άλλη περίπτωση είναι αδύνατη .
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