ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ Ε.1: ΤΟ ΛΕΞΙΛΟΓΙΟ ΤΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ

ΘΕΩΡΙΑ

1. Στα Μαθηματικά πρόταση είναι κάθε ισχυρισμός Ρ ο οποίος μπορεί 
να χαρακτηριστεί αποκλειστικά ως αληθής (σωστός) ή ψευδής (λάθος).
2. Αν P και Q είναι δύο ισχυρισμοί, τέτοιοι ώστε, όταν αληθεύει ο P να αληθεύει και ο Q, τότε λέμε ότι ο P συνεπάγεται τον Q και γράφουμε P
[image: image188.bmp]Q
3. Ο ισχυρισμός «P
[image: image2.wmf]Þ

Q» λέγεται συνεπαγωγή και πολλές φορές διαβάζεται 

«αν P, τότε Q». Ο P λέγεται υπόθεση της συνεπαγωγής, ενώ ο Q λέγεται συμπέρασμα αυτής.

4. Παρατήρηση: Αν ο Q είναι δεν είναι αληθής, τότε και ο Ρ δεν είναι αληθής.

(νόμος της αντιθετοαντιστροφής)

    Προσοχή: Αν ο Q είναι αληθής δεν συνεπάγεται ότι και ο Ρ είναι αληθής.
5. Αν P και Q είναι δύο ισχυρισμοί, τέτοιοι ώστε, όταν αληθεύει ο Ρ, να αληθεύει και ο Q και όταν αληθεύει ο Q, να αληθεύει και ο Ρ, τότε λέμε 
ότι ο Ρ συνεπάγεται τον Q και αντιστρόφως ή, αλλιώς, ότι ο Ρ 
είναι ισοδύναμος με τον Q και γράφουμε Ρ
[image: image3.wmf]Û

Q.
6. Ο ισχυρισμός «P
[image: image4.wmf]Û

Q» λέγεται ισοδυναμία και αρκετές φορές διαβάζεται 

«Ρ αν και μόνο αν Q».
7. Αν Ρ και Q είναι δύο ισχυρισμοί, τότε ο ισχυρισμός P ή Q αληθεύει 
μόνο στην περίπτωση που ένας τουλάχιστον από τους δύο ισχυρισμούς αληθεύει.
8. Ο ισχυρισμός «Ρ ή Q» λέγεται διάζευξη των Ρ και Q.

9. Αν Ρ και Q είναι δύο ισχυρισμοί, τότε ο ισχυρισμός P και Q αληθεύει 
μόνο στην περίπτωση που και οι δύο ισχυρισμοί αληθεύουν.

10. Ο ισχυρισμός «Ρ και Q» λέγεται σύζευξη των Ρ και Q.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ

11. Σε καθεμία από τις επόμενες περιπτώσεις να εξετάσετε ποια από τις συνεπαγωγές Ρ
[image: image5.wmf]Þ

Q ή Q
[image: image6.wmf]Þ

Ρ ισχύει.

α) Ρ: «Ο Θοδωρής μένει στην Αθήνα»

Q: «Ο Θοδωρής μένει στην Ελλάδα»

β) Ρ: «Η Ειρήνη είναι Ευρωπαία»

Q: «Η Ειρήνη είναι Ελληνίδα»

γ) Ρ: «Ο Νίκος έχει τελειώσει το Γυμνάσιο»

Q: «Ο Νίκος έχει τελειώσει το Λύκειο»

    δ) Ρ: «Στην Ελλάδα ο μήνας είναι Ιούλιος»
Q: «Στην Ελλάδα είναι καλοκαίρι»

     ε) Ρ: «Ο Βασίλης και ο Κώστας έχουν γενέθλια την ίδια μέρα»

Q: «Ο Βασίλης και ο Κώστας είναι δίδυμοι»

     στ) Ρ: «Η Άννα είναι 30 ετών»

  Q: «Η Άννα είναι ενήλικη»

12. Να εξετάσετε ποιοι από τους παρακάτω ισχυρισμούς είναι προτάσεις 

και καθέναν από αυτούς να τον χαρακτηρίσετε ως αληθή ή ψευδή.

α) 5 + 5 = 10

β) 7 + 4 = 12

γ) Ο αριθμός x είναι ακέραιος

δ) Ο αριθμός  3 είναι ακέραιος

ε) Ο αριθμός –2 είναι φυσικός

στ) x2 = 4 

13. Να χαρακτηρίσετε καθέναν από τους παρακάτω ισχυρισμούς ως αληθή (Α)

αν αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό α ή ως ψευδή (Ψ) σε κάθε άλλη περίπτωση.

α) α2 = 25
[image: image7.wmf]Þ

α = 5

β) α = 4
[image: image8.wmf]Þ

α2 = 16

γ) α2 = 36
[image: image9.wmf]Û

α = 6

δ) α2 = 100
[image: image10.wmf]Û

(α = 10 ή α = -10)

ε) α2
[image: image11.wmf]¹

9
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α
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3

στ) α
[image: image14.wmf]¹

7
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α2
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14. Να χαρακτηρίσετε καθέναν από τους παρακάτω ισχυρισμούς ως αληθή (Α)

αν αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό α ή ως ψευδή (Ψ) σε κάθε άλλη περίπτωση.

α) α2>0





β) 2α>α

γ) α+2>α





δ) α2
[image: image17.wmf]³

α
ε) α>3
[image: image18.wmf]Þ

α2>9




στ) α<3
[image: image19.wmf]Þ

α2<9

ζ) α2>9
[image: image20.wmf]Þ

α>3




η) α2<9
[image: image21.wmf]Þ

α<3

15. Θεωρούμε τους ισχυρισμούς

Ρ: «(x – 1)(x – 2) = 0» και

Q: «(x – 2)(x – 3) = 0».

Να αντιστοιχίσετε κάθε ισχυρισμό από τη στήλη Α με τον ισοδύναμό του ισχυρισμό από τη στήλη Β.

	Στήλη Α
	Στήλη Β

	α) Ρ
	1) x = 2

	β) Q
	2) x = 1 και x = 2

	γ) Ρ ή Q
	3) x = 1 ή  x = 2

	δ) Ρ και Q
	4) x = 1  ή x = 2 ή x = 3

	
	5) x= 2 ή x = 3

	
	6) x = 2 και x = 3


	α
	β
	γ
	δ

	
	
	
	


16. Δίνονται οι ισχυρισμοί:

Α: «x2 = 9»

Β: «(x + 3)(x – 1) = 0»

Γ: «x >0»

Να αντιστοιχίσετε κάθε ισχυρισμό από τη στήλη Α με τον ισοδύναμό του ισχυρισμό από τη στήλη Β.

	Στήλη Α
	Στήλη Β

	α) Α και Γ
	1) x = 1

	β) Β και Γ
	2) x = 3

	γ) Α και Β
	3) x = - 3 ή x = 3

	δ) Α ή Β
	4) x = - 3 ή  x = 1

	
	5) x = -3

	
	6) x = -3 και x = 1 και x = 3

	
	7) x = -3 ή x = 1 ή x = 3


	α
	β
	γ
	δ

	
	
	
	


ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ Ε.2: ΣΥΝΟΛΑ

ΘΕΩΡΙΑ

17. Η έννοια του συνόλου 

Σύνολο είναι κάθε συλλογή αντικειμένων, που προέρχονται 
από την εμπειρία μας ή τη διανόησή μας, είναι καλά ορισμένα και διακρίνονται το ένα από το άλλο.

Τα αντικείμενα που αποτελούν το σύνολο ονομάζονται στοιχεία ή μέλη 
του συνόλου.

18. Τα σύμβολα 
[image: image22.wmf]Î

 , 
[image: image23.wmf]Ï


ι) Για να δηλώσουμε ένα σύνολο στα Μαθηματικά, χρησιμοποιούμε 
ένα από τα κεφαλαία γράμματα του Ελληνικού ή του Λατινικού αλφαβήτου, 
ενώ για τα στοιχεία του συνόλου χρησιμοποιούμε τα μικρά γράμματα αυτών.

ιι) Για να δηλώσουμε ότι το x είναι στοιχείο του συνόλου Α, γράφουμε x
[image: image24.wmf]Î

Α και διαβάζουμε το x ανήκει στο Α.

Για να δηλώσουμε ότι το x δεν είναι στοιχείο του Α γράφουμε x
[image: image25.wmf]Ï

Α και διαβάζουμε το x δεν ανήκει στο Α .

19. Γνωστά σύνολα

Ν: το σύνολο των φυσικών αριθμών

Ζ: το σύνολο των ακεραίων αριθμών

Q: το σύνολο των ρητών αριθμών

R: το σύνολο των πραγματικών αριθμών

20. Παράσταση συνόλου

Για να παραστήσουμε ένα σύνολο χρησιμοποιούμε συνήθως έναν από τους παρακάτω τρόπους:

ι) Όταν μας δίνονται όλα τα στοιχεία του και είναι λίγα σε πλήθος τότε γράφουμε τα στοιχεία αυτά μεταξύ δύο αγκίστρων, από μια φορά το καθένα,  χωρίζοντάς τα με το κόμμα.

Εάν τα στοιχεία του συνόλου είναι πολλά ή άπειρα τότε χρησιμοποιούμε έναν παρόμοιο συμβολισμό, γράφοντας μερικά μόνο από αυτά και αποσιωπώντας τα υπόλοιπα, αρκεί να είναι σαφές ποια είναι αυτά 
που παραλείπονται.

Ο παραπάνω τρόπος παράστασης ενός συνόλου λέγεται «παράσταση 
με αναγραφή των στοιχειών του».

ιι) Αν από ένα σύνολο Ω επιλέξουμε εκείνα τα στοιχεία του, που έχουν 

μία ορισμένη ιδιότητα Ι, τότε φτιάχνουμε ένα νέο σύνολο που συμβολίζεται:

{x
[image: image26.wmf]Î

Ω / x έχει την ιδιότητα Ι} και διαβάζεται το σύνολο των x
[image: image27.wmf]Î

Ω , 
όπου x έχει την ιδιότητα Ι.

Ο παραπάνω τρόπος παράστασης ενός συνόλου λέγεται «παράσταση 

με περιγραφή των στοιχείων του».

21. Ίσα σύνολα

Δύο σύνολα Α και Β λέγονται ίσα όταν έχουν τα ίδια ακριβώς στοιχεία.

Στην περίπτωση αυτή γράφουμε Α = Β 

22. Υποσύνολα συνόλου

Ένα σύνολο Α λέγεται υποσύνολο ενός συνόλου Β όταν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β.

Στην περίπτωση αυτή γράφουμε Α
[image: image28.wmf]Í

Β

π.χ.  Ν
[image: image29.wmf]Í

Ζ
[image: image30.wmf]Í

Q
[image: image31.wmf]Í

R
23. Άμεσες συνέπειες του ορισμού είναι:

ι) Α
[image: image32.wmf]Í

Α για κάθε σύνολο Α (ανακλαστική).

ιι) Αν Α
[image: image33.wmf]Í

Β και Β
[image: image34.wmf]Í

Γ , τότε Α
[image: image35.wmf]Í

Γ (μεταβατική).

ιιι) Αν Α
[image: image36.wmf]Í

Β και Β
[image: image37.wmf]Í

Α , τότε Α = Β (αντισυμμετρική).

24. Το κενό σύνολο

Το σύνολο που δεν έχει καθόλου στοιχεία , λέγεται κενό σύνολο 
και συμβολίζεται με 
[image: image38.wmf]Æ

 ή { }

Δεχόμαστε ότι το κενό υποσύνολο είναι υποσύνολο κάθε συνόλου 
και είναι μοναδικό.

25. Διαγράμματα Venn
Μία εποπτική παρουσίαση των συνόλων και των μεταξύ τους σχέσεων γίνεται 

με τα διαγράμματα Venn (κλειστές γραμμές).

Κάθε φορά που εργαζόμαστε με σύνολα, τα σύνολα αυτά θεωρούνται υποσύνολα ενός συνόλου που λέγεται βασικό και συμβολίζεται με Ω.
Για παράδειγμα τα σύνολα Ν, Ζ και Q, είναι υποσύνολα του βασικού συνόλου Ω = R.
· [image: image1.wmf]Þ

Το βασικό σύνολο συμβολίζεται με το εσωτερικό ενός ορθογωνίου ενώ κάθε υποσύνολο ενός βασικού συνόλου παριστάνεται με το εσωτερικό μιας κλειστής καμπύλης.
[image: image187.bmp]

· Αν Α
[image: image39.wmf]Í

Β τότε το Α παριστάνεται με το εσωτερικό μιας καμπύλης 

που περιέχεται στο εσωτερικό της καμπύλης που παριστάνει το Β.



26. Πράξεις με σύνολα

ι) Ένωση των συνόλων Α και Β λέγεται το σύνολο των στοιχείων 
που ανήκουν σε ένα τουλάχιστον από τα δύο σύνολα Α και Β 
και συμβολίζεται με Α
[image: image40.wmf]U

Β
Δηλαδή Α
[image: image41.wmf]U

Β = {x
[image: image42.wmf]Î

Ω / x
[image: image43.wmf]Î

Α ή x
[image: image44.wmf]Î

Β}

Παρατήρηση: Πρακτικά ένωση των συνόλων Α και Β είναι το σύνολο 

που αποτελείται από όλα τα στοιχεία των Α και Β.

(δηλαδή είναι το σύνολο που έχει ως στοιχεία τα κοινά 

και μη κοινά στοιχεία των Α και Β)
ιι) Τομή των συνόλων Α και Β λέγεται το σύνολο των στοιχείων 
που ανήκουν συγχρόνως στο Α και στο Β και συμβολίζεται με Α
[image: image45.wmf]I

Β
Δηλαδή Α
[image: image46.wmf]I

Β = {x
[image: image47.wmf]Î

Ω / x
[image: image48.wmf]Î

Α και x
[image: image49.wmf]Î

Β}

Παρατήρηση: Πρακτικά τομή των συνόλων Α και Β είναι το σύνολο 
που αποτελείται από τα κοινά στοιχεία των Α και Β.
(δηλαδή είναι το σύνολο που έχει ως στοιχεία μόνο 

τα κοινά στοιχεία των Α και Β)





ιιι) Το συμπλήρωμα του Α είναι το σύνολο που περιέχει εκείνα τα στοιχεία του Ω που δεν ανήκουν στο Α και συμβολίζεται με Α΄.

Δηλαδή Α΄ = {x
[image: image50.wmf]Î

Ω / x
[image: image51.wmf]Ï

A}
Παρατήρηση: Δηλαδή είναι το σύνολο που έχει ως στοιχεία τα στοιχεία 

του Ω που δεν ανήκουν στο Α.


27. Διαφορά Α – Β είναι το σύνολο των στοιχείων του Α που δεν ανήκουν 

στο Β.

Δηλαδή Α – Β = {x
[image: image52.wmf]Î

Α / x
[image: image53.wmf]Ï

Β}



28. Παρατηρήσεις
ι) Αν για κάθε x
[image: image54.wmf]Î

A
[image: image55.wmf]Þ

x
[image: image56.wmf]Î

Β τότε Α
[image: image57.wmf]Í

Β

    Αν για κάθε x
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Β
[image: image59.wmf]Þ

x
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Α τότε Β
[image: image61.wmf]Í

Α

   Αν ισχύουν Α
[image: image62.wmf]Í

Β και Β
[image: image63.wmf]Í

Α τότε Α = Β

ιι) Αν Α
[image: image64.wmf]Í

Β και Α
[image: image65.wmf]¹

Β τότε το Α λέγεται γνήσιο υποσύνολο του Β και συμβολίζεται Α
[image: image66.wmf]Ì

Β.

Το 
[image: image67.wmf]Æ

 δεν θεωρείται γνήσιο υποσύνολο κανενός συνόλου.


[image: image68.wmf]
ιιι) Για την ένωση των συνόλων ισχύουν οι ιδιότητες:

· Α
[image: image69.wmf]U



 EMBED Equation.3  [image: image70.wmf]Æ

 = Α , Α
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Α = Α και Α
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Ω = Ω

· Α
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Β = Β
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Α (αντιμεταθετική ιδιότητα)

· (Α
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Β) 
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Γ = Α
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 (Β
[image: image78.wmf]U

Γ) = Α
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Β
[image: image80.wmf]U

Γ (προσεταιριστική ιδιότητα)

· Α
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Α
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Β και Β
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Α
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Β

· Αν Α
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Β τότε Α
[image: image86.wmf]U

Β = Β

ιv) Για την τομή των συνόλων ισχύουν οι ιδιότητες :

· Α
[image: image87.wmf]I



 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]Æ

 = 
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 , Α
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Α = Α και Α
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Ω = Α

· Α
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Β = Β
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Α (αντιμεταθετική ιδιότητα)

· (Α
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Β) 
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Γ = Α
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(Β
[image: image97.wmf]I

Γ) = Α
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Β
[image: image99.wmf]I

Γ (προσεταιριστική ιδιότητα)

· Α
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Β
[image: image101.wmf]Í

Α και Α
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Β
[image: image103.wmf]Í

Β

· Αν Α
[image: image104.wmf]Í

Β τότε Α
[image: image105.wmf]I

Β = Α

v) Αν Α
[image: image106.wmf]I

Β = 
[image: image107.wmf]Æ

 τότε τα σύνολα Α , Β λέγονται ξένα μεταξύ τους.

vι) Αν Ω το βασικό σύνολο και Α , Β , Γ
[image: image108.wmf]Í

Ω , τότε ισχύουν:

· Α
[image: image109.wmf]I

(Β
[image: image110.wmf]U

Γ) = (Α
[image: image111.wmf]I

Β)
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(Α
[image: image113.wmf]I

Γ)

(επιμεριστική ιδιότητα της τομής ως προς την ένωση)

· Α
[image: image114.wmf]U

(Β
[image: image115.wmf]I

Γ) = (Α
[image: image116.wmf]U

Β) 
[image: image117.wmf]I

(Α
[image: image118.wmf]U

Γ)

(επιμεριστική ιδιότητα της ένωσης ως προς την τομή)

vιι) Για το συμπλήρωμα συνόλου ισχύουν οι ιδιότητες:

· Ω΄ = 
[image: image119.wmf]Æ

 και 
[image: image120.wmf]Æ

΄ = Ω

· Α
[image: image121.wmf]I

Α΄ = 
[image: image122.wmf]Æ

 και Α
[image: image123.wmf]U

Α΄ = Ω

· (Α΄)΄ = Α

vιιι) Τύποι De Morgan
· (Α
[image: image124.wmf]U

Β)΄ = Α΄
[image: image125.wmf]I

Β΄

· (Α
[image: image126.wmf]I

Β)΄ = Α΄
[image: image127.wmf]U

Β΄

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

29. Να παρασταθούν με αναγραφή των στοιχείων τους τα σύνολα:
α) Α = {x
[image: image128.wmf]Î

N / 2<x
[image: image129.wmf]£

5}

β) B = {x
[image: image130.wmf]Î

N / 13
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x
[image: image132.wmf]£

19}

γ) Γ = {x
[image: image133.wmf]Î

Z / -3
[image: image134.wmf]£

x<2}

δ) Δ = {x
[image: image135.wmf]Î

N / -2
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x
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3}
30. Δίνονται τα σύνολα Α = {1, 2, 3, 4, 5}, Β = {4, 5, 6, 7} 

και Γ = {1, 4, 7}. Να βρείτε τα επόμενα σύνολα:

α) Α
[image: image138.wmf]U

Β




β) Α
[image: image139.wmf]U

Γ

γ) Β
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Γ




δ) (Α
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Β)
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Γ

ε) (Α
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Γ)
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Β



στ) (Α
[image: image145.wmf]U

Β)
[image: image146.wmf]I

Γ

31. Έστω το βασικό σύνολο Ω = {1, 2, 3, 4} και τα υποσύνολά του 

Α = {1, 2, 3} και Β = {3, 4}. Να βρείτε τα σύνολα:

α) Α
[image: image147.wmf]U

Β




β) Α
[image: image148.wmf]I

Β

γ) Α΄





δ) Β΄

ε) (Α
[image: image149.wmf]U

Β)΄




στ) (Α
[image: image150.wmf]I

Β)΄

ζ) Α΄
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Β




η) Α
[image: image152.wmf]I

Β΄

32. Δίνεται το βασικό σύνολο: Ω = {x
[image: image153.wmf]Î

N / 0 <x<10} και τα υποσύνολά του 

Α = {x
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N / 1 
[image: image155.wmf]£

<x
[image: image156.wmf]£

5} και Β = {x
[image: image157.wmf]Î

N / 3 <x
[image: image158.wmf]£

8}. Να παραστήσετε 

με αναγραφή των στοιχείων τους τα σύνολα:
α) Α
[image: image159.wmf]U

Β




β) Α
[image: image160.wmf]I

Β

γ) Α΄





δ) Β΄
ε) (Α
[image: image161.wmf]U

Β)΄




στ) (Α
[image: image162.wmf]I

Β)΄

ζ) Α΄
[image: image163.wmf]I

Β΄




η) Α΄
[image: image164.wmf]U

Β΄

θ) (Α
[image: image165.wmf]I

Β΄)΄

33. Θεωρούμε τα σύνολα:
Α = {x
[image: image166.wmf]Î

N / x διαιρέτης του 12}

και

Β = {x
[image: image167.wmf]Î

N / x διαιρέτης του 18}

α) Να παραστήσετε τα σύνολα Α και Β με αναγραφή των στοιχείων τους.

β) Να βρείτε τα σύνολα Α
[image: image168.wmf]U

Β και Α
[image: image169.wmf]I

Β.

34. Θεωρούμε ως βασικό σύνολο το: Ω = {1, 2, 3, …, 15} καθώς 

και τα σύνολα Α = {x
[image: image170.wmf]Î

Ω / x άρτιος} και Β ={x
[image: image171.wmf]Î

Ω/x πολλαπλάσιο του 3}.
α) Να παραστήσετε τα σύνολα Α και Β με αναγραφή των στοιχείων τους.

β) Να βρείτε τα σύνολα:

ι) Α
[image: image172.wmf]U

Β



ιι) Α
[image: image173.wmf]I

Β


ιιι) Α΄

ιν) Β΄




ν) (Α
[image: image174.wmf]U

Β)΄


νι) Α
[image: image175.wmf]I

Β΄

35. Να χαρακτηρίσετε ως αληθή (Α) ή ψευδή (Ψ) καθεμία από τις παρακάτω 

σχέσεις:

α) Α
[image: image176.wmf]Í

Α
[image: image177.wmf]U

Β



β) Β
[image: image178.wmf]Í

Α
[image: image179.wmf]I

Β


γ) Α
[image: image180.wmf]I

Β
[image: image181.wmf]Í

Α

δ) Α
[image: image182.wmf]U

Β
[image: image183.wmf]Í

Β



ε) Α
[image: image184.wmf]I

Β
[image: image185.wmf]Í

Α
[image: image186.wmf]U

Β
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