
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.1(Οι πράξεις και οι ιδιότητές τους

ΘΕΩΡΙΑ
1. Οι πραγματικοί αριθμοί παριστάνονται από τους ρητούς 
και τους άρρητους αριθμούς και παριστάνονται με τα σημεία ενός άξονα, 
του άξονα των πραγματικών αριθμών.  

2. Κάθε αριθμός που έχει ή μπορεί να πάρει την κλασματική μορφή 
[image: image1.wmf]b
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όπου α , β ακέραιοι με β ( 0, λέγεται ρητός.

Κάθε ρητός αριθμός μπορεί   να γραφεί ως δεκαδικός  με πεπερασμένο   

πλήθος ψηφίων ή περιοδικός δεκαδικός και αντίστροφα.

Δηλαδή οι ρητοί αριθμοί αποτελούνται από τους δεκαδικούς με πεπερασμένο 
πλήθος ψηφίων και τους περιοδικούς δεκαδικούς.

3. Κάθε αριθμός που δεν μπορεί να πάρει τη μορφή 
[image: image2.wmf]b
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, όπου α , β ακέραιοι 

με β ( 0 , δηλαδή δεν μπορεί να γραφεί ούτε ως δεκαδικός με πεπερασμένο πλήθος ψηφίων ούτε ως περιοδικός δεκαδικός λέγεται άρρητος. 
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4. Παρατήρηση

Οι ρητοί και οι άρρητοι αριθμοί αποτελούν μαζί τους πραγματικούς αριθμούς 

και παριστάνονται με τα σημεία ενός άξονα , του άξονα των πραγματικών αριθμών.

5. Ιδιότητες στις πράξεις

	Πρόσθεση
	Πολλαπλασιασμός
	Ιδιότητα
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	Αντιμεταθετική
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	Επιμεριστική




6. Παρατηρήσεις
ι) Ο αριθμός 0 λέγεται και ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης, 
ενώ ο αριθμός 1 λέγεται ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασμού.

ιι) Οι αριθμοί α και ( α ( που έχουν άθροισμα μηδέν , λέγονται αντίθετοι αριθμοί, ενώ οι α και
[image: image7.wmf]a
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 , με α (0, που έχουν γινόμενο τη μονάδα, 
λέγονται αντίστροφοι.

7. H αφαίρεση και η διαίρεση ορίζονται , με τη βοήθεια της πρόσθεσης 

και του πολλαπλασιασμού ως εξής(
                               α ( β = α + ((β) , α ( β =
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 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf]
Δηλαδή(


Για να βρούμε τη διαφορά α ( β, προσθέτουμε στο μειωτέο τον αντίθετο 
του αφαιρετέου.

Για να βρούμε το πηλίκο α ( β ή 
[image: image12.wmf]b
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 , β ( 0, πολλαπλασιάζουμε το διαιρετέο
με τον αντίστροφο του διαιρέτη.

8. Ιδιότητες για τις τέσσερις πράξεις

ι) Αν  α = β και γ = δ 
[image: image13.wmf]Þ

 α + γ = β + δ 
Δηλαδή δύο ισότητες μπορούμε να τις προσθέσουμε κατά μέλη.

ιι) Αν  α = β και γ = δ 
[image: image14.wmf]Þ

α ( γ = β ( δ
Δηλαδή δύο ισότητες μπορούμε να τις πολλαπλασιάσουμε κατά μέλη.

ιιι)Ιδιότητα της διαγραφής στην πρόσθεση

 α = β 
[image: image15.wmf]Û

α + γ = β + γ 

Δηλαδή μπορούμε και στα δύο μέλη μιας ισότητας να προσθέσουμε 
ή να αφαιρέσουμε τον ίδιο αριθμό. 

ιν) Ιδιότητα της διαγραφής στον πολλαπλασιασμό

 Αν γ ( 0  τότε: α = β 
[image: image16.wmf]Û

α ( γ = β ( γ 

Δηλαδή μπορούμε και τα δύο μέλη μιας ισότητας να τα πολλαπλασιάσουμε ή 
να τα διαιρέσουμε με τον ίδιο μη μηδενικό αριθμό.

ιv) α ( β = 0 ( α = 0 ή β = 0

(ηλα(ή αν το γινόμενο δύο αριθμών είναι μηδέν αν και μόνο αν ένας τουλάχιστον από τους αριθμούς είναι ίσος με το μηδέν.

Η παραπάνω ιδιότητα ισχύει και για περισσότερους από δύο παράγοντες δηλαδή: 

α ( β ( γ ( δ = 0 ( α = 0 ή β = 0 ή γ = 0 ή δ = 0                     

· Άμεση συνέπεια της ιδιότητας α ( β = 0 ( α = 0 ή β = 0 είναι:

· α ( β ( 0 ( α ( 0 και β ( 0 

Σχόλιο

Όταν από την ισότητα α + γ = β + γ ή από την ισότητα α ( γ = β ( γ μεταβαίνουμε στην ισότητα α = β, τότε λέμε ότι διαγράφουμε τον ίδιο προσθετέο ή τον ίδιο παράγοντα αντιστοίχως. 
Όμως στην περίπτωση που διαγράφουμε τον ίδιο παράγοντα πρέπει 

να ελέγχουμε μήπως ο παράγοντας αυτός είναι ίσος με μηδέν.
9. Ορισμός 

Η δύναμη α( (νιοστή δύναμη του α) με βάση τον πραγματικό αριθμό α 
και εκθέτη το φυσικό ν , με ν ( 2 είναι το γινόμενο από ν παράγοντες ίσους 
με το α( Δηλαδή( 

                                      α( ( α (α (α( α ((α
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· Αν  είναι α ( 0 ( β ( 0 και ν ακέραιος με κ ( 0 και α ( β , τότε αν ( βν
Προσοχή

Δεν  ισχύει και το αντίστροφο .

10. Ιδιότητες δυνάμεων με εκθέτη ακέραιο

ι) α( ( α(  (  α( ( (
ιι) α( ( α(   (  α( ( (
ιιι) (α ( β((  (  α( ( β(
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11. Ταυτότητες

Ορισμός

Κάθε ισότητα που περιέχει μεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιμές 
των μεταβλητών αυτών λέγεται ταυτότητα.

12. Bασικές ταυτότητες 

1. (α ( β(( ( α( ( 2αβ ( β(
2. (α ( β(( ( α( ( (αβ ( β(
3. (α ( β((α ( β( ( α( ( β(
4. (α ( β(( ( α( ( (α(β ( (αβ( ( β(
5. (α ( β(( ( α( ((α(β ( (αβ( ( β(
6.  α( ( β( ( (α ( (((α( ( αβ ( β((
7. α( ( (( = (α ( β((α( ( αβ ( β((
8.  (α ( β ( γ(( ( α( ( β( ( γ( ( (αβ ( (αγ ( (βγ

9. *(α ( β ( γ(( ( α( ( β( ( γ( ( (αβ ( (αγ ( (βγ

10. *α( ( β( ( (α ( β(( ( (αβ

11. *α( ( β( ( (α ( β(( ((αβ(α ( β(
13. Tρόποι απόδειξης μίας ταυτότητας
ι) Γράφουμε το πρώτο μέλος ( ή το δεύτερο) και μετά από πράξεις ή μετασχηματισμούς , καταλήγουμε στο δεύτερο (αντίστοιχα στο πρώτο) 
μέλος.

ιι) Γράφουμε το πρώτο μέλος και μετά από κατάλληλους μετασχηματισμούς καταλήγουμε σε μια παράσταση Α και επίσης αρχίζοντας από το δεύτερο μέλος καταλήγουμε σε μια παράσταση Β . 

Αν Α = Β τότε ισχύει η ταυτότητα . 

ιιι) Εργαζόμαστε και στα δύο μέλη συγχρόνως και μετά από λογικές ισοδυναμίες καταλήγουμε σε μια ισότητα που ισχύει .

14. Παρατήρηση

Μερικές φορές υποθέτοντας ότι δεν ισχύει αυτό που θέλουμε 

να αποδείξουμε και χρησιμοποιώντας ορθές παραστάσεις φθάνουμε 
σε ένα συμπέρασμα που έρχεται σε αντίθεση με την υπόθεση ή 
με κάτι που γνωρίζουμε ότι ισχύει . 

Η μέθοδος αυτή απόδειξης , πολύ χρήσιμη στα μαθηματικά λέγεται απαγωγή σε άτοπο.

15. Αναλογίες
· Λέμε αναλογία την ισότητα δύο λόγων δηλαδή( 

Αν για τους πραγματικούς αριθμούς α, β, γ, δ με β, δ ( 0 ισχύει η σχέση(
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  τότε λέμε ότι έχουμε αναλογία.

· Οι αριθμοί α, δ ονομάζονται άκροι όροι και οι αριθμοί β, γ ονομάζονται μέσοι όροι.

16. Ιδιότητες των αναλογιών

ι) 
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ιv) Αν  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΤΙΜΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 52 – 53
Α ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 3, 4ιι, 5ιι
17. Να βρείτε τις τιμές των παρακάτω παραστάσεων, όταν α = -2 και β= 
[image: image33.wmf]1

3

-

:
α) Α = -[-2(4α–3β)–(5β–4α)]
β) Β = 5α–4[10α –3(α–β)–6(α+β)]
Απάντηση: α) 5  β) -6

18. Αν x+y= 
[image: image34.wmf]1
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, να βρείτε τις τιμές των παρακάτω παραστάσεων:

α) Α = -5(-4x–2y)-2(2x-3y)

β) Β = -x(y+2)-[x(-y-3)-(-y-2x)]

Απάντηση: α) -8   β) 
[image: image35.wmf]1
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19. Αν x=
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, να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:
α) Α = 
[image: image37.wmf](
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β) Β = 
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Απάντηση: α) -27   β) 81

20. Αν α =
[image: image39.wmf]2
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 και β =
[image: image40.wmf]3
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 , να υπολογίσετε τις αριθμητικές τιμές 

των παραστάσεων:

α) Α = α5 (α β2)3 : (α-2 : β)-2


β) Β = (α2 : β3)-5 (α-4 : β-5)-3

Απάντηση: α) Α = 
[image: image41.wmf]16
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   β) Β = 
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21. Αν x=8 και y=2, να υπολογίσετε τις αριθμητικές τιμές 

των παραστάσεων:
α) Α = (x4y-1)-3 (x3y-2)5 y2
β) B = 
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Απάντηση: α) 16   β) 4096

22. Να βρείτε την τιμή της παράστασης:

Α = [(x-1y)-3 (x5y4)2]:
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 για x=2011  και y=
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Απάντηση: 1
23. Αν ισχύει y=2x, όπου x
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0, να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) Α = 
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β) Β = 
[image: image48.wmf](
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Απάντηση: α) 16   β) 
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ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 52 – 53
Β ΟΜΑΔΑ: 5

24. Οι αριθμοί x,y,ω είναι ανάλογοι των αριθμών 2,3,4. Αν ισχύει 
x+y+ω=36, να βρείτε τους αριθμούς x,y,ω.
Απάντηση:8, 12, 16
25. Αν ισχύει 
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, να βρείτε τις τιμές των επόμενων παραστάσεων:

α) 
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β) 
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γ) 
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δ) 
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Απάντηση: α) 7   β) 5   γ) -3   δ) 3
26. Αν ισχύει 
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όπου βδ(7β-13δ)
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ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 52 – 53
Α ΟΜΑΔΑ: 4ι, 5ι

27. Να αποδείξετε τις ταυτότητες:
α) (x-3)2 – 5(x-1)2= 5 – (2x-1)2
β) (3x+2)2 – (2x+3)2 = 5(x+1)(x-1)

γ) 
[image: image58.wmf](
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δ) (α2+α-1)2 + 3α2 = (α2 + 1)2 – 2α(1 – α)(α + 1)

28. Να αποδείξετε τις ταυτότητες:

α) (
[image: image59.wmf]5
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)2 – (
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)2 = 
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β) (α – β + γ)2 + (β – α + γ)2 = 2 [(α – β)2 + γ2]

γ) 2 (2α – β)3 – 27 αβ2 = (α – 2β) (4α + β)2
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ ΜΕ ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ ΤΑΥΤΟΤΗΤΩΝ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 52 – 53
Α ΟΜΑΔΑ: 4, 5

29. α) Αν α, β
[image: image62.wmf]¹

0, να αποδείξετε ότι:
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β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης:

Α = 
[image: image64.wmf]33
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Απάντηση: β) 80

30. α) Να αποδείξετε την ταυτότητα:

(α-β)(α+β)(α2 + β2) = α4 – β4
β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης:

Α = 99∙101∙10001

Απάντηση: β) 99.999.999
31. α) Να αποδείξετε την ταυτότητα:
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β) Να βρείτε το άθροισμα το άθροισμα των ψηφίων του αριθμού

x = 
[image: image66.wmf]22
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Απάντηση: β) 5

ΑΠΛΟΠΟΙΗΣΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 52 – 53
Β ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 3, 4
32. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:
α) Α = 
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β) Β = 
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γ) Γ = 
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δ) Δ = 
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ε) Ε = 
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στ) Ζ = 
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Απάντηση: α) 
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ε) 
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33. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:
α) Α = 
[image: image79.wmf]243
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β) Β = 
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γ) Γ = 
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Απάντηση: α) x2  β) 
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.2 ( Διάταξη πραγματικών αριθμών

ΘΕΩΡΙΑ

34. Ένας αριθμός α είναι μεγαλύτερος από έναν αριθμό β και γράφουμε α > β 
όταν η διαφορά α – β είναι θετικός αριθμός. 
Δηλαδή α > β ( α ( β > 0
35. Σύγκριση δύο αριθμών

Για να συγκρίνουμε δύο αριθμούς α (α((β( βρίσκουμε τη διαφορά τους 
και διακρίνουμε τις περιπτώσεις(
· α > β ( α ( β > 0

· α < β ( α ( β < 0

· α = β ( α ( β = 0

Γεωμετρικά η ανισότητα α > β σημαίνει, ότι πάνω στον άξονα ο αριθμός α είναι δεξιότερα από τον β.

Παρατηρήσεις

· Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από το μηδέν.
· Κάθε αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος από το μηδέν.
· Αν για δύο αριθμούς α, β ισχύει α > β ή α = β( τότε γράφουμε α ( β 
36. Ανισότητες στις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού

ι) Αν α > 0 και β > 0 ( τότε α + β > 0

ιι) Αν α < 0 και β < 0 ( τότε α + β < 0

ιιι) Αν α , β ομόσημοι , τότε αβ > 0 και 
[image: image84.wmf]b

a

> 0

ιv) Αν α , β ετερόσημοι , τότε αβ < 0 και 
[image: image85.wmf]b

a

< 0

v) Για κάθε πραγματικό αριθμό α είναι α2  ( 0

37. Παρατηρήσεις
(     Αν α2 + β2 = 0 
[image: image86.wmf]Û

α = 0 και β = 0 

· Αν α2 + β2 >0 
[image: image87.wmf]Û

α 
[image: image88.wmf]¹

0 ή β 
[image: image89.wmf]¹

 0 

38. Βασικές ιδιότητες στις ανισότητες

ι) Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς α , β , γ ισχύει(
          Αν  α > β και β > γ τότε α > γ (μεταβατική ιδιότητα)

ιι) Αν α , β , γ είναι πραγματικοί τότε α > β ( α + γ > β + γ

ιιι) Αν γ > 0 τότε α > β ( αγ > βγ

ιv) Αν γ < 0 τότε α > β ( αγ < βγ

v) Αν δύο ανισότητες της ίδιας φοράς τις προσθέσουμε κατά μέλη, προκύπτει ανισότητα της ίδιας φοράς.

                   Αν α > β και γ > δ , τότε α + γ > β + δ

Προσοχή( Δεν συμβαίνει το ίδιο με την αφαίρεση.

vι) Αν δύο ανισότητες της ίδιας φοράς , με θετικούς όρους, 
τις πολλαπλασιάσουμε κατά μέλη , προκύπτει ανισότητα της ίδιας φοράς.

Για θετικούς αριθμούς ισχύει( 
                                Αν α > β και γ > δ, τότε αγ > βδ 
Προσοχή( Δεν συμβαίνει το ίδιο με τη διαίρεση .

Παρατηρήσεις

Οι ιδιότητες v , vι ισχύουν και για περισσότερες από δύο ανισότητες .
π.χ.

Αν α1 > β1 , α2 > β2 , α3 > β3 τότε α1 + α2 + α3 > β1 + β2 + β3
      
[image: image90.wmf]
Αν α1 > β1 , α2 > β2 , α3 > β3 και α1 , α2 , α3 , β1 , β2 , β3 θετικοί αριθμοί 

              τότε  α1 ( α2 ( α3 > β1 ( β2 ( β3
39. Διάταξη στις δυνάμεις

Για θετικούς αριθμούς α, β και ν φυσικό διάφορο του μηδενός ισχύουν(
ι) α > β ( αν > βν
ιι) α = β ( αν = βν
40. Για τις ασκήσεις

Για να αποδείξουμε μια ανισότητα της μορφής Α > Β ή Α ( Β ή Α < Β 

ή Α ( Β( εργαζόμαστε με έναν από τους ακόλουθους τρόπους(
· Σχηματίζουμε τη διαφορά Α ( Β και βρίσκουμε το πρόσημό της.

· Ξεκινάμε από την ίδια την ανισότητα και με ισοδύναμους μετασχηματισμούς καταλήγουμε σε μια ανισότητα της οποίας η ισχύς 
είναι φανερή ή προκύπτει από τα δεδομένα της άσκησης.

· Ξεκινάμε από γνωστή ανισότητα και με μετασχηματισμούς καταλήγουμε στην ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε.
41. Διαστήματα

Έστω α ( β πραγματικοί αριθμοί με α ( β ( Ορίζουμε(
ι) Κλειστό διάστημα με άκρα α ( β το σύνολο των αριθμών με α ( x ( β 
και συμβολίζουμε (α , β( 

ιι) Ανοιχτό διάστημα με άκρα α , β το σύνολο των αριθμών με α ( x ( β 
και συμβολίζουμε (α , β( 

Παρατηρήσεις
· Οι αριθμοί α , β λέγονται άκρα των διαστημάτων αυτών.

· Κάθε αριθμός μεταξύ των α και β λέγεται εσωτερικό σημείο 
του διαστήματος.

· Η διαφορά μεταξύ ενός κλειστού και του αντίστοιχου ανοιχτού 
διαστήματος είναι ότι το πρώτο περιέχει τα άκρα του, 
ενώ το δεύτερο διάστημα δεν τα περιέχει.

42. Άλλες μορφές διαστημάτων

· Ανοιχτό δεξιά διάστημα (α ( β( λέγεται το σύνολο των x με α ( x ( β 

· Ανοιχτό αριστερά διάστημα (α ( β( λέγεται το σύνολο των x((((α(x( β 

43. Διαστήματα με άκρα τα  ( (  ( ( (
ι) Το σύνολο των αριθμών x με x ( α συμβολίζεται με (α ( ( (( 

ιι) Το σύνολο των αριθμών x(με(x ( α συμβολίζεται με (( ( ( α( 

ιιι) Το σύνολο των αριθμών x(με(x ( α(συμβολίζεται με (α ( ( (( 

ιv) Το σύνολο των αριθμών x(με( x ( α συμβολίζεται με (( ( ( α( 

Παρατήρηση

Τα σύμβολα ( ( και ( ( που διαβάζονται «συν άπειρο» και «πλην άπειρο» αντίστοιχα, δεν παριστάνουν πραγματικούς αριθμούς.

44. Αν α, β ομόσημοι αριθμοί, τότε α < β
[image: image91.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image92.wmf]11
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΑΠΟΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 59 – 60
Α ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 6
Β ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 3, 4

45. Να δείξετε ότι :

ι) α2 + β2 
[image: image93.wmf]³

 2α – 1



ιι) 2α2 + 6α + 9 > 0

ιιι) (α + β)2 + 2αβ 
[image: image94.wmf]³

 – 3β2


ιv) α2 + 
[image: image95.wmf]³
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46. ι) Αν α >2, να αποδείξετε ότι 3(α – 3)> α – 5

ιι) Αν α < -3, να αποδείξετε ότι: 6(α + 1)< -3(1 – α)
ιιι) Αν α < 1 τότε 1 – α3 > 3α (1 – α)
47. Αν α < β < γ , να δείξετε ότι : α < 
[image: image96.wmf]3
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48. Αν ισχύει α < β, να αποδείξετε ότι:

α) 
[image: image97.wmf]2
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β) 
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49. Να αποδείξετε ότι για τους θετικούς αριθμούς α , β ισχύει :
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50. Αν x , y , α θετικοί, να δειχθεί ότι :

α) Αν  x < y  τότε  
[image: image100.wmf]a
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 > 
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β) Αν x > y  τότε  
[image: image102.wmf]a
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51. Να αποδείξετε ότι α2 – 6α + 11 > 0

52. Να αποδείξετε ότι : 

α) α2 + αβ + β2 
[image: image104.wmf]³

 0

β) α2 + β2 + γ2 
[image: image105.wmf]³

 αβ + βγ + γα
Η ισότητα α2+β2 = 0
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 59 – 60
Α ΟΜΑΔΑ: (2), 3

53. Να βρείτε τους αριθμούς α και β για τους οποίους ισχύει:
α) α2 +β2 – 2(α – β) + 2 = 0

β) α2 +β2  +13 = 2(3β – 2α)

γ) α2 +β2 = 4(β – 1)

δ) (α + 5)2 + (β – 2)2 = 4(α + β + 1)

Απάντηση: α) α=1 , β=-1  β) α=-2 , β=3  γ) α=0 , β=2  δ) α=-3 , β=4 

54. Να βρείτε τους αριθμούς α, β και γ για τους οποίους ισχύει:

α) α2 +β2 + γ2 + 6 = 2(α – β + 2γ)

β) 3α2 + β2 + γ2 + 4 = 2α(β – γ + 2)

Απάντηση: α) α=1, β=-1, γ=-2  β) α=2, β=2, γ=-2  
55. α) Να αποδείξετε ότι:

α2 + β2 + 5 
[image: image106.wmf]³

 2(2α – 2β)
β) Πότε ισχύει η ισότητα στην παραπάνω σχέση;

Απάντηση: β) α=1 , β=-2  
Ελάχιστη και μέγιστη τιμή παραστάσεων
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 59 – 60
Α ΟΜΑΔΑ: 4, 5

56. Αν ισχύει 1 < α <3  και  2 < β < 4, να βρείτε μετεξύ ποιων αριθμών 
περιέχεται η τιμή καθεμία από τις παραστάσεις:

α) 2α + 3β


β) α – β



γ) 3α – 2β

δ) –α – 4β


ε) 3 – αβ 



στ) 
[image: image107.wmf]1
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Απάντηση : α) 8 < 2α + 3β < 18  β) -3 < α – β < 1   γ) -5 < 3α – 2β < 5
δ) – 19 < –α – 4β < -9   ε) -9 < 3 – αβ < 1   στ) 
[image: image108.wmf]5
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57. Αν  1 
[image: image111.wmf]£

 α 
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 2  και  3 < β < 4 , να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών 
περιέχονται οι τιμές των παραστάσεων :

ι) α + β       


ιι) α – β       


ιιι) 
[image: image113.wmf]b
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Απάντηση: ι) 4 < α + β < 6   ιι) – 3 < α – β < – 1   ιιι) 
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58. ***Αν  – 2 
[image: image117.wmf]£

 x 
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 3  και  1 
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 y 
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 2 , να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών 
περιέχονται οι τιμές των παραστάσεων :

ι) x + y       

ιι) x – y      
 
ιιι) 
[image: image121.wmf]2

1

x –7y + 5       
ιv) x y

Απάντηση: ι) –1 
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 x + y 
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ιι) – 4 
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 x – y 
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  ιιι) – 10 
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x – 7y + 5 
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ιv) – 4 
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 x y 
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Διαστήματα
59. Να γράψετε σε μορφή διαστήματος τα σύνολα των αριθμών x 
που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις:

α) 
[image: image132.wmf]26
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β) 
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γ) 
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ε) 
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στ) 
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η) 
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60. Αν x
[image: image140.wmf]Î

[1,2] και y
[image: image141.wmf]Î

[3,4], να γράψετε σε μορφή διαστήματος τα σύνολα 
στα οποία ανήκουν οι αριθμοί:

α) α = 2x + 3y




β) β = 3x – 2y
γ) γ = – 4x – y 




δ) δ = xy – 6 
Απάντηση: α) [11,16]  β) [-5,0]   γ) [-12,-7]  δ) [-3,2]
61. Να βρείτε τα σύνολα Α
[image: image142.wmf]U

Β και Α
[image: image143.wmf]I

Β σε καθεμία από τις παρακάτω 
περιπτώσεις:

α) Α = [1,4]  και Β = (3,5)

β) Α = [2,7]  και Β = [7,10]

γ) Α = [-1,2]  και  Β = (2,3)

δ) Α = [-3,1]  και  Β = (-1,1)

Απάντηση: α) Α
[image: image144.wmf]U

Β=[1,5) και Α
[image: image145.wmf]I

Β=(3,4]  β) Α
[image: image146.wmf]U

Β=[2,10] και Α
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Β={7}
   γ) Α
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Β=[-1,3) και Α
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Β=
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   δ) Α
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Β=[-3,1] και Α
[image: image152.wmf]I

Β=(-1,1)
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.3(Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού

ΘΕΩΡΙΑ

62. Ορισμός

Αν α είναι ένας πραγματικός αριθμός , η απόλυτη τιμή του συμβολίζεται με (α( και ορίζεται ως εξής(
        α ,
αν α ( 0 

(α( = 

       ( α ,
αν α < 0 

63. Ιδιότητες των απόλυτων τιμών

ι) 

· 
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³

a


· 
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· Αν θ > 0 , τότε : 
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· 
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ιιι) 

· Αν θ > 0 , τότε : 
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· Αν θ > 0 , τότε : 
[image: image162.wmf]q
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ιv) 

· Αν θ > 0 , τότε : 
[image: image163.wmf]Û
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· Αν θ > 0 , τότε : 
[image: image164.wmf]Û
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64. Απόλυτη τιμή γινομένου δύο αριθμών

Η απόλυτη τιμή του γινομένου δύο αριθμών ισούται με το γινόμενο 
των απόλυτων τιμών.                          

Δηλαδή: 
[image: image167.wmf]b
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Παρατήρηση

Η απόλυτη τιμή του γινομένου ισχύει και για περισσότερους παράγοντες, δηλαδή(
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Στην ειδική περίπτωση που είναι α1 = α2 = …= αν = α, έχουμε: 
[image: image169.wmf]n
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65. Απόλυτη τιμή του πηλίκου δύο αριθμών

Η απόλυτη τιμή του πηλίκου δύο αριθμών ισούται με το πηλίκο 
των απόλυτων τιμών τους.                              

Δηλαδή: 
[image: image170.wmf]b
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66. Ανισοτικές σχέσεις στις απόλυτες τιμές

ι) Η απόλυτη τιμή του αθροίσματος δύο αριθμών είναι ίση ή μικρότερη 
από το άθροισμα των απόλυτων τιμών των αριθμών αυτών.

Δηλαδή: 
[image: image172.wmf]b
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Το «=» ισχύει όταν οι αριθμοί α και β είναι ομόσημοι.

Η ιδιότητα αυτή ισχύει και για περισσότερους προσθετέους, δηλαδή(
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67. Παρατήρηση

Αν α, β(πραγματικοί αριθμοί τότε: 
[image: image174.wmf]b
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[image: image175.wmf]
68. Απόσταση δύο αριθμών 

Η απόσταση δύο αριθμών α και β συμβολίζεται με d(α, β) ή με d(β, α) 
και είναι ίση με τον αριθμό 
[image: image176.wmf]b
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Δηλαδή d(α, β) = 
[image: image178.wmf]b
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Παρατήρηση

Στην περίπτωση που είναι α < β, τότε η απόσταση των α και β είναι ίση 

με β – α και λέγεται μήκος του διαστήματος [α,β].

69. ***Ο αριθμός 
[image: image179.wmf]2
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 που αντιστοιχεί στο μέσον Μ του τμήματος ΑΒ 
λέγεται κέντρο του διαστήματος [α,β], ενώ ο αριθμός ρ=
[image: image180.wmf]2
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λέγεται ακτίνα του [α,β].

Παρατήρηση

Ως μήκος, κέντρο και ακτίνα των διαστημάτων (α,β) , [α,β) και (α,β] ορίζουμε το μήκος, το κέντρο και την ακτίνα του διαστήματος [α,β].

70. ***Για xο
[image: image181.wmf]Î
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Παρατήρηση

Στην ειδική περίπτωση που είναι xο = 0, έχουμε:


[image: image183.wmf](
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(βλέπε ιδιότητες απολύτων το 69ιιι, ιν)
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΑΠΛΟΠΟΙΗΣΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 66 – 68
Α ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 3, 4, 5

71. Να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις:
α) Α = 
[image: image184.wmf]2
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β) Β = 
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168

xx

+-


γ) Γ = 
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δ) Δ = 
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72. Αν x < 3, να απλοποιήσετε τις επόμενες παραστάσεις:

α) Α = 
[image: image188.wmf]3
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β) Β = 
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γ) Γ = 
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δ) Δ = 
[image: image191.wmf]26
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73. Αν 2 < x < 4, να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:

α) Α = 
[image: image192.wmf]42
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β) Β = 
[image: image193.wmf]3628
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γ) Γ = 
[image: image194.wmf]24

xx

---






δ) Δ = 
[image: image195.wmf]5484
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74. Αν  – 3 < x < 1 , να αποδειχθεί ότι η παράσταση : 

Α = 
[image: image196.wmf]15
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75. Να απλοποιηθεί η παράσταση: Α = 
[image: image197.wmf]a
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76. Αν α < 3 < β, να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις:
α) Α = 
[image: image198.wmf]33
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β) Β = 
[image: image199.wmf]3
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γ) Γ = 
[image: image200.wmf]42
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δ) Δ = 
[image: image201.wmf]51
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77. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις :

ι) Α = 
[image: image202.wmf]1
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ιι) Β = 
[image: image203.wmf]2
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Προσοχή: Όταν μας ζητείται να απλοποιηθεί μία παράσταση που περιέχει δύο ή και περισσότερες απόλυτες τιμές τότε:

· Βρίσκουμε τις τιμές της μεταβλητής που μηδενίζουν τις παραστάσεις 
που είναι μέσα στα απόλυτα.
· Φτιάχνουμε έναν πίνακα, ο οποίος μας βοηθάει να διακρίνουμε περιπτώσεις και να «διώξουμε» τα απόλυτα, ως εξής:
Διατάσσουμε τις προηγούμενες τιμές της μεταβλητής, με αύξουσα σειρά 
και βρίσκουμε, όταν η μεταβλητή ανήκει σε καθένα από τα διαστήματα 
που δημιουργούνται, το πρόσημο της κάθε παράστασης που υπάρχει 
σε καθένα απόλυτο.

Μετά με βάση τον πίνακα αυτό «διώχνουμε» τα απόλυτα και απλοποιούμε την παράσταση σε καθένα από τα προηγούμενα διαστήματα. 
ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ 
[image: image204.wmf]x
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 84 – 85
Α ΟΜΑΔΑ: 14ι,ιι, 15, 16

78. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:
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Υπόδειξη : Να χρησιμοποιήσετε την ιδιότητα : 

   Αν θ > 0 τότε 
[image: image210.wmf]Û
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79. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:
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Προσοχή : Αν θ < 0 τότε η εξίσωση  
[image: image215.wmf]q
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 π.χ. η 
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Αν θ = 0 τότε η εξίσωση  
[image: image217.wmf]q
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 , δηλαδή η εξίσωση 
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 EMBED Equation.3  [image: image219.wmf]Û
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π.χ. η 
[image: image220.wmf]0

3

=

-

x



 EMBED Equation.3  [image: image221.wmf]Û

x – 3 = 0 
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80. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις:
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Υπόδειξη : Να χρησιμοποιήσετε την ιδιότητα : 

   
[image: image226.wmf]Û
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x = α  ή  x = – α
81. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 
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[image: image227.wmf]6
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Υπόδειξη : Όταν η εξίσωση περιέχει μία μόνο απόλυτη τιμή τότε θεωρούμε 

την απόλυτη τιμή σαν άγνωστο και λύνουμε την εξίσωση όπως λύνουμε μία εξίσωση 1ου βαθμού, δηλαδή φέρνουμε στο πρώτο μέλος την απόλυτη τιμή 
και στο δεύτερο μέλος τους υπόλοιπους όρους. 

Μετά λύνεται κατά τα γνωστά, χρησιμοποιώντας την ιδιότητα: 

Αν θ > 0 τότε 
[image: image231.wmf]Û
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Προσοχή : Η  παραπάνω μεθοδολογία χρησιμοποιείται μόνο όταν η εξίσωση 

  περιέχει μία μόνο απόλυτη τιμή και οι υπόλοιποι όροι είναι αριθμοί. 

82. Να λυθούν οι εξισώσεις:

α) 
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β) 
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γ) d(2x – 1 , x + 1) = 2


δ)
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ΑΠΟΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 66 – 68
Β ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 4

83. Να αποδείξετε ότι:

α) 
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84. Να αποδείξετε ότι:

α) α2 + β2 
[image: image240.wmf]2
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β) x2 + 4 
[image: image241.wmf]4
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ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΔΥΟ ΑΡΙΘΜΩΝ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 66 – 68
Α ΟΜΑΔΑ: 6, 7

85. ***Να βρείτε το μήκος, το κέντρο και την ακτίνα των παρακάτω 
διαστημάτων:

α) [2,8]


β) [-17,-5]

γ) [-10,24]

δ) [-19,11]

Απάντηση: α) 6, 5, 3  β) 12, -11, 6  γ) 34, 7, 17  δ) 30, -4, 15

86. ***Το διάστημα [-9,β] έχει ακτίνα 7. Να βρείτε:

α) τον αριθμό β

β) το κέντρο του διαστήματος

Απάντηση: α) 5  β) -2

87. ***Το διάστημα [α,8] έχει κέντρο 3. Να βρείτε:

α) τον αριθμό α

β) την ακτίνα του διαστήματος

Απάντηση: α) -2  β) 5
88. Δίνεται η παράσταση: Α = 2x – d(x,1)

Να γράψετε την παράσταση Α:

α) χρησιμοποιώντας το σύμβολο της απόλυτης τιμής

β) χωρίς να χρησιμοποιήσετε το σύμβολο της απόλυτης τιμής

ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ 
[image: image242.wmf]o
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 66 – 68
Α ΟΜΑΔΑ: 7
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 104 - 105
Α ΟΜΑΔΑ: 5, 6, 8, 9, 10
Β ΟΜΑΔΑ: 2

89. Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις:
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Υπόδειξη : Να χρησιμοποιήσετε τις ιδιότητες : 

    Αν θ > 0 τότε 
[image: image250.wmf]q
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    Αν θ > 0 τότε 
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   Αν θ > 0 τότε 
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   Αν θ > 0 τότε 
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³

q

x

 x 
[image: image254.wmf]£

 – θ  ή  x 
[image: image255.wmf]³

 θ

90. Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις:
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Προσοχή : 

Αν θ < 0 τότε η ανίσωση 
[image: image260.wmf]q
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 είναι αδύνατη .  

π.χ. η 
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Αν θ < 0 τότε η ανίσωση 
[image: image262.wmf]q
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 είναι αδύνατη .  

π.χ. η 
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Αν θ < 0 τότε η ανίσωση 
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 είναι αόριστη .   

π.χ. η 
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Αν θ < 0 τότε η ανίσωση 
[image: image266.wmf]q
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π.χ. 
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91. Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις:
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Προσοχή :

Αν θ = 0 τότε η ανίσωση 
[image: image276.wmf]q
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 , δηλαδή η ανίσωση 
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 ισχύει μόνο όταν 
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 EMBED Equation.3  [image: image279.wmf]Û
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π.χ. 
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 EMBED Equation.3  [image: image282.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image283.wmf]Û

x + 2 = 0 
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Αν θ = 0 τότε η ανίσωση 
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 , δηλαδή η ανίσωση 
[image: image286.wmf]0

<

x

 είναι αδύνατη

π.χ. 
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Αν θ = 0 τότε η ανίσωση 
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 , δηλαδή η ανίσωση 
[image: image289.wmf]0

³

x

 είναι αόριστη

π.χ. 
[image: image290.wmf]0

5

2

³

-

x

 είναι αόριστη

Αν θ = 0 τότε η ανίσωση 
[image: image291.wmf]q
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  , δηλαδή η ανίσωση 
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 αληθεύει για κάθε x εκτός από τo x για το οποίο ισχύει : 
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 EMBED Equation.3  [image: image294.wmf]Û
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Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε x 
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 ισχύει για κάθε x , εκτός από τo x για το οποίο ισχύει : 
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 EMBED Equation.3  [image: image298.wmf]Û

x + 6 = 0
[image: image299.wmf]Û

x = – 6 

Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε x 
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92. Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις:
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Υπόδειξη: Χωρίζουμε πρώτα τη διπλή ανίσωση 
[image: image304.wmf]b
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 και τις λύνουμε ξεχωριστά, κατά τα γνωστά.

  Μετά κάνουμε συναλήθευση.

93. Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις:
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Υπόδειξη : Όταν η ανίσωση περιέχει μία μόνο απόλυτη τιμή τότε 

θεωρούμε την απόλυτη τιμή σαν άγνωστο και λύνουμε την ανίσωση 
όπως  λύνουμε μία ανίσωση 1ου βαθμού , δηλαδή φέρνουμε στο πρώτο μέλος την απόλυτη τιμή και στο δεύτερο μέλος τους υπόλοιπους όρους. 

Μετά λύνεται κατά τα γνωστά, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες: 

Αν θ > 0 τότε 
[image: image309.wmf]q
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Αν θ > 0 τότε 
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Αν θ > 0 τότε 
[image: image311.wmf]Û
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Αν θ > 0 τότε 
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      Προσοχή: Η  παραπάνω μεθοδολογία χρησιμοποιείται μόνο όταν η ανίσωση 

                   περιέχει μία μόνο απόλυτη τιμή και οι υπόλοιποι όροι είναι αριθμοί. 

94. Να λυθούν οι ανισώσεις: 
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β) 
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95. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα:

	Απόλυτη τιμή
	Διάστημα ή ένωση διαστημάτων
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96. Να συμπληρώσετε τον πίνακα , όπως δείχνει η πρώτη γραμμή :

	Απόλυτη τιμή
	Απόσταση
	Ανίσωση
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	d (x , – 1) 
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	d (x , 5) < 3
	

	
	
	5 < x < 8


Υπόδειξη: Γνωρίζουμε ότι d (α , β) = d (β , α) = 
[image: image330.wmf]a
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Οπότε:

· αν μας δίνεται ότι η απόλυτη τιμή είναι 
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 τότε: 

η αντίστοιχη απόσταση  είναι d (x , 4) < 1 (λόγω της (1)) 
και η αντίστοιχη ανίσωση είναι 
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 EMBED Equation.3  [image: image333.wmf]Û

 – 1 < x – 4 < 1 
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 – 1 + 4 < x – 4 + 4 < 1 + 4 
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3 < x  < 5 

(λόγω της ιδιότητας : Αν θ > 0 τότε 
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· αν μας δίνεται ότι η απόσταση των x και 4 είναι:

d (x , 4) < 1
[image: image337.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image340.wmf]Û

 – 1 < x – 4 < 1 
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(λόγω της ιδιότητας : Αν θ > 0 τότε 
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· Προσοχή : Αν μας δίνεται η ανίσωση  3 < x  < 5 τότε θα πρέπει 
να βρούμε έναν αριθμό τον οποίο να τον προσθέσουμε(ή να αφαιρέσουμε) στα μέλη της διπλής ανίσωσης ώστε να εμφανίσουμε αντίθετα άκρα. 

Για το σκοπό αυτό εργαζόμαστε ως εξής:

α) Βρίσκουμε το ημιάθροισμα των άκρων της ανίσωσης που μας δίνεται, δηλαδή: 
[image: image344.wmf]4
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β) Αφαιρούμε σε όλα τα μέλη της ανίσωσης το παραπάνω ημιάθροισμα, δηλαδή στην περίπτωσή μας αφαιρούμε σε όλα τα μέλη της ανίσωσης το 4:

3 < x  < 5 
[image: image345.wmf]Û

3 – 4 < x – 4 < 5 – 4 
[image: image346.wmf]Û

– 1 < x – 4 < 1 
[image: image347.wmf]Û
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4

<

-

x


(λόγω της ιδιότητας : Αν θ > 0 τότε 
[image: image349.wmf]q
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Οπότε έχοντας βρει την απόλυτη τιμή βρίσκουμε εύκολα και την αντίστοιχη απόσταση : 
[image: image350.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image351.wmf]Þ

 d (x , 4) < 1
ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
97. Να λύσετε τις εξισώσεις:

ι) 
[image: image352.wmf]3
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98. Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις:

ι) 
[image: image355.wmf]5
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ιι) 
[image: image356.wmf]2
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ιιι) 
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 – 2




ιv) 
[image: image359.wmf]2
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99. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

ι) 
[image: image361.wmf]5
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Υπόδειξη : 

Όταν η εξίσωση περιέχει ένα απόλυτο και «έξω» από αυτό υπάρχει μεταβλητή, εργαζόμαστε ως εξής:

Διακρίνουμε περιπτώσεις για την παράσταση που είναι μέσα στο απόλυτο.

100. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

ι) 
[image: image363.wmf]4
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ιι) 
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ιιι) 
[image: image365.wmf](
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Προσοχή : Όταν η εξίσωση περιέχει δύο ή περισσότερες απόλυτες τιμές, 

εργαζόμαστε ως εξής :

· Βρίσκουμε τις τιμές της μεταβλητής που μηδενίζουν τις παραστάσεις 
που είναι μέσα στα απόλυτα.
· Φτιάχνουμε έναν πίνακα, ο οποίος μας βοηθάει να διακρίνουμε περιπτώσεις και να « διώξουμε » τα απόλυτα, ως εξής:
Διατάσσουμε τις προηγούμενες τιμές της μεταβλητής, με αύξουσα σειρά 

και βρίσκουμε, όταν η μεταβλητή ανήκει σε καθένα από τα διαστήματα 

που δημιουργούνται, το πρόσημο της κάθε παράστασης που υπάρχει 

σε καθένα απόλυτο.

Μετά με βάση τον πίνακα αυτό «διώχνουμε» τα απόλυτα και λύνουμε 

σε καθένα από τα προηγούμενα διαστήματα την εξίσωση που δημιουργείται, η λύση των οποίων για να είναι δεκτή πρέπει να ανήκει στο αντίστοιχο διάστημα.

101. Αν 
[image: image366.wmf]2
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 , να αποδείξετε ότι:
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Υπόδειξη: Χρησιμοποιούμε την ιδιότητα: 
[image: image372.wmf]b
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Η ιδιότητα αυτή ισχύει και για περισσότερους προσθετέους, δηλαδή: 
[image: image374.wmf]g
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Παρατήρηση : Ισχύει 
[image: image375.wmf]x
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102. Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί x , y και z αν ισχύει:

ι) 
[image: image376.wmf]0
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ιιι) 
[image: image380.wmf]9
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Υπόδειξη : Αν έχουμε ένα άθροισμα απόλυτων τιμών ίσο με μηδέν τότε 

    κάθε απόλυτη τιμή θα είναι ίση με μηδέν. 

   Δηλαδή αν έχουμε 
[image: image383.wmf]0

0

=

Û

=

+

x

y

x

 και 
[image: image384.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image385.wmf]Û

x = 0 και y = 0

Η ιδιότητα αυτή ισχύει και για περισσότερα απόλυτα, δηλαδή:


[image: image386.wmf]0
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[image: image387.wmf]0

=

y

 και 
[image: image388.wmf]z

 = 0 
[image: image389.wmf]Û

x = 0 και y = 0 και z = 0

π.χ. 
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 EMBED Equation.3  [image: image391.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image392.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image395.wmf]Û


x – 1 = 0 και y + 2 = 0 και z – 3 = 0 
[image: image396.wmf]Û

 x = 1 και y = – 2 και z = 3 

103. ι) Να γραφεί χωρίς τις απόλυτες τιμές η παράσταση: 
Π = 
[image: image397.wmf]1

+

x

 + 
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ιι) Να λυθεί η εξίσωση: Π – 2 = 2 
[image: image399.wmf]3
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    – 2x + 4     , αν      x 
[image: image400.wmf]£
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Απάντηση: ι) Π=       6           ,     αν   –1< x 
[image: image401.wmf]£
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104. ι) Να εκφράσετε τις ακόλουθες ανισώσεις με το σύμβολο της απόλυτης 
τιμής και στη συνέχεια να βρείτε για ποια x ισχύουν αυτές:

· d (x , 0) < 1

· d (x , 2) 
[image: image402.wmf]£

3

· d (x , – 3) < 4

ιι) Να εκφράσετε τις παρακάτω ανισώσεις με το σύμβολο της απόστασης:

· – 1 < x < 3

· – 5 < x < 1

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.4(Ρίζες πραγματικών αριθμών

ΘΕΩΡΙΑ

105. Τετραγωνική ρίζα μη αρνητικού αριθμού
· Η τετραγωνική ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α συμβολίζεται με 
[image: image403.wmf]a

 
και είναι ο μη αρνητικός αριθμός που όταν υψωθεί στο τετράγωνο 
δίνει τον α.
Παρατηρήσεις
· Αν α ( 0 η 
[image: image404.wmf]a

 παριστάνει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης x2  = α 
· Δεν ορίζεται η τετραγωνική ρίζα αρνητικού αριθμού .
106. Ιδιότητες (γνωστές από το γυμνάσιο)

· 
[image: image405.wmf]2
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( 
[image: image406.wmf]a

 , α 
[image: image407.wmf]Î
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· 
[image: image408.wmf]b
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 , α 
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 0 και β 
[image: image411.wmf]³

 0
· 
[image: image412.wmf]b
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[image: image413.wmf]b
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  , α 
[image: image414.wmf]³

 0 και β > 0
Παρατήρηση

Αν είναι α ( 0 και β ( 0 , τότε έχουμε 
[image: image415.wmf]a
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[image: image416.wmf]b
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[image: image417.wmf]b
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107. Νιοστή ρίζα μη αρνητικού αριθμού

· Η νιοστή ρίζα (ν θετικός ακέραιος) ενός μη αρνητικού αριθμού α συμβολίζεται με 
[image: image418.wmf]n

a

 και είναι ο μη αρνητικός αριθμός (μοναδικός) 
που όταν υψωθεί στην ν, δίνει  τον α.
Παρατηρήσεις
· Αν α ( 0 η 
[image: image419.wmf]n
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παριστάνει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης xν = α 
· Γράφουμε 
[image: image420.wmf]a
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 και  
[image: image421.wmf]a
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· Η τρίτη ρίζα  ενός αριθμού λέγεται και κυβική ρίζα του αριθμού αυτού.

108. Ιδιότητες  ριζών (ν θετικός ακέραιος)
ι) Αν α ( 0 τότε( 
· 
[image: image422.wmf](
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Προσοχή: Αν α
[image: image424.wmf]£

0 και ν άρτιος τότε: 
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ιι) Αν α , β ( 0 και μ , ν , ρ θετικοί ακέραιοι τότε(  

· 
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Παρατηρήσεις

· Η  ιδιότητα 
[image: image433.wmf]n
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[image: image434.wmf]n

ab

ισχύει και για περισσότερους από δύο παράγοντες. 

π.χ. αν α , β , γ , δ ( 0 τότε ( 
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· Αν α ( 0 και κ θετικός ακέραιος , τότε (
[image: image436.wmf](

)

k

n

n

k

a

a

=


· Αν α , β ( 0 τότε(
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109. Παρατήρηση
Αν α , β μη αρνητικοί αριθμοί τότε ( α < β ( 
[image: image438.wmf]n
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(εφαρμογή σχολικού βιβλίου σελίδα 49).
110. Δυνάμεις με ρητό εκθέτη

Ορισμός
Αν α>0, μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε: 
[image: image439.wmf]m
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Επιπλέον αν μ,ν θετικοί ακέραιοι, τότε ορίζουμε 
[image: image440.wmf]00
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Παρατήρηση
Οι ιδιότητες των δυνάμεων με ακέραιο εκθέτη ισχύον και για δυνάμεις 

με ρητό εκθέτη.

111. Για τις ασκήσεις

α) Μετατροπή ενός κλάσματος με ρητό παρανομαστή .

ι) Κλάσμα της μορφής 
[image: image441.wmf]n
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[image: image442.wmf]
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ιι) Κλάσμα της μορφής 
[image: image445.wmf]g
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    Μετατροπή (
· 
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ιιι) Kλάσμα της μορφής 
[image: image449.wmf]g
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Μετατροπή (
· 
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[image: image452.wmf]g
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Παρατήρηση
Οι παραστάσεις Α + Β και Α ( Β με την ιδιότητα (Α + Β)(Α ( Β) = Α2 ( Β2 λέγονται συζυγείς παραστάσεις.

β) Για να αποδείξουμε ότι ο αριθμός x είναι τετραγωνική ρίζα του α ( 0 , 
όπου α , x αριθμοί που εκφράζονται με ριζικά αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι( x ( 0 και x2 = α 

γ) Για να τρέψουμε μια παράσταση της μορφής 
[image: image453.wmf]b

g

a

±

σε τέλειο τετράγωνο , κάνουμε τα εξής βήματα(
· Εμφανίζουμε μπροστά από τη ρίζα το 2, δηλαδή το διπλάσιο γινόμενο 
για το ανάπτυγμα του τέλειου τετραγώνου.

· Με τις παραστάσεις που υπάρχουν στο διπλάσιο γινόμενο εκτός του 2, προσπαθούμε να εκφράσουμε το α.

Η περίπτωση (γ) μας χρησιμεύει κυρίως για τον υπολογισμό της 
[image: image454.wmf]b

g
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δ) Όταν θέλουμε να συγκρίνουμε δύο αριθμούς Α, Β που εκφράζονται 
με ριζικά, συγκρίνουμε τα τετράγωνά τους.

Υποθέτουμε π.χ. ότι Α < Β και με υψώσεις στο τετράγωνο καταλήγουμε με ( σε κάτι που ισχύει ή σε άτοπο.

Προσοχή

Για να υψώσουμε στο τετράγωνο πρέπει και τα δύο μέλη της ανισότητας 
να είναι μη-αρνητικοί αριθμοί. Για το λόγο αυτό μπορεί να χρειασθεί 
να κάνουμε μεταφορά όρων προκειμένου να επιτύχουμε μη-αρνητικούς αριθμούς και στα δύο μέλη, για να μπορέσουμε έτσι να υψώσουμε 
στο τετράγωνο.

ε) Η απόδειξη ανισοτήτων ή ισοτήτων που περιέχουν τετραγωνικές ρίζες γίνεται  συνήθως ως εξής(
Υψώνοντας και τα δύο μέλη (εφόσον είναι μη - αρνητικά ) στο τετράγωνο 

και με ( καταλήγουμε σε κάτι που ισχύει από υπόθεση ή γενικά ισχύει 
(μπορεί να χρειασθεί και μεταφορά όρων πριν την ύψωση στο τετράγωνο 
αν δεν έχουμε μη-αρνητικά μέλη).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΜΠΕΔΩΣΗΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 74 – 75
Α ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 3, 4, 5, 8
112. Να υπολογίσετε τις παρακάτω ρίζες:

α) 
[image: image455.wmf]2
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β) 
[image: image456.wmf]2
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γ) 
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ε) 
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113. Να απλοποιήσετε τις επόμενες ρίζες:

α) 
[image: image461.wmf]6
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β) 
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γ) 
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δ) 
[image: image464.wmf]12
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ε) 
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στ) 
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114. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις:

α) 
[image: image467.wmf]66
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β) 
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γ) 
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δ) 
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ε) 
[image: image471.wmf]55
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στ) 
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115. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) Α = 
[image: image473.wmf]17
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β) Β = 
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Απάντηση: α) 32  β) 4

116. Να βρεθεί η τιμή των παραστάσεων :

ι) Α = 
[image: image475.wmf]18
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ιι) Β = 
[image: image476.wmf]28
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ιιι) Γ = 
[image: image477.wmf]500
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Υπόδειξη: Προσπαθούμε να φτιάξουμε μια παράσταση με κοινά υπόρριζα, 
                έτσι ώστε να γίνει άμεσα ο υπολογισμός της. 

                Ένας τρόπος για να οδηγηθούμε σ’ αυτό είναι να αναλύσουμε 
                τα υπόρριζα σε γινόμενο πρώτων παραγόντων .

117. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:

α) Α = 
[image: image478.wmf](
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β) Β = 
[image: image479.wmf](
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γ) Γ = 
[image: image480.wmf](
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δ) Δ = 
[image: image481.wmf](
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Απάντηση: α) 9  β) 8  γ) 75  δ) 10

ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ ΣΕ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΜΕ ΡΙΖΕΣ

118. Να βρείτε για ποιες τιμές του x  ορίζονται οι παραστάσεις :

ι) 
[image: image482.wmf]1
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ιι) 
[image: image483.wmf]3
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ιιι) 
[image: image484.wmf]3
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ιv) 
[image: image485.wmf]5
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v) 
[image: image486.wmf]3
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vι) 
[image: image487.wmf]7
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vιι) 
[image: image488.wmf]x
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vιιι) 
[image: image489.wmf]4
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ιx) 
[image: image490.wmf]2
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Υπόδειξη: Θα πρέπει κάθε υπόρριζο να είναι μεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός. 

Προσοχή αν ρίζα είναι παρανομαστής κλάσματος τότε το υπόρριζο θα πρέπει να είναι μεγαλύτερο του μηδενός.
119. ι) Να βρείτε για ποιες τιμές του x ορίζονται οι παρακάτω παραστάσεις.

ιι) Κατόπιν να κάνετε τις πράξεις .

α) Α = 
[image: image491.wmf](
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β) Β = 
[image: image492.wmf](
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ΣΥΝΘΕΤΕΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 74 – 75
Α ΟΜΑΔΑ: 9, 11
Β ΟΜΑΔΑ:2

120. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων:
α) Α = 
[image: image493.wmf]183250
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β) Β = 
[image: image494.wmf](
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Απάντηση: α) 3  β) 6

121. α) Να βρείτε το ανάπτυγμα
[image: image495.wmf](
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β) Να βρείτε τη ρίζα 
[image: image496.wmf]1667

-


Απάντηση: β) 
[image: image497.wmf]37

-


ΑΠΛΟΠΟΙΗΣΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 74 – 75
Β ΟΜΑΔΑ:4

122. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις :

ι) Α = 
[image: image498.wmf](
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[image: image499.wmf]2
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ιι) Β = 
[image: image500.wmf](
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ιιι) Γ = 
[image: image501.wmf](
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ιv) Δ = 
[image: image503.wmf]x
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[image: image504.wmf]4
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 , αν 3 < x < 4

123. Αν ισχύει -1<x<3, να απλοποιήσετε την παράσταση:

Α = 
[image: image505.wmf]22
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124. Να απλοποιηθούν οι παρακάτω παραστάσεις :

α) Α = 
[image: image506.wmf]2
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β) Β = 
[image: image508.wmf]2
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[image: image509.wmf]2
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γ) Γ = 
[image: image510.wmf]1
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[image: image511.wmf]1
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125. Να δείξετε ότι : 
[image: image512.wmf](

)

(

)

3

3

7

1

3

7

1

2

2

=

+

+

-


ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΑΥΤΟΤΗΤΩΝ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 74 – 75
Β ΟΜΑΔΑ:1ιι

126. Αν α, β
[image: image513.wmf]³

0, να αποδείξετε ότι:

α) 
[image: image514.wmf](
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β) 
[image: image515.wmf](
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γ) 
[image: image516.wmf](
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δ) 
[image: image517.wmf](
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ΡΗΤΟΠΟΙΗΣΗ ΠΑΡΑΝΟΜΑΣΤΗ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 74 – 75
Α ΟΜΑΔΑ: 10

Β ΟΜΑΔΑ:1ι, 4

127. Να μετατρέψετε τα παρακάτω κλάσματα σε ισοδύναμα με ρητό 
παρανομαστή:

α) 
[image: image518.wmf]1
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β) 
[image: image519.wmf]2

3



γ) 
[image: image520.wmf]10
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δ) 
[image: image521.wmf]3
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ε) 
[image: image522.wmf]3
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στ) 
[image: image523.wmf]8
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ζ) 
[image: image524.wmf]1
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η) 
[image: image525.wmf]3
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θ) 
[image: image526.wmf]7

5

6

53


128. Να μετατραπούν οι παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητό παρανομαστή : 

(χωρίς ρίζα στον παρανομαστή)

ι) Α = 
[image: image527.wmf]2
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ιι) Β = 
[image: image528.wmf]3
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ιιι) Γ = 
[image: image529.wmf]5

3

2

2

      




ιv) Δ = 
[image: image530.wmf]1
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v) Ε = 
[image: image531.wmf]2
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vι) Σ = 
[image: image532.wmf]2
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vιι) Ζ = 
[image: image533.wmf]3
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vιιι) Η = 
[image: image534.wmf]5
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ιx) Θ = 
[image: image535.wmf]3
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x) Ι = 
[image: image536.wmf]3
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Υπόδειξη : Διακρίνουμε τις περιπτώσεις :

· Όταν έχουμε παράσταση της μορφής : 
[image: image537.wmf]n

m

a

A

 , ν > μ , α > 0 , 

για να απαλλαγούμε από τη ρίζα στον παρανομαστή πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρανομαστή με 
[image: image538.wmf]n

m

n

a

-

.

· Όταν έχουμε παράσταση της μορφής της στήλης Α πολλαπλασιάζουμε 

αριθμητή και παρανομαστή με την αντίστοιχη παράσταση της στήλης Β.
	Στήλη Α
	Στήλη Β

	
[image: image539.wmf]b
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[image: image540.wmf]b
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[image: image541.wmf]b
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[image: image543.wmf]b

a

+

A


	
[image: image544.wmf]b
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[image: image545.wmf]b
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[image: image546.wmf]b
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Κατόπιν χρησιμοποιούμε την ταυτότητα : (x + y) (x – y) = x2 – y2 
Παρατήρηση : Οι παραστάσεις x + y και  x – y με την ιδιότητα 
(x + y) (x – y) = x2 – y2 λέγονται συζυγείς παραστάσεις.

· Όταν έχουμε παράσταση της μορφής : 
[image: image547.wmf]3
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b
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±

A

 πολλαπλασιάζουμε

αριθμητή και παρανομαστή με 
[image: image548.wmf](
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Κατόπιν χρησιμοποιούμε την ταυτότητα : x3
[image: image549.wmf]±

y3 = (x
[image: image550.wmf]±

y) (x2
[image: image551.wmf]m

xy + y2)

129. Να μετατρέψετε τα παρακάτω κλάσματα σε ισοδύναμα με ρητό 
παρανομαστή:

α) 
[image: image552.wmf]1
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β) 
[image: image553.wmf]3
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γ) 
[image: image554.wmf]2
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δ) 
[image: image555.wmf]11
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ε) 
[image: image556.wmf]1
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στ) 
[image: image557.wmf]6
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ΡΙΖΑ ΩΣ ΥΠΟΡΡΙΖΗ ΠΟΣΟΤΗΤΑ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 74 – 75
Α ΟΜΑΔΑ: 6, 7

130. Να γράψετε τις παρακάτω παραστάσεις με τη βοήθεια μιας ρίζας :

ι) 
[image: image558.wmf]2

2

2

×

×






ιι) 
[image: image559.wmf]3
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[image: image560.wmf]4

3

2

2

2

×

×






ιv) 
[image: image561.wmf]3
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v) 
[image: image562.wmf]3
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vι) 
[image: image563.wmf]10
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Υπόδειξη : Προσπαθούμε να εμφανίσουμε διαδοχικά ριζικά έτσι ώστε 
     να είναι εφαρμόσιμη η ιδιότητα : 
[image: image564.wmf]n
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131. Να υπολογιστούν οι παραστάσεις :

ι) Α = 
[image: image565.wmf]33
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ιι) Β = 
[image: image566.wmf]4
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ΔΙΑΦΟΡΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
132. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

ι) Α = 
[image: image567.wmf]3
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ιι) Β = 
[image: image568.wmf]2
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ιιι) Γ = 
[image: image569.wmf]2
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ιv) Δ = 
[image: image570.wmf]3
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v) Ε = 
[image: image571.wmf]2
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–
[image: image572.wmf]3
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Υπόδειξη : Για να απλοποιήσουμε μια παράσταση της μορφής 
[image: image573.wmf]b
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    εργαζόμαστε ως εξής :

· Μετατρέπουμε την παράσταση της μορφής 
[image: image574.wmf]b

g

a

±

σε τέλειο τετράγωνο: 

εμφανίζουμε μπροστά από τη ρίζα το 2 (αν δεν υπάρχει) , δηλαδή 
το διπλάσιο γινόμενο για το ανάπτυγμα του τέλειου τετραγώνου.

· Με τις παραστάσεις που υπάρχουν στο διπλάσιο γινόμενο εκτός του 2, προσπαθούμε να εκφράσουμε το α.

133. Να συγκρίνετε τους αριθμούς:

ι) 
[image: image575.wmf]5

 και 
[image: image576.wmf]2
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ιι) 
[image: image577.wmf]1
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[image: image578.wmf]1
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ιιι) 
[image: image579.wmf]3
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[image: image580.wmf]2
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ιv) 
[image: image581.wmf]3
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[image: image582.wmf]1
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v) 
[image: image583.wmf]2
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 και 
[image: image584.wmf]2
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Υπόδειξη: Εάν οι αριθμοί είναι θετικοί , θεωρούμε ότι ο ένας είναι 
    μεγαλύτερος από τον άλλον , υψώνουμε στο τετράγωνο 
    και με ισοδυναμίες καταλήγουμε ή σε μία σχέση που ισχύει,    

    οπότε και η υπόθεση που έχουμε επιλέξει είναι η σωστή, ή 
    σε αδύνατο, οπότε η υπόθεση μας είναι λανθασμένη. 
134. Να συγκρίνετε τους αριθμούς:

ι) 
[image: image585.wmf]3
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[image: image586.wmf]3





ιι) 
[image: image587.wmf]3
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 και 
[image: image588.wmf]5
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Υπόδειξη: Όταν έχουμε να συγκρίνουμε ρίζες διαφορετικής τάξης 
     βρίσκουμε το Ε.Κ.Π. των τάξεων , τις μετατρέπουμε στην ίδια   

    τάξη και τις συγκρίνουμε με την προηγούμενη μέθοδο 
    (βλέπε προηγούμενη άσκηση).

135. Να λύσετε τις εξισώσεις:

ι) 
[image: image589.wmf](
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ιι) 
[image: image590.wmf](
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[image: image593.wmf](
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vι) 
[image: image594.wmf]3
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136. Να λύσετε τις ανισώσεις :

ι) 
[image: image595.wmf]1
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v) 
[image: image599.wmf]0
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[image: image600.wmf](
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[image: image602.wmf](
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[image: image605.wmf](
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137. Με την προϋπόθεση ότι ορίζονται οι παραστάσεις, να βρείτε

τους x, y, z όταν:
ι) 
[image: image607.wmf]0
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[image: image608.wmf]z
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[image: image609.wmf]3
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138. ι) Να υπολογίσετε τις παραστάσεις : (4 – 
[image: image611.wmf]2

)2  και  (
[image: image612.wmf]3

 +1)2    

ιι) Να απλοποιήσετε την παράσταση : Α = 
[image: image613.wmf]2
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