ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 6.1: Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
ΘΕΩΡΙΑ

1. Συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β λέγεται μία διαδικασία (κανόνας), με την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται 
σε ένα ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β.

2. Οι συναρτήσεις παριστάνονται συνήθως με τα μικρά γράμματα f , g , h κτλ. του Λατινικού αλφαβήτου .

3. Αν θεωρήσουμε μια συνάρτηση f από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β, τότε:

· Το σύνολο Α λέγεται πεδίο ορισμού ή σύνολο ορισμού της f 
(το σύνολο Β λέγεται σύνολο αφίξεως) .

· Αν με τη συνάρτηση f , το x
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Α αντιστοιχίζεται στο y
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Β τότε γράφουμε:

x
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y  ή  x
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f (x) δηλαδή y = f (x) και διαβάζουμε «y ίσον f του x».

· Η ισότητα y = f (x) λέγεται τύπος της f .

· To  y ή το f (x) λέγεται τιμή της f στο x .

· Το x , που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α , λέγεται ανεξάρτητη μεταβλητή ενώ το y, που παριστάνει την τιμή της συνάρτησης στο x, ονομάζεται εξαρτημένη μεταβλητή.

· Το σύνολο που έχει ως στοιχεία του τις τιμές της f  για όλα τα x
[image: image5.wmf]Î

Α λέγεται σύνολο τιμών της f και συμβολίζεται με f (A).

· Η παραπάνω συνάρτηση συμβολίζεται ως εξής: f:Α
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Β

x
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f (x)

4. Μία διαδικασία από το σύνολο Α στο σύνολο Β θα παριστάνει συνάρτηση όταν:

ι) όλα τα στοιχεία του Α αντιστοιχίζονται σε στοιχεία του Β 
(όχι αναγκαστικά σε όλα τα στοιχεία του Β).

ιι) δεν θα υπάρχει στοιχείο του Α που να αντιστοιχίζεται 
σε περισσότερα από ένα στοιχεία του Β.

5. Συντομογραφία συνάρτησης

Για να οριστεί μία συνάρτηση f πρέπει να δοθούν τρία στοιχεία:

ι) Το πεδίο ορισμού της Α
ιι) Το σύνολο Β

ιιι) Το f (x) για κάθε x
[image: image8.wmf]Î

Α

6. Η συνάρτηση f : Α
[image: image9.wmf]®

Β λέγεται πραγματική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής όταν ισχύει Α
[image: image10.wmf]Í

R και Β
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R.

Με το Β
[image: image12.wmf]Í

R δηλώνουμε ότι η συνάρτηση είναι πραγματική, δηλαδή παίρνει πραγματικές τιμές , με άλλα λόγια το f (x)
[image: image13.wmf]Î

R.

Με το Α
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R δηλώνουμε ότι οι τιμές της μεταβλητής x είναι πραγματικοί αριθμοί , δηλαδή x
[image: image15.wmf]Î

R .

7. Οι συναρτήσεις με τις οποίες θα ασχοληθούμε θα είναι πραγματικές συναρτήσεις πραγματικής μεταβλητής.

Θα αναφερόμαστε σ’ αυτές μόνο με τον τύπο τους f (x).

Σε μια τέτοια περίπτωση θα θεωρούμε ότι:

ι) Το πεδίο ορισμού Α της f είναι «ευρύτερο» υποσύνολο του R 
στο οποίο το f (x) έχει νόημα.

Δηλαδή f (x)
[image: image16.wmf]Î

R  ή  Α = {x
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R / f (x)
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R}
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R
ιι) Το σύνολο Β είναι ολόκληρο το σύνολο R των πραγματικών αριθμών.

8. Πίνακας με πεδία ορισμού
	Συνάρτηση
	Περιορισμός
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9. Παρατηρήσεις
ι) Όταν η συνάρτηση δίνεται μόνο με τον τύπο της f (x) , τότε το πεδίο ορισμού της θα το βρίσκουμε με την απαίτηση το f (x)
[image: image26.wmf]Î

R .

ιι) Αν και , γενικά , χρησιμοποιούμε το γράμμα f για το συμβολισμό 
μιας συνάρτησης και το γράμμα x για το συμβολισμό του τυχαίου στοιχείου 
του πεδίου ορισμού της, ωστόσο μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 
και άλλα γράμματα.

π.χ. Οι f (x) = x2 – 7x + 8 , f (t) = t2 – 7t + 8 και g (s) = s2 – 7s + 8 ορίζουν την ίδια συνάρτηση, επομένως το x στον τύπο μιας συνάρτησης παίζει το ρόλο μιας «άδειας θέσης».

ιιι) Πολλές φορές απλοποιούμε τις εκφράσεις μας που σχετίζονται 

με συναρτήσεις: 

Αντί να λέμε «η συνάρτηση s(t) = 
[image: image27.wmf]2

1

gt2» λέμε «η συνάρτηση s = 
[image: image28.wmf]2

1

gt2», δηλαδή γράφουμε s υπονοώντας το s(t).
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Α ΟΜΑΔΑ: 1, 2
10. Να βρείτε τo πεδίo ορισμού των συναρτήσεων:

ι) f (x) = 
[image: image29.wmf]x
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ιι) f (x) = 
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ιιι) 
[image: image31.wmf]x

3

1

-


ιv) f (x) = 
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v) f (x) = (
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11. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = 2x2 – 7x + 13


β) h(x) = 
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γ) g(x) = 
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Απάντηση: α) Α = R   β) Α = R – {1, -4}  γ) Α = R – {1, -4, 3}
12. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = 
[image: image36.wmf]1
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β)  g(x) = 
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γ) h(x) = 
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Απάντηση: α) Α = R – {3, -2}  β) Α = R  γ) Α = R – {1, -1}

13.  Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = 
[image: image39.wmf]42
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β) g(x) = 
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γ) h(x) = 
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Απάντηση: α) Α = R – {2, -2}   β) Α = R – {3, -3}  γ) Α = R – {1, -2}

14. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) g(x) = 
[image: image42.wmf]2
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β) f(x) = 
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γ) h(x) = 
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δ) φ(x) = 
[image: image45.wmf]2
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ε) s(x) = 
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Απάντηση: α) Α = [-2,2]  β) Α = R  γ) Α = 
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15. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = 
[image: image50.wmf]2
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β) g(x) = 
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γ) h(x) = 
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δ) φ(x) = 
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Απάντηση: α) Α = 
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  β) Α = [-4,2]

    γ) Α = 
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16. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = 
[image: image57.wmf]5
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β) g(x) = 
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γ) h(x) = 
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Απάντηση: α) Α = 
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17. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:

α) f(x) = 
[image: image63.wmf](
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β) g(x) = 
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γ) h(x) = 
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δ) φ(x) = 
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Απάντηση: α) Α = 
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    γ) Α = 
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18. Να βρείτε τo πεδίo ορισμού των συναρτήσεων:

ι) f (x) = 
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ιι) f (x) = 
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19. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 
[image: image75.wmf]2
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ι) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της .

ιι) Να γράψετε τον τύπο f (x)  με πιο απλή μορφή .

ιιι) Να λύσετε την εξίσωση f (x) = 0 .

ΤΙΜΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
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Α ΟΜΑΔΑ: 3

20. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 – 3x – 4

α) Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της f;

β) Να βρείτε τις τιμές:

ι) f(-1)

ιι) f(0)

ιιι) f(4)

ιν) f(5)

γ) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = -6
21. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image76.wmf]2
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α) Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της f;

β) Να βρείτε τις τιμές:

ι) f(6)

ιι) f(11)

ιιι) f
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ιν) f(1)
22. Δίνεται η συνάρτηση: 
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α) Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της f;

β) Να βρείτε τις τιμές:

ι) f(-3)

ιι) f
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ιιι) f(-1)
ιν) f(0)
ν) f
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νι) f
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γ) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 3
23. Δίνεται η συνάρτηση: 
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α) Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της f;

β) Να βρείτε τις τιμές:

ι) f(-4)

ιι) f(-2)

ιιι) f
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ιν) f(1)

ν) f(3)
νι) f
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νιι) f(f(0))

νιιι) f(f(-3))

ιx) f(f(6))






       2x + 1 , αν  x
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24. Δίνεται η συνάρτηση f (x)= 

        – 2 ,     αν  x
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Να βρείτε τα  f (0) , f (
[image: image87.wmf]2

1

) , f (–  
[image: image88.wmf]2

1

) , f (2) , f (– 2)  και  f (
[image: image89.wmf]3

1

) 






             αx + 1 , αν 
[image: image90.wmf]1

<

x


25. Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο f(x) = 


 

               β – x2 , αν 
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      και α , β 
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Αφού βρείτε τις τιμές των α , β ώστε 
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να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης Α = 
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 6.2: ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
ΘΕΩΡΙΑ

26. Πάνω σε ένα επίπεδο , ένα ζεύγος κάθετων αξόνων x΄x και y΄y με κοινή αρχή ένα σημείο Ο , με τη βοήθεια του οποίου σε κάθε διατεταγμένο ζεύγος αριθμών  (α , β) αντιστοιχούμε ένα σημείο Μ του επιπέδου και αντιστρόφως, το λέμε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων.
Το επίπεδο στο οποίο ορίστηκε το σύστημα αυτό το λέμε καρτεσιανό επίπεδο.

27. Ο (οριζόντιος) άξονας x΄x λέγεται άξονας των τετμημένων, 
ενώ ο (κάθετος) άξονας y΄y λέγεται άξονας των τεταγμένων.

28. Όταν οι μονάδες των αξόνων έχουν το ίδιο μήκος, το καρτεσιανό σύστημα λέγεται ορθοκανονικό.

29. Όταν στο διατεταγμένο ζεύγος των αριθμών (α , β) αντιστοιχεί 
το σημείο Μ , γράφουμε Μ(α , β).

30. Αν Μ(α , β) ένα σημείο του καρτεσιανού επιπέδου , τότε το α λέγεται τετμημένη του σημείου Μ και παριστάνεται με σημείο του άξονα x΄x, 
ενώ το β λέγεται τεταγμένη του σημείου Μ και παριστάνεται με σημείο 
του άξονα y΄y.

Τα α , β λέγονται συντεταγμένες του σημείου Μ.

31. Παρατήρηση
· Αν Μ(α , 0) , δηλαδή y = 0 , τότε το Μ είναι σημείο του άξονα x΄x .

· Αν Μ(0 , β) , δηλαδή x = 0 , τότε το Μ είναι σημείο του άξονα y΄y .

32. Παρατήρηση
Οι άξονες x΄x και y΄y χωρίζουν το επίπεδο σε 4 τεταρτημόρια, το 1ο, το 2ο, 

το 3ο και το 4ο.

   y



  2ο

1ο

                               Ο                 

        x΄                                                   x
 

  3ο

4ο

y΄
Αν το σημείο Μ (α , β) είναι σημείο:

· του 1ου τεταρτημορίου τότε α > 0 και β > 0  

· του 2ου τεταρτημορίου τότε α < 0 και β > 0

· του 3ου τεταρτημορίου τότε  α < 0 και β < 0

· του 4ου τεταρτημορίου τότε α > 0 και β < 0

και αντίστροφα.

33. Δύο σημεία Μ(α , β) και Μ΄(α΄ , β΄) του καρτεσιανού επιπέδου είναι:

ι) συμμετρικά ως προς τον άξονα x΄x, μόνο όταν έχουν την ίδια τετμημένη και αντίθετες τεταγμένες , δηλαδή αν ισχύει: α΄= α και β΄= – β .

      y

                                          

                                                 ●Μ(α , β)

                    x΄                                        x

                                          ●Μ΄(α , – β)

                                   y΄

ιι) συμμετρικά ως προς τον άξονα y΄y, μόνο όταν έχουν την ίδια τεταγμένη και αντίθετες τετμημένες , δηλαδή αν ισχύει: α΄= – α και β΄= β .

                                          y

                                          

                 Μ΄(– α , β)●              ●Μ(α , β)

                    x΄                                        x

                                   y΄
ιιι) συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων , όταν έχουν αντίθετες τετμημένες και αντίθετες τεταγμένες (δηλαδή αντίθετες συντεταγμένες) , δηλαδή αν ισχύει: α΄ = – α και β΄ = – β .

                                         y

                                                   ●Μ(α , β)

                    x΄                                        x

        Μ΄(– α , – β)●

        y΄

ιv) συμμετρικά ως προς τη διχοτόμο της 1ης και της 3ης γωνίας 
των αξόνων, μόνο όταν η τετμημένη του καθενός σημείου ισούται
με την τεταγμένη του άλλου , δηλαδή αν ισχύει: α΄ = β και β΄ = α .





       y







                                                    

    Μ΄ (β , α)


           Μ(α , β)

 x΄                                                                                    x

                    y΄
34. Απόσταση σημείων
Αν Α (x1 , y1) και Β (x2 , y2) είναι σημεία του καρτεσιανού επιπέδου τότε 
η απόστασή τους δίνεται από τον τύπο:

(ΑΒ) = 
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35. Γραφική παράσταση συνάρτησης
Έστω μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού ένα υποσύνολο Α του R .

Στο καρτεσιανό επίπεδο Οxy , το σύνολο των σημείων Μ (x , f(x)) 

(ή Μ (x , y) όπου y = f(x)) για όλα τα x
[image: image97.wmf]Î

Α το λέμε γραφική παράσταση της f .

36. Ένα σημείο Μ (α , β) του επιπέδου των αξόνων θα ανήκει στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f αν ισχύει: β = f(α)

37. Η ισότητα y = f(x) λέγεται εξίσωση της γραφικής παράστασης 
της συνάρτησης f και επαληθεύεται μόνο για τα ζεύγη (x , y) , 
που είναι συντεταγμένες των σημείων της γραφικής παράστασης.

38. Παρατήρηση SOS
α) Επειδή κάθε x του πεδίου ορισμού της συνάρτησης f αντιστοιχίζεται  
σε ένα f(x)
[image: image98.wmf]Î

R, δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης της f 
με την ίδια τετμημένη .

Αυτό σημαίνει ότι κάθε ευθεία παράλληλη στον άξονα y΄y τέμνει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f το πολύ σε ένα σημείο.
 Έτσι π.χ. ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση της συνάρτησης.

β) Η προβολή της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f 
πάνω στον άξονα x΄x μας δίνει το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f .

γ) Η προβολή της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f 
πάνω στον άξονα y΄y μας δίνει το σύνολο τιμών της συνάρτησης f .
39. Παρατηρήσεις
· Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f συμβολίζεται με Cf .

· Έστω y = f(x) η εξίσωση της γραφικής παράστασης της f , τότε:
Παρατήρηση: Βρίσκουμε πρώτα το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων.

ι) Η λύση της εξίσωσης f(x)=0 δίνει τα κοινά σημεία της Cf  με τον άξονα x΄x 

(δηλαδή για y = 0 από την εξίσωση y = f(x) βρίσκουμε τα κοινά σημεία της Cf  με τον x΄x).
ιι) Η λύση της εξίσωσης f(0) = y δίνει τα κοινά σημεία της Cf  με τον y΄y (δηλαδή για x = 0 από την εξίσωση y = f(x) βρίσκουμε τα κοινά σημεία της Cf με τον y΄y) . 

ιιι) Η λύση της ανίσωσης f(x) > 0 δίνει το διάστημα ή τα διαστήματα για το x, ώστε η Cf  να βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x .

ιv) Η λύση της ανίσωσης f(x)< 0 δίνει το διάστημα ή τα διαστήματα για το x, ώστε η Cf  να βρίσκεται κάτω από τον άξονα x΄x .

v) Αν f , g συναρτήσεις με πεδία ορισμού Α1 , Α2 αντίστοιχα , η λύση 
(ή οι λύσεις) της εξίσωσης f(x) = g(x) (στο σύνολο Α1
[image: image99.wmf]I

Α2) μας δίνει 
την τετμημένη (ή τις τετμημένες) του σημείου (ή των σημείων τομής) 
των Cf  και Cg . 
νι) Αν f , g συναρτήσεις με πεδία ορισμού Α1 , Α2 αντίστοιχα , η λύση 
της ανίσωσης f(x) > g(x) (στο σύνολο Α1
[image: image100.wmf]I

Α2) μας δίνει τα διαστήματα 

στα οποία η Cf βρίσκεται πάνω από την Cg .
νιι) Αν f , g συναρτήσεις με πεδία ορισμού Α1 , Α2 αντίστοιχα , η λύση 
της ανίσωσης f(x) < g(x) (στο σύνολο Α1
[image: image101.wmf]I

Α2) μας δίνει τα διαστήματα 

στα οποία η Cf βρίσκεται κάτω από την Cg .
ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ / ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΑ ΣΗΜΕΙΑ
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Α ΟΜΑΔΑ: 1, 3
40. Να βρείτε το συμμετρικό του σημείου Α (– 2 , – 1):

ι) ως προς τον άξονα  x΄x





ιι) ως προς τον άξονα  y΄y

ιιι) ως προς την αρχή Ο των αξόνων



ιv) ως προς τη διχοτόμο της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων

41. Αν τα σημεία Α (1 , 2x + 1) και Β (– 1 , 3) είναι συμμετρικά 
ως προς τον άξονα  y΄y, να βρείτε το x.
42. Δίνεται το σημείο Μ(2α+6, α+5). 

Να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ, αν αυτό είναι σημείο:

α) του άξονα x΄x
β) του άξονα y΄y
43. Να βρείτε για ποιες τιμές του α
[image: image102.wmf]Î

R:

α) το σημείο Α(α+2, 3–α) ανήκει στο 1ο τεταρτημόριο

β) το σημείο Β(3α–9 , 8+2α) ανήκει στο 2ο τεταρτημόριο

γ) το σημείο Γ(
[image: image103.wmf]3

a

-

, 1–α) ανήκει στο 3ο τεταρτημόριο

δ) το σημείο Δ(
[image: image104.wmf]213

a

--

, 
[image: image105.wmf]15

a

--

) ανήκει στο 4ο τεταρτημόριο

44. Δίνονται τα σημεία:

Α(2x – 7, 3 – y)   και  Β(-5,1)

Να βρείτε τα x,y
[image: image106.wmf]Î

R, ώστε τα σημεία Α και Β να είναι συμμετρικά ως προς:

α) τον άξονα x΄x
β) τον άξονα y΄y
γ) την αρχή των αξόνων

δ) τη διχοτόμο της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων

45. Δίνονται τα σημεία:

Α(
[image: image107.wmf]x

– 2, 
[image: image108.wmf]12

y

-

 – 7)   και  Β(2,4)

Να βρείτε τα x,y
[image: image109.wmf]Î

R, ώστε τα σημεία Α και Β να είναι συμμετρικά ως προς:

α) τον άξονα x΄x
β) τον άξονα y΄y
γ) την αρχή των αξόνων

δ) τη διχοτόμο της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων
ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΣΗΜΕΙΩΝ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 157 – 158 

Α ΟΜΑΔΑ: 4, 5, 6
46. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α(– 2,2), Β(–2,–3) και Γ(1,1) 
αποτελούν κορυφές ισοσκελούς τριγώνου.

47. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α(–5,3), Β(–1,–2) και Γ(4, 2) 
αποτελούν κορυφές ισοσκελούς ορθογώνιου τριγώνου.

48. Να βρείτε την τιμή του x ώστε τα σημεία  Α(3,–2) και  Β(5,x) να απέχουν μεταξύ τους απόσταση 
[image: image110.wmf]20

.

49. Η απόσταση του σημείου Β από το Α(–1 ,3) είναι 
[image: image111.wmf]5

 . 
Να βρείτε τις συντεταγμένες του Β αν η τεταγμένη του είναι διπλάσια 
από την τετμημένη του.

50. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία Α(2,1), Β(0,3), 
Γ(–1,2), Δ(1,0) είναι ορθογώνιο.
ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
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Α ΟΜΑΔΑ: 7, 8, 9, 10

51. Δίνεται το σημείο Μ(-3,2). Για καθεμία από τις παρακάτω συναρτήσεις 

να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να εξετάσετε αν το σημείο Μ ανήκει 

στη γραφική της παράσταση.

α) f(x) = 
[image: image112.wmf]7
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β) f(x) = 
[image: image113.wmf]57
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γ) f(x) = 
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δ) f(x) = 
[image: image115.wmf]921
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52. Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των παρακάτω συναρτήσεων με τους άξονες:

α) f(x) = 3x – 12 




β) f(x) = x2 – 3x – 4
γ) f(x) = 
[image: image116.wmf]6
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x

+







δ) f(x) = 2x2 – 5x 

ε) g(x) = x2 – 9 




στ) g(x) = 
[image: image117.wmf]2

x

-


ζ) h(x) = 
[image: image118.wmf]257

x

--






η) h(x) = x2 + 4
53. Το σημείο Α(4,-3), ανήκει στη γραφική παράσταση της f(x) = 
[image: image119.wmf]1

x

a

-+

.

Να βρείτε:

α) τον αριθμό α

β) τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες.

54. Το σημείο Μ(-3,-5), ανήκει στη γραφική παράσταση της f(x)=x2 +λx - 8.

Να βρείτε:

α) τον αριθμό λ

β) τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με τους άξονες.

55. Δίνεται η συνάρτηση: 
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της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από τα σημεία Α(-3,5) 

και Β(5,10).

α) Να βρείτε τις τιμές των α και β

β) Να βρείτε τα σημεία τομής της Cf με τους άξονες.

γ) Αν είναι Μ(2,f(2))  και Ν(-1, f(-1)), να βρείτε την απόσταση (ΜΝ)
56. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image121.wmf]25

x

--

. Να βρείτε:

α) το πεδίο ορισμού της f
β) τα σημεία τομής της Cf με τους άξονες

γ) τα διαστήματα στα οποία η Cf βρίσκεται: 

ι) πάνω από τον άξονα x΄x
ιι) κάτω από τον άξονα x΄x
57. Σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις, να βρείτε τα διαστήματα 

του x, στα οποία η γραφική παράσταση της f βρίσκεται 
πάνω από τη γραφική παράσταση της g:

α) f(x) = x2 + 4x – 6 


και 
g(x) = 2x – 3 
β) f(x) = –x2 + 4x + 8 



και 
g(x) = x2 – 3x + 4

Απάντηση: α) 
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)

(

)

,31,

x

Î-¥-+¥

U

   β) 
[image: image123.wmf]1

,4

2

x

æö

Î-

ç÷

èø

 

58. Δίνονται οι συναρτήσεις:
f(x) = x2 – 5x + 6

και

g(x) = –x2 – 2x + 15

Να βρείτε τα διαστήματα του x, στα οποία:

α) η Cf δεν βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x
β) η Cg δεν βρίσκεται κάτω από τον άξονα x΄x
γ) η Cf δεν βρίσκεται κάτω από τη Cg
Απάντηση: α) 
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59. Δίνονται οι συναρτήσεις:

f(x) = x2 – λx + 2
και

g(x) = μx2 + x + 8

Η Cf τέμνει τον άξονα x΄x σε σημείο με τετμημένη 2, ενώ η Cg διέρχεται 

από το σημείο Κ(-2,2). Να βρείτε:

α) τους αριθμούς λ , μ

β) τα κοινά σημεία των Cf και Cg
γ) τα διαστήματα στα οποία η Cf βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x
Απάντηση: α) λ = 3 , μ = -1   β) Α(-1,6) , Β(3,2)   γ) 
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60. Δίνεται η συνάρτηση: 
f(x) = x3 + αx2 – 4x + α + 5
της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο Μ(-1,6).

Να βρείτε:

α) την τιμή του α
[image: image128.wmf]Î

R
β) τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f(x) 
και g(x) = -2x + 4
γ) τα διαστήματα στα οποία η Cf βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x
Απάντηση: α) -1   β) Α(0,4) , Β(-1,6) , Γ(2,0)   γ) 
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 6.3: 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ f(x)= αx + β
ΘΕΩΡΙΑ
61. Γωνία ευθείας με τον άξονα x΄x
Έστω Οxy ένα σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων και μία ευθεία ε 
του συστήματος αυτού.

ι) Αν η ευθεία ε τέμνει τον άξονα των x σε ένα σημείο Α , τότε τη γωνία ω που διαγράφει η ημιευθεία Αx όταν στραφεί γύρω από το Α κατά τη θετική φορά μέχρι να συμπέσει με την ευθεία ε θα τη λέμε : «γωνία που σχηματίζει η ε με τον άξονα των x».

Είναι φανερό ότι 0ο < ω < 180ο



                y





             ε







  +



    x΄       Α        ω                                    x



                  Ο

                                              y΄
ιι) Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη στον άξονα x΄x , τότε ως γωνία ω 
που σχηματίζει η ε με τον άξονα των x θα θεωρούμε τη γωνία ω = 0ο .

Ως συντελεστή διεύθυνσης ή ως κλίση μιας ευθείας ε ορίζουμε την εφαπτομένη της γωνίας ω που σχηματίζει η ε με τον άξονα x΄x.
Δηλαδή εφω = α.
Ο αριθμός α λέγεται συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας  ε 
διότι καθορίζει πλήρως τη διεύθυνση της ευθείας αυτής και συμβολίζεται 

με λε ή απλά με λ.
Στην περίπτωση που η γωνία ω είναι ίση με 90ο, δηλαδή όταν η ευθεία ε 

είναι κάθετη στον άξονα x΄x (ή παράλληλη στον y΄y) δεν ορίζουμε συντελεστή διεύθυνσης για την ευθεία ε.
62. Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = αx + β
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = αx + β είναι μια ευθεία 
με εξίσωση y = αx + β , η οποία:

ι) τέμνει τον άξονα των y στο σημείο Β(0 , β)

ιι) τέμνει τον άξονα των x στο σημείο Α(
[image: image130.wmf]a
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 , 0) με α 
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ιιι) σχηματίζει με τον άξονα των x γωνία ω για την οποία ισχύει εφω = α .

Είναι φανερό ότι : 

· Αν α > 0 , τότε 0ο < ω < 90ο
· Αν α < 0 , τότε 90ο < ω < 180ο
· Αν α = 0 , τότε ω = 0ο 
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Ο αριθμός α λέγεται συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας  y = αx + β, διότι καθορίζει πλήρως τη διεύθυνση της ευθείας αυτής και συμβολίζεται 

με λε ή απλά με λ.
63. Η ευθεία y = β
Αν α = 0 τότε η συνάρτηση f (x) = αx + β παίρνει τη μορφή f (x) = β 
για κάθε x
[image: image132.wmf]Î

R και λέγεται σταθερή συνάρτηση και παριστάνει μία ευθεία που διέρχεται από το σημείο Β(0 , β) και είναι παράλληλη στον άξονα των x.

64. Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας όταν γνωρίζουμε δύο σημεία της.
Αν Α(x1 , y1) και Β(x2 , y2) , με x1
[image: image133.wmf]¹

x2, είναι δύο σημεία της ευθείας ε, 

με εξίσωση y = αx + β, τότε ισχύει:
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65. Η ευθεία y = αx
Αν β = 0 τότε η f (x) = αx + β παίρνει τη μορφή f (x) = αx, 
οπότε η γραφική της παράσταση , που είναι η ευθεία y = αx, 
περνάει από την αρχή των αξόνων. 

Αν επιπλέον:

· α = 1  , τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = x, 
που είναι η ευθεία y = x είναι η διχοτόμος των γωνιών x
[image: image135.wmf]O
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y και x΄
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των αξόνων. 

· (δηλαδή της 1ης και της 3ης γωνίας των αξόνων) 

· α = – 1   , τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = – x ,
που είναι η ευθεία y = – x είναι η διχοτόμος των γωνιών y
[image: image137.wmf]O

ˆ

x΄ και y΄
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x των αξόνων . 

(δηλαδή της 2ης και της 4ης γωνίας των αξόνων)

66. Προσοχή
Η ευθεία x = κ , δεν είναι γραφική παράσταση συνάρτησης, αφού ο αριθμός 

x = κ αντιστοιχίζεται σε κάθε πραγματικό αριθμό y.

Επίσης δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας x = κ .

67. Ευθείες παράλληλες 
Έστω δύο διακεκριμένες ευθείες ε1 και ε2 με εξισώσεις: y = α1 x + β1  
και  y = α2 x + β2 , αντίστοιχα.

Τότε ισχύουν : ε1 // ε2 
[image: image139.wmf]Û

α1 = α2
Δηλαδή:

Δύο διακεκριμένες ευθείες είναι παράλληλες μόνο όταν 
οι συντελεστές διεύθυνσης αυτών είναι ίσοι.
68. Ευθείες κάθετες
Έστω δύο ευθείες ε1 και ε2 με εξισώσεις : y = α1 x + β1  και  y = α2 x + β2 , αντίστοιχα.

Τότε ισχύουν : ε1 
[image: image140.wmf]^

 ε2 
[image: image141.wmf]Û

α1 ∙ α2 = – 1

Δηλαδή:

Δύο ευθείες  y = α1 x + β1  και  y = α2 x + β2  είναι κάθετες 
μόνο όταν ισχύει α1 ∙ α2 = – 1.

69. Παρατηρήσεις
ι) Για να κάνουμε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = αx + β, επειδή παριστάνει την ευθεία με εξίσωση y = αx + β , είναι αρκετό 
να βρούμε δύο σημεία της στο σύστημα αξόνων Οxy .

ιι) Για να κάνουμε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = αx , 
επειδή παριστάνει την ευθεία που περνάει από την αρχή των αξόνων 
με εξίσωση y = αx , αρκεί  η εύρεση ενός μόνο σημείου , 
αφού ως γνωστό το άλλο σημείο από το οποίο περνάει η ευθεία αυτή 
είναι η αρχή των αξόνων (δηλαδή το σημείο Ο(0 , 0)) . 

ιιι) Όταν η εξίσωση της ευθείας θα είναι της μορφής αx + βy = γ , 
για να βρούμε το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας αυτής , 
αρκεί να λύσουμε την παραπάνω εξίσωση ως προς y.

Δηλαδή:

αx + βy = γ 
[image: image142.wmf]Û

 βy = – αx + γ 
[image: image143.wmf]Û

 y = 
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 , 

άρα ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας αx + βy = γ είναι λ = 
[image: image145.wmf]b

a

-


ιv) Η εξίσωση y = 0 παριστάνει τον άξονα x΄x , ενώ η εξίσωση x = 0 παριστάνει τον άξονα y΄y .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Η ΓΩΝΙΑ  ΠΟΥ ΣΧΗΜΑΤΙΖΕΙ Η ΕΥΘΕΙΑ y = αx+β 

ΜΕ ΤΟΝ ΑΞΟΝΑ x΄x 
 &

 ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΔΙΕΥΘΥΝΣΗΣ ΤΗΣ ΕΥΘΕΙΑΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 164 – 167 

Α ΟΜΑΔΑ: 1, 2

70. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει με τον άξονα x΄x η ευθεία:

α) y = x – 3 


β) y = -x + 2

γ) 
[image: image146.wmf]35
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δ) 
[image: image147.wmf]3
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ε) 
[image: image148.wmf]33
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στ) 
[image: image149.wmf]1
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71. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης, καθώς και το είδος της γωνίας 

που σχηματίζουν οι παρακάτω ευθείες με τον άξονα x΄x.
α) y = 3x – 5 


β) y = -4x + 1

γ) y = x + 2

δ) 
[image: image150.wmf]62
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ε) 
[image: image151.wmf]37
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στ) y = -2
72. Να βρείτε την κλίση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία:

α) Α(-2,3) και Β(4,9)


β) Γ(-1,3) και Δ(0,4)

γ) Ε(1,3) και Ζ(1,-1)



δ) Η(2,3) και Θ(-2,3)

ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΗΣ f(x) = αx+β
& 
ΣΗΜΕΙΑ ΤΟΜΗΣ ΤΗΣ ΜΕ ΤΟΥΣ ΑΞΟΝΕΣ

73. Να βρείτε τα σημεία τομής των επόμενων ευθειών με τους άξονες 

και να τις σχεδιάσετε.

α) y= x – 2 

β) y = - x + 3

γ) y = 3x + 5

δ)  
[image: image152.wmf]1
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ε) y = 1


στ) x = -4
74. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων: 

α) f(x) = -2x + 1 , όταν 
[image: image153.wmf]2
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β) 
[image: image154.wmf]1
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 , όταν x>-4

γ) f(x) = x – 3 , όταν 
[image: image155.wmf]25
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δ) 
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75. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  y = 2x + 1 όταν:

ι) x
[image: image158.wmf]Î
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ιι) 0 
[image: image159.wmf]£

 x < 2

76. Να σχεδιάσετε την ευθεία ε: y = 2x + 4 και να βρείτε το εμβαδόν 

του τριγώνου που σχηματίζει με τους άξονες.

77. Η ευθεία ε: y = αx + 2 – 4α  διέρχεται από το σημείο Α(1,-4).

α) Να βρείτε τον αριθμό α.

β) Να βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας ε με τους άξονες.

γ) Να σχεδιάσετε την ευθεία ε.
ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΜΕ ΠΟΛΛΟΥΣ ΚΛΑΔΟΥΣ

 &
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΜΕ ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 164 – 167 

Α ΟΜΑΔΑ: 6, 8 

Β ΟΜΑΔΑ: 3

78. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:
   x – 2 ,
αν  x 
[image: image160.wmf]£

 3

ι) f (x) = 



   4 – x ,
αν  x > 3

  



      1 ,


αν  x 
[image: image161.wmf]£

 – 3

ιι) f (x) =         x + 4 ,

αν  – 3 < x 
[image: image162.wmf]£

 0



     – 2x + 4 ,

αν  x > 0

79. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:

α) 
[image: image163.wmf]()23
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β) 
[image: image164.wmf]()21
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80. Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = x + 
[image: image165.wmf]1
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81. Δίνεται η συνάρτηση: 
[image: image166.wmf]2
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α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f.

β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f.
82. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης:
   λx – 3 ,
αν  x > 2
f (x) = 



   μx – λ  ,
αν  x 
[image: image167.wmf]£

 2

διέρχεται από τα σημεία Α(4,5) και Β(-1,-1).

α) Να βρείτε τους αριθμούς λ και μ.

β) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της f.

ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ & ΚΑΘΕΤΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 164 – 167 

Α ΟΜΑΔΑ: 3ιιι

83. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις ευθείες 
ε: y = – 
[image: image168.wmf]2

1

x + 1 και ζ: y = 2x – 1.

Τι γωνία σχηματίζουν οι δύο ευθείες μεταξύ τους και γιατί;

84. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις ευθείες 
ε: y = 2x + 4 και η: y = 2x – 4. 

Τι θέση έχουν μεταξύ τους οι δύο ευθείες και γιατί;

85. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ οι ευθείες ε και η είναι παράλληλες:

α) ε: 
[image: image169.wmf]1
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   και η: y = (λ+1)x – 3 

β) ε: y = (λ – 2)x – 2010    και η: 
[image: image170.wmf]5
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γ) ε: y = (λ2 + 4λ)x – 7    και η: y = (λ+10)x + 2011
δ) ε: y = λ(2λ+5)x – 3   και η: y = (λ-2)(λ+2)x
ε) ε: 
[image: image171.wmf]21
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   και η: y = x – 5 

στ) ε: 
[image: image172.wmf]32
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   και η: 
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86. Δίνονται οι ευθείες ε: y = (λ3 – 1)x + 4  και ζ: y = 3λ(λ– 1)x – 1, 

οι οποίες είναι παράλληλες.
α) Να βρείτε τον αριθμό λ

β) Να σχεδιάσετε τις ευθείες ε και ζ στο ίδιο σύστημα αξόνων.

87. Δίνονται οι ευθείες ε: y = λ(λ+3)x + 5  και ζ: y = (λ+8)x +2λ+1.

Να βρείτε για ποιες τιμές του λ οι ευθείες ε και ζ:

α) είναι διακεκριμένες και παράλληλες

β) ταυτίζονται
88. Να βρείτε το λ ώστε οι ευθείες: 

y = (1 – λ)2 x + 3
και
y = (1 – λ) x , να είναι παράλληλες.

89. Να βρείτε το λ ώστε οι ευθείες:

 y = 
[image: image174.wmf]3
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 x + 4

και
y = (λ + 1) x – 1 , να είναι κάθετες.

90. Να βρείτε την τιμή του λ ώστε οι ευθείες  
λ x + 2y + 1 = 0  και  x – y + 7 = 0 να είναι:

ι) παράλληλες




ιι) κάθετες

91. Να βρείτε την τιμή του λ ώστε οι ευθείες  
y = λ2x + 2λ  και  3λx + y + 6 = 0 να:

ι) ταυτίζονται




ιι) είναι παράλληλες

92. Να βρείτε το λ ώστε οι ευθείες ε1 : y = 
[image: image175.wmf]x

1

+

l

 και ε2 : y = 2λx – 1 , 
να είναι παράλληλες.

ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΕΥΘΕΙΑΣ ΟΤΑΝ ΓΝΩΡΙΖΟΥΜΕ:

Α) ΤΟ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ΔΙΕΥΘΥΝΣΗΣ ΚΑΙ ΕΝΑ ΣΗΜΕΙΟ ΤΗΣ

Β) ΔΥΟ ΣΗΜΕΙΑ ΤΗΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 164 – 167 

Α ΟΜΑΔΑ: 3, 4, 5

93. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε, η οποία:
α) έχει συντελεστή διεύθυνσης τον αριθμό 2 και διέρχεται από το σημείο 

Α(-3,-5)

β) είναι παράλληλη στην ευθεία ζ: y = -3x + 4 και διέρχεται από το σημείο Β(-2,4)

γ) είναι κάθετη στην  ευθεία η: 
[image: image176.wmf]3

4

x
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 και διέρχεται από το σημείο Γ(2,5)

δ) σχηματίζει με τον άξονα x΄x γωνία 45ο και διέρχεται από το σημείο 

Δ(3,-2)

94. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τα σημεία:

α) Α(-4,0) και Β(0,2)


β) Α(0,-2) και Β(3,-1)

γ) Α(0,3) και Β(2,1)



δ) Α(2,4) και Β(-1,-5)

ε) Α(0,-1) και Β(4,-1)
95. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που τέμνει τον άξονα x΄x 
σε σημείο με τετμημένη 2 και τον άξονα y΄y σε σημείο με τεταγμένη – 4.
96. Δίνονται τα σημεία Α(2,1) και Β(α,2α+7) για τα οποία ισχύει (ΑΒ)=
[image: image177.wmf]25

.

α) Να βρείτε την τιμή του α
[image: image178.wmf]Î

R.

β) Έστω ε η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α και Β. Να βρείτε:

ι) την εξίσωση της ευθείας ε

ιι) τα σημεία τομής της ευθείας ε με τους άξονες.

97. Η ευθεία ε διέρχεται από τα σημεία Α(2,9) και Β(-3,-6). 

Η ευθεία ζ διέρχεται από το σημείο Γ(-7,2) και σχηματίζει γωνία 135ο 

με τον άξονα x΄x.

Να βρείτε:

α) τις εξισώσεις των ευθειών ε και ζ.

β) το σημείο τομής των ευθειών ε και ζ.
***ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 6.4: 
ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ – ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ
ΘΕΩΡΙΑ
98. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = φ(x) + c , με c > 0 
προκύπτει από μία κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης 
της φ κατά c μονάδες προς τα πάνω.

99. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = φ(x) – c , με c > 0 
προκύπτει από μία κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης 
της φ κατά c μονάδες προς τα κάτω.

100. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = φ(x – c) , με c > 0 
προκύπτει από μία οριζόντια μετατόπιση της γραφικής παράστασης 
της φ κατά c μονάδες προς τα δεξιά.

101. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = φ(x + c) , με c > 0 
προκύπτει από μία οριζόντια μετατόπιση της γραφικής παράστασης 
της φ κατά c μονάδες προς τα αριστερά.
102. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = φ(x
[image: image179.wmf]±

c) 
[image: image180.wmf]±

d , με c, d > 0 
Προκύπτει με μια οριζόντια μετατόπιση (δεξιά ή αριστερά) της γραφικής παράστασης της φ κατά c μονάδες και στη συνέχεια με μια κατακόρυφη μετατόπιση (πάνω ή κάτω) κατά d μονάδες.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 173 – 174 

Α ΟΜΑΔΑ: 1, 2, 3
103. Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων να παραστήσετε γραφικά 
τις συναρτήσεις:
φ(x) = 
[image: image181.wmf]x

  ,

f(x) = 
[image: image182.wmf]x

+1  ,

g(x) = 
[image: image183.wmf]x

 - 1 

104. Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων να παραστήσετε γραφικά 
τις συναρτήσεις:

φ(x) = 
[image: image184.wmf]x

  ,

f(x) = 
[image: image185.wmf]3
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  , 

g(x) = 
[image: image186.wmf]3
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105. Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων να παραστήσετε γραφικά 
τις συναρτήσεις:

φ(x) = 
[image: image187.wmf]x

  ,

f(x) = 
[image: image188.wmf]12

x

-+

  , 

g(x) = 
[image: image189.wmf]21
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 173 – 174 

Α ΟΜΑΔΑ: 5

106. Δίνεται η συνάρτηση φ(x) = x2 – 3x + 2. 
Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει από μετατοπίσεις της γραφικής παράστασης της φ:

α) κατά 1 μονάδα προς τα δεξιά

β) κατά 2 μονάδες προς τα κάτω

γ) κατά 3 μονάδες προς τα αριστερά και κατά 1 μονάδα προς τα πάνω

δ) κατά 4 μονάδες προς τα δεξιά και κατά 2 μονάδες προς τα κάτω

107. Δίνεται η συνάρτηση φ(x) = 3x2 – 4x + 5. 
Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει από μετατοπίσεις της γραφικής παράστασης της φ:

α) κατά 2 μονάδες προς τα αριστερά

β) κατά 3 μονάδες προς τα κάτω

γ) διαδοχικά κατά 1 μονάδα προς τα δεξιά και κατά 2 μονάδες προς τα πάνω
δ) διαδοχικά κατά 3 μονάδες προς τα αριστερά και κατά 7 μονάδες 

προς τα κάτω

108. Δίνεται η συνάρτηση φ(x) = x2 + 11x + 13 και έστω f η συνάρτηση 

της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει από δύο διαδοχικές μετατοπίσεις της Cφ κατά 4 μονάδες προς τα δεξιά και κατά 5 μονάδες προς τα πάνω.

Να βρείτε:

α) τον τύπο της συνάρτησης f(x)

β) τα σημεία τομής της Cf με τους άξονες

γ) τα διαστήματα στα οποία η Cf είναι πάνω από τον άξονα x΄x.

Απάντηση: α) f(x) = x2 +3x – 10  β) Α(0,-10), Β(2,0), Γ(-5,0)  
    γ) 
[image: image190.wmf](
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109. Δίνεται η συνάρτηση φ(x) =
[image: image191.wmf]274

x
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 και έστω f η συνάρτηση της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει από δύο διαδοχικές μετατοπίσεις της Cφ
κατά 3 μονάδες προς τα αριστερά και κατά 9 μονάδες προς τα κάτω.

α) Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f(x)
β) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 2

γ) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η Cf  είναι κάτω από τον άξονα x΄x.

Απάντηση: α) 
[image: image192.wmf]()215
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  β) x = 4 ή x = -3  γ) 
[image: image193.wmf](
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110. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image194.wmf]()3
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 και έστω Α και Β τα σημεία της Cf 

με τετμημένες -3 και 5 αντίστοιχα.
α) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β.

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τα σημεία Α και Β.
γ) Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τη Cf και την παραπάνω ευθεία.

δ) Να λύσετε γραφικά την ανίσωση:


[image: image195.wmf]19
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Απάντηση: α) Α(-3,6), Β(5,2)   β) 
[image: image196.wmf]19
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   γ) 
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***ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 6.5: 
ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ – ΑΚΡΟΤΑΤΑ – ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
ΘΕΩΡΙΑ
111. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ 
του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε x1,x2
[image: image198.wmf]Î

Δ με x1<x2 ισχύει:

f(x1)< f(x2)

Για να δηλώσουμε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα 
στο διάστημα Δ γράφουμε f 
[image: image199.wmf]­

Δ
112. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ 
του πεδίου ορισμού της , όταν για οποιαδήποτε x1,x2
[image: image200.wmf]Î

 Δ με x1<x2 ισχύει: f(x1)>f(x2)
Για να δηλώσουμε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα 

στο διάστημα Δ γράφουμε f 
[image: image201.wmf]¯

Δ
113. Μια συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα 

σε ένα διάστημα Δ λέγεται γνησίως μονότονη στο Δ .
114. Μελέτη της f(x)=αx+β
ι) Η συνάρτηση f(x)= αx+β ορίζεται για κάθε x
[image: image202.wmf]Î

R, δηλαδή έχει πεδίο ορισμού Α=R 
ιι) Αν α > 0 , η f είναι γνησίως αύξουσα στο R
Αν α < 0 , η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R
Αν α = 0 , η f είναι σταθερή

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) =αx+β είναι μια ευθεία.

115. Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α παρουσιάζει στο xο
[image: image203.wmf]Î

Α (ολικό) 

ελάχιστο όταν: f(x) 
[image: image204.wmf]³

 f(xo) για κάθε x
[image: image205.wmf]Î

Α
Το xo λέγεται θέση ελαχίστου, ενώ το  f(xo) λέγεται ολικό ελάχιστο 

ή απλώς ελάχιστο της συνάρτησης f και το συμβολίζουμε με minf(x).

116. Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α παρουσιάζει στο xο
[image: image206.wmf]Î

Α (ολικό) 

μέγιστο όταν: f(x) 
[image: image207.wmf]£

 f(xo) για κάθε x
[image: image208.wmf]Î

Α
Το xo λέγεται θέση μεγίστου, ενώ το  f(xo) λέγεται ολικό μέγιστο 

ή απλώς μέγιστο της συνάρτησης f και το συμβολίζουμε με maxf(x).

117. Το (ολικό) μέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο μιας συνάρτησης f λέγονται 
ακρότατα της f .
Μια συνάρτηση ενδέχεται να έχει και μέγιστο και ελάχιστο ή μόνο μέγιστο ή μόνο ελάχιστο ή να μην έχει ούτε μέγιστο ούτε ελάχιστο.

118. Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α θα λέγεται άρτια 
όταν για κάθε x
[image: image209.wmf]Î

Α ισχύει:

ι) – x
[image: image210.wmf]Î

 Α
και
ιι) f(– x) = f(x)

Η γραφική παράσταση μιας άρτιας συνάρτησης έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα y΄y . 

119. Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α θα λέγεται περιττή 
όταν για κάθε x
[image: image211.wmf]Î

Α ισχύει:

ι) – x
[image: image212.wmf]Î

 Α
και
ιι) f(– x) = – f(x)

Η γραφική παράσταση μιας περιττής συνάρτησης έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή Ο(0,0) των αξόνων.
120. ***Μέθοδος για να βρίσκουμε τη μονοτονία μιας συνάρτησης
Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α , και δύο στοιχεία x1 , x2
[image: image213.wmf]Î

A 

με x1 < x2 .

Για να βρούμε τη μονοτονία έχουμε τρεις τρόπους:

ι) Με τον ορισμό:  Δηλαδή αρχίζουμε από τη σχέση x1 < x2 
και προσπαθούμε να «χτίσουμε» τη συνάρτηση καταλήγοντας σε μια από τις σχέσεις:

f(x1) < f(x2) , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο Α ή 

f(x1) > f(x2) , άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α

ιι) Με τη διαφορά: Υπολογίζουμε τη διαφορά Δ = f(x1) – f(x2)
· Αν f(x1) – f(x2) < 0
[image: image214.wmf]Û

 f(x1) < f(x2), η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ
· Αν f(x1) – f(x2) > 0
[image: image215.wmf]Û

 f(x1) > f(x2), η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ
ιιι) Με το λόγο: Υπολογίζουμε το λόγο λ = 
[image: image216.wmf](
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[image: image217.wmf]¹

x2
· Αν λ > 0 τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο Α

· Αν λ < 0 τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α

· Αν λ = 0 τότε η f είναι σταθερή στο Α

121. ***Μέθοδος για να βρίσκουμε τα ακρότατα μιας συνάρτησης
Αρχικά βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f και προσπαθούμε να βρούμε 

τα ακρότατα:

ι) Με τον ορισμό:  Προσπαθούμε να δείξουμε ότι f(x) 
[image: image218.wmf]£

 f(xo) (μέγιστο) 

ή f(x) 
[image: image219.wmf]³

 f(xo) (ελάχιστο) , για κάθε x του πεδίου ορισμού της συνάρτησης, 

στηριζόμενοι στις ανισοτικές σχέσεις που προκύπτουν από τον τύπο 
της συνάρτησης .

ιι) Με τη μονοτονία
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΑΠΛΟΥ ΤΥΠΟΥ
122. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις συναρτήσεις:

α) f(x) = 3x – 2 



β) f(x) 4 – 5x

γ) f(x) = 
[image: image220.wmf]3
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δ) f(x) = 
[image: image221.wmf]73
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Υπόδειξη: 1ος τρόπος: Είναι ευθείες άρα…

  2ος τρόπος: Κατασκευαστικά δηλαδή:

· Θεωρούμε δύο τυχαία σημεία x1, x2
[image: image222.wmf]Î

Δ, με x1 <x2.

· Με κατάλληλες πράξεις κατασκευάζουμε τα f(x1) , f(x2)
Αν f(x1) < f(x2), η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ
Αν f(x1) > f(x2), η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ

123. ***Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις συναρτήσεις:

α) 
[image: image223.wmf]()5
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β) 
[image: image224.wmf]()42
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γ) 
[image: image225.wmf]()43
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δ) 
[image: image226.wmf]()12
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ε) 
[image: image227.wmf](
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στ) 
[image: image228.wmf](
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Υπόδειξη: Κατασκευαστικά δηλαδή:
· Θεωρούμε δύο τυχαία σημεία x1, x2
[image: image229.wmf]Î

Δ, με x1 <x2.

· Με κατάλληλες πράξεις κατασκευάζουμε τα f(x1) , f(x2)
Αν f(x1) < f(x2), η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ
Αν f(x1) > f(x2), η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ

124. ***Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία στο διάστημα Δ τις συναρτήσεις:

α) f(x) = x2 +6x – 2 στο Δ = 
[image: image230.wmf](
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β)  f(x) = x2 – 4x – 3 στο Δ = 
[image: image231.wmf](
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γ) f(x) = –2x2 + 12x – 5 στο Δ = 
[image: image232.wmf](
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δ) f(x) = 3 – x(x+8)  στο Δ = 
[image: image233.wmf](
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Υπόδειξη: Θεωρούμε δύο τυχαία σημεία x1, x2
[image: image234.wmf]Î

Δ, με x1 <x2, 
και στη συνέχεια βρίσκουμε το πρόσημο της διαφοράς f(x1) – f(x2)

· Αν f(x1) – f(x2) < 0
[image: image235.wmf]Û

 f(x1) < f(x2), η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ
· Αν f(x1) – f(x2) > 0
[image: image236.wmf]Û

 f(x1) > f(x2), η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ
ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ f(x) = αx+β

125. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ, η συνάρτηση:

α) f(x) = (2λ – 8)x + 3  είναι γνησίως αύξουσα

β) f(x) = (6 – 3λ)x – 5  είναι γνησίως φθίνουσα
126. Να βρείτε για ποιες τιμές του λ, η συνάρτηση f(x)= 
[image: image237.wmf](
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 είναι:

α) γνησίως αύξουσα

β) γνησίως φθίνουσα

γ) σταθερή

127. Να βρείτε για ποιες τιμές του α
[image: image238.wmf]Î

R:

α) η συνάρτηση f(x)= (α2 + 2α – 3)x – 2011 είναι γνησίως φθίνουσα.

β) η συνάρτηση f(x) = (α2 – α – 12)x + 2012 είναι γνησίως αύξουσα.

128. Να αποδείξετε ότι για κάθε α
[image: image239.wmf]Î

R:
α) η συνάρτηση f(x) = (α2 – 4α + 5)x – 2 είναι γνησίως αύξουσα

β) η συνάρτηση f(x) = (– 2α2 + 6α – 9)x + 3 είναι γνησίως φθίνουσα.

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ σελίδα 183 – 184  

Α ΟΜΑΔΑ: 1

129. Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης f 

που έχει την παρακάτω γραφική παράσταση:

[image: image240.png]



130. Οι συναρτήσεις f, g, h και φ, των οποίων οι γραφικές παραστάσεις φαίνονται στα σχήματα που ακολουθούν, έχουν πεδίο ορισμού το R.

Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων αυτών.

α)

[image: image241.png]



β) 
[image: image242.png]



γ) 

[image: image243.png]



δ)

[image: image244.png]



131. ***Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση 
μιας συνάρτησης f.
[image: image245.png]4





α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f.
β) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0

γ) Να λύσετε τις ανισώσεις:

ι) f(x) > 0 

ιι) f(x) < 2

δ) Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f.

ε) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης f(x)=α 
για τις διάφορες τιμές του α
[image: image246.wmf]Î

R.
ΑΚΡΟΤΑΤΑ  ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ
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Α ΟΜΑΔΑ: 2, 3 

132. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image247.wmf]2
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  παρουσιάζει μέγιστο για x = 1 και ελάχιστο για x = -1.
133. ***Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων:

α) f (x) = 1 – 
[image: image248.wmf]x
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β) f (x) = – 
[image: image249.wmf]x

 + 2

Απάντηση: α) μέγιστο , το f (2) = 1   β) μέγιστο , το f (0) = 2   

134. ***Να βρείτε (αν υπάρχουν) τα ακρότατα των συναρτήσεων:

α) 
[image: image250.wmf](
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β) 
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γ) 
[image: image252.wmf](
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Απάντηση: α) ελάχιστο το 
[image: image253.wmf](
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   β) ελάχιστο το 
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   γ) μέγιστο το 
[image: image255.wmf](
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135. ***Να βρείτε τα ολικά ακρότατα των συναρτήσεων:
α) 
[image: image256.wmf]()312
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β) f(x) = 5 – (x+2)4
136. ***Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων:

α) f(x) = 
[image: image257.wmf]23
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β) f(x) = 
[image: image258.wmf]53
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γ) g(x) = 
[image: image259.wmf]34
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δ) g(x) = 
[image: image260.wmf]652
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137. ***Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων που ακολουθούν:

α) f(x) = 3x2 – 4 



β) f(x) = 1 – x2
γ)  g(x) = -2x4 + 6



δ) g(x) = -7 – 3x6
ε) h(x) = 3(x – 5)2 + 11


στ) h(x) = 5 – 2(x+1)2
138. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση: f(x) = 
[image: image261.wmf]2
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Έχει ελάχιστη τιμή το 1 και μέγιστη τιμή το 3.
139. Να βρείτε τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων:

α) 

[image: image262.png]



β) 

[image: image263.png]



γ)
[image: image264.png]



δ)

[image: image265.png]



ε) 

[image: image266.png]



στ)

[image: image267.png]
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Α ΟΜΑΔΑ: 4, 5

140. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ή περιττές:
α) f(x) = x4 + 2x2



β) f(x) = x3 + 3x

γ) f(x) = 2x5 – 3x3



δ) f(x) = 5x2 – 4
[image: image268.wmf]x


ε) f(x) = 
[image: image269.wmf]xx






στ) f(x) = x – 2 

141. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ή περιττές:

α) f(x) = 
[image: image270.wmf]2
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β) g(x) = 
[image: image271.wmf]3
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γ) h(x) = 
[image: image272.wmf]2
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δ) f(x) = 
[image: image273.wmf]2
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ε) g(x) = 
[image: image274.wmf]3
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στ) h(x) = 
[image: image275.wmf]2
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142. Να εξετάσετε αν οι γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα y΄y ή ως προς την αρχή των αξόνων:
α) f(x) = 
[image: image276.wmf]23
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β) g(x) = 
[image: image277.wmf]3
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γ) h(x) = 
[image: image278.wmf]2
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δ) f(x) = 
[image: image279.wmf]3
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143. Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες 
και ποιες περιττές.

α) 
[image: image280.wmf](
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β) 
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γ) 
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δ) 
[image: image283.wmf]4
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Απάντηση: α) άρτια   β) άρτια   γ) περιττή   δ) άρτια

144. Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες 

και ποιες περιττές.

α) f (x) = – x2 + 3x4



β) f (x) = 
[image: image284.wmf]1
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γ) f (x) =
[image: image285.wmf]5
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δ) f (x) = 
[image: image286.wmf]1
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ε) f (x) = 7x
[image: image287.wmf]x

 + 5x3

Απάντηση: α) άρτια   β) ούτε άρτια ούτε περιττή   γ) περιττή



    δ) ούτε άρτια ούτε περιττή   ε) περιττή 

145. Να εξετάσετε αν είναι άρτια η περιττή η συνάρτηση: 
[image: image288.wmf](
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Απάντηση: περιττή
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Α ΟΜΑΔΑ: 6, 7, 8
146. Να εξετάσετε αν οι επόμενες καμπύλες είναι γραφικές παραστάσεις άρτιας ή περιττής συνάρτησης:
α) 

[image: image289.png]



β) 

[image: image290.png]



γ)
[image: image291.png]



δ)

[image: image292.png]



147. Δίνεται άρτια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού το [-3,3], 

της οποίας τμήμα της γραφικής παράστασης φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

[image: image293.png]



α) Να συμπληρώσετε τη γραφική παράσταση της f.

β) Να γράψετε τα διαστήματα μονοτονίας της f.

γ) Να βρείτε τα ακρότατα της f, καθώς και τις θέσεις τους.
α > 0





α < 0





α = 0
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