ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Πρόοδοι

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 5.1: Ακολουθίες

ΘΕΩΡΙΑ
1. α) Τι λέγεται ακολουθία πραγματικών αριθμών;

β) Πώς συμβολίζεται και πώς διαβάζεται μια ακολουθία;

Απάντηση

α) Ακολουθία πραγματικών αριθμών ή απλούστερα πραγματική ακολουθία 
είναι μια αντιστοίχηση των φυσικών αριθμών 1, 2, 3, ……, ν 
στους πραγματικούς αριθμούς.
β) Μια ακολουθία συμβολίζεται με το γράμμα α και η τιμή της ακολουθίας α στο ν, δηλαδή το α(ν) συμβολίζεται με το αν , που διαβάζεται «α με δείκτη ν» και τότε έχουμε την ακολουθία (αν).

Οι τιμές α1, α2, α3, κ.τ.λ. λέγονται κατά σειρά πρώτος όρος, δεύτερος όρος, τρίτος όρος κ.τ.λ. της ακολουθίας.

Ο όρος αν λέγεται νιοστός ή γενικός όρος της ακολουθίας.

Παρατηρήσεις 

· Μία ακολουθία έχει άπειρους όρους .

· Το πεδίο ορισμού μιας ακολουθίας, δηλαδή το σύνολο των φυσικών αριθμών Ν*, λέγεται σύνολο δεικτών .

· Σε κάθε όρο μιας ακολουθίας συνυπάρχουν η τάξη και η τιμή. 

Αν έχουμε ότι ο 3ος όρος μιας ακολουθίας είναι 5, τότε η τάξη είναι 3 

και η τιμή 5.

2. Πότε μία ακολουθία είναι πλήρως ορισμένη;

Απάντηση

Μία ακολουθία είναι πλήρως ορισμένη όταν μπορούμε να βρούμε οποιονδήποτε όρο της.
3. Με ποιους τρόπους μπορούμε να ορίσουμε μία ακολουθία;

Απάντηση

1ος τρόπος

Αν για μια ακολουθία ξέρουμε το νιοστό (γενικό) όρο αυτής συναρτήσει 
του ν τότε η ακολουθία είναι ορισμένη.

Η ισότητα αυτή χαρακτηρίζεται ως τύπος της ακολουθίας. 

π.χ. 

Δίνεται η ακολουθία με γενικό όρο αν = 3ν + 2

Είναι φανερό ότι από τον παραπάνω τύπο μπορούμε να βρούμε οποιονδήποτε όρο της ακολουθίας.

Δηλαδή για ν = 1 έχουμε α1 = 3 ∙ 1 + 2 
[image: image1.wmf]Þ

 α1 = 5

Για ν = 2 έχουμε α2 = 3 ∙ 2 + 2 
[image: image2.wmf]Þ

 α1 = 8 κ.λ.π.

* 2ος τρόπος

Θεωρούμε την ακολουθία {α1 = 2 , α2 = 2 , αν+2 = αν+1 + αν}

Οι όροι της ακολουθίας είναι : 

α3 = α2 + α1 = 2 + 2 , α4 = α3 + α2 = 4 + 2 = 6 , α5 = α4 + α3 = 6 + 4= 10, 

α6 = α5 + α4 = 10 + 6  = 16 κ.τ.λ. δηλαδή μπορούμε να βρούμε οποιοδήποτε όρο της ακολουθίας.

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ακολουθία (αν) ορίζεται αναδρομικά (αναγωγικά) και η ισότητα αν+2 = αν+1 + αν λέγεται αναδρομικός τύπος ή αναγωγικός τύπος.

Γενικότερα, για να ορίζεται μια ακολουθία αναδρομικά, απαιτείται να γνωρίζουμε: 

ι) Τον αναδρομικό της τύπο και 

ιι) Όσους αρχικούς όρους μας χρειάζονται, ώστε ο αναδρομικός τύπος 

να αρχίσει να δίνει όρους.

Παρατηρήσεις

· Αναδρομικό τύπο μιας ακολουθίας λέμε τη σχέση η οποία συνδέει δύο ή περισσότερους γενικούς όρους της ακολουθίας.

· Όταν για μια ακολουθία (αν) ν
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Ν* δίνεται ο νιοστός όρος αυτής 
π.χ. αν = 8ν – 10 

και ζητείται να οριστεί η ακολουθία αναδρομικά τότε είναι αρκετό 
να βρίσκουμε το α1 και τη σχέση που συνδέει το αν+1 με το αν 
για τις διάφορες τιμές του ν
[image: image4.wmf]Î

Ν*.

(βλέπε παράδειγμα 3 σελίδα 124 σχολικού βιβλίου, άσκηση 3 σελίδα 124 σχολικού βιβλίου)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

4. Να βρεθούν οι πέντε πρώτοι όροι των ακολουθιών:

ι) αν = ν2 + 1




ιι) βν = 
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5. Να βρεθούν οι επτά πρώτοι όροι των ακολουθιών:

ι) αν = 
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ιι) βν = 
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6. * Να βρεθεί αναδρομικά η ακολουθία με γενικό όρο αν = 4ν + 5

Απάντηση: α1 = 9 και αν+1 = αν + 4

7. Να βρεθούν οι όροι α2 , α3 , α4 της ακολουθίας, που ορίζεται από τις σχέσεις:

   α1 = 2

   αν+1 = 4αν – 3 , ν
[image: image8.wmf]Î

Ν*
Απάντηση: 5 , 17 , 65 αντίστοιχα

8. Θεωρούμε την ακολουθία που ορίζεται από τις σχέσεις α1 = 2 , α2 = 3 , 
αν+1 = αν + 2αν-1 για κάθε ν
[image: image9.wmf]Î

Ν*. Να βρεθεί ο όρος α3 .

Απάντηση: 7

9. * Δίνεται η ακολουθία αν = 4ν + 3. Να οριστεί η ακολουθία αυτή και αναδρομικά.

Απάντηση: α1 = 7 και αν+1 = αν + 4

10. Δίνεται η ακολουθία αν , ν
[image: image10.wmf]Î

Ν*. Να βρεθεί ο γενικός όρος της ακολουθίας, αν το άθροισμα των ν πρώτων όρων της είναι Σν = ν2 + 3ν 

Απάντηση: αν = 2ν + 2

11. Δίνεται η ακολουθία αν = 4ν – 5 , ν
[image: image11.wmf]Î

Ν*. 
Να εξεταστεί αν οι αριθμοί – 8, 23, 56 είναι όροι της ακολουθίας. 

Απάντηση: όχι , ναι , όχι αντίστοιχα.
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 5.2: Αριθμητική πρόοδος

ΘΕΩΡΙΑ

12. Πότε μια ακολουθία λέγεται αριθμητική πρόοδος και τι λέγεται διαφορά της προόδου;

Απάντηση 

Μια ακολουθία (αν) λέγεται αριθμητική πρόοδος , αν κάθε όρος της προκύπτει 
από τον προηγούμενό του με πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθμού.

Ο αριθμός αυτός συμβολίζεται με ω και λέγεται διαφορά της προόδου. 

Επομένως , η ακολουθία (αν) είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά ω, 
αν και μόνο αν ισχύει:

αν+1 = αν + ω  ή  αν+1 – αν = ω

13. Ποιος είναι ο τύπος του νιοστού όρου μιας αριθμητικής προόδου; 

Να τον αποδείξετε.

Απάντηση 

Ο νιοστός (ή γενικός) όρος αν μιας αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο α1 
και διαφορά ω δίνεται από τον τύπο:

αν = α1 + (ν – 1)ω

Απόδειξη: βλέπε σελίδα 126 σχολικού βιβλίου

14. ι) Πότε τρεις αριθμοί α , β , γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου; 

Να αποδείξετε την απάντησή σας.

ιι) Πότε ένας αριθμός β λέγεται αριθμητικός μέσος των αριθμών α και γ;

Απάντηση

ι) Τρεις αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου 
αν και μόνο αν ισχύει 

β = 
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Απόδειξη: βλέπε σελίδα 126 σχολικού βιβλίου

ιι) Ο αριθμός β λέγεται αριθμητικός μέσος των α και γ, όταν ισχύει: 
2β = α + γ

15. Ποιος είναι ο τύπος του αθροίσματος των ν πρώτων όρων μιας αριθμητικής προόδου;

Απάντηση

Το άθροισμα των πρώτων ν όρων αριθμητικής προόδου (αν) με διαφορά ω είναι:

Sν = 
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Αν στον παραπάνω τύπο θέσουμε όπου αν = α1 + (ν – 1)ω, τότε έχουμε:

Sν = 
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Παρατήρηση: Ο δεύτερος τύπος χρησιμοποιείται πιο συχνά.

16. Χρήσιμες παρατηρήσεις

ι) Σε μια αριθμητική πρόοδο με ν πρώτους όρους τους αριθμούς 
α1 , α2 , α3, … , αν-1 , αν ισχύει: 
αν + α1 = αν-1 + α2 = αν-2 + α3 = αν-3 + α4 = … , 
δηλαδή το άθροισμα δύο όρων που απέχουν εξίσου από τα άκρα των όρων της αριθμητικής προόδου ισούται με το άθροισμα των άκρων όρων της.

ιι) Σε μια αριθμητική πρόοδο , αν γνωρίζουμε το άθροισμα ορισμένων διαδοχικών όρων και το πλήθος των όρων είναι μικρό και αριθμός περιττός, τότε παριστάνουμε με x το μεσαίο όρο της και με ω τη διαφορά και έχουμε: 

Για τρεις όρους: x – ω , x , x + ω

Για πέντε όρους: x – 2ω , x – ω , x , x + ω , x + 2ω 

Για επτά όρους: x – 3ω , x – 2ω , x – ω , x , x + ω , x + 2ω , x + 3ω

ιιι) Σε μια αριθμητική πρόοδο, αν γνωρίζουμε το άθροισμα ορισμένων διαδοχικών όρων και το πλήθος των όρων είναι μικρό και αριθμός άρτιος, τότε παριστάνουμε τους δύο μεσαίους όρους της με x – ω και x + ω 
και με 2ω τη διαφορά και έχουμε: 

Για τέσσερις όρους: x – 3ω , x – ω , x + ω , x + 3ω

Για έξι όρους: x – 5ω , x – 3ω , x – ω , x + ω , x + 3ω , x + 5ω

ιv) Για να αποδείξουμε ότι τρεις αριθμοί α , β , γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, αρκεί να δείξουμε ότι: 2β = α + γ

17. Ποιο είναι το πρόβλημα της παρεμβολής και ποιος είναι ο τύπος της παρεμβολής;

Απάντηση

Το πρόβλημα της παρεμβολής μας λέει ότι μεταξύ των αριθμών α και β 
να παρεμβληθούν ν άλλοι αριθμοί x1 , x2 , x3 , … , xν , 
ώστε οι αριθμοί α , x1 , x2 , x3 , … , xν , β να είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου.

Εύρεση του τύπου της παρεμβολής

Αν ονομάσουμε ω τη διαφορά της προόδου, τότε θα είναι α1 = α και αν+2 = β και επομένως σύμφωνα με τον τύπο του γενικού όρου της αριθμητικής προόδου αν = α1 + (ν – 1)ω θα έχουμε: 

αν+2 = α1 + (ν + 2 – 1)ω
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β = α + (ν + 1)ω
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β – α = (ν + 1)ω
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Ο παραπάνω τύπος λέγεται τύπος της παρεμβολής.

Οι ζητούμενοι αριθμοί είναι:

x1 = α + 
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Οι αριθμοί x1 , x2 , x3 , … , xν λέγονται αριθμητικοί ενδιάμεσοι των α και β.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

18. Δίνεται μια αριθμητική πρόοδος με α1 = 3 και α2 = 7. 
Να βρείτε τη διαφορά ω της προόδου και τους 5 πρώτους όρους της.

Απάντηση: ω = 4 και 3, 7, 11, 15, 19

19. Δίνεται η αριθμητική πρόοδος 2, 5, 8, ……. Να βρείτε:

α) τον ν-οστό όρο της

β) τον 31ο όρο της

γ) ποιος όρος της είναι ίσος με 140 και ποιος όρος της είναι ίσος με 120.

Απάντηση: α) 3ν – 1   β) 92   γ) 47, δεν υπάρχει

20. Δίνεται μια αριθμητική πρόοδος της οποίας ο 7ος όρος είναι 9, 
ενώ το άθροισμα του 4ου και του 9ου όρου είναι 16. 

Να βρείτε τον πρώτο όρο και τη διαφορά της.
Απάντηση: α1 = -3, ω = 2
21. Ο ν-οστός όρος μιας ακολουθίας είναι αν = 3ν – 5. 

Να αποδείξετε ότι η παραπάνω ακολουθία είναι αριθμητική πρόοδος, 

της οποίας να βρείτε τη διαφορά και τον πρώτο όρο.

Απάντηση: α1 = -2

22. Οι αριθμοί x – 6, 4x – 13, 2x + 5, με τη σειρά που δίνονται, 

είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου.

α) να βρείτε τον αριθμό x
β) Για την τιμή που βρήκατε, να υπολογίσετε τον αριθμητικό μέσο 

των αριθμών x και 33.

Απάντηση: α) 5   β) 19

23. Αν οι αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, 

να αποδείξετε ότι και οι αριθμοί α2 + βγ, αβ, βγ – γ2 είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου.

24. Μεταξύ των αριθμών 2 και 50 να βρεθούν άλλοι 7 αριθμοί, ώστε όλοι μαζί να είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου

Απάντηση: 8, 14, 20, 26, 32, 38, 44

25. Δίνεται η αριθμητική πρόοδος -5, -1, 3, ……. Να βρείτε:

α) το άθροισμα των 40 πρώτων όρων της προόδου

β) πόσους πρώτους όρους της προόδου πρέπει να πάρουμε, 

ώστε να έχουν άθροισμα 72.

Απάντηση: α) 2920   β) 8

26. Να υπολογίσετε: 

α) το άθροισμα 7+10+13+……+187

β) το άθροισμα των πολλαπλάσιων του 5 που είναι μεγαλύτερα του 20 

και μικρότερα του 150.

Απάντηση: α) 5917  β) 2125

27. Δίνεται αριθμητική πρόοδος με α1 = 2 και ω = 3. Να υπολογίσετε το άθροισμα S = α20 + α21 + ……+ α50
Απάντηση: 3224

28. Σε μια αριθμητική πρόδο ο 6ος όρος είναι 5 και το άθροισμα των 10 πρώτων όρων της είναι 40. Να βρείτε τον α1 και τη διαφορά ω της προόδου.
Απάντηση: α1 = -5, ω = 2

29. Να βρεθεί το άθροισμα: S = 6 + 10 + 14 + … + 166

Απάντηση: 3526

30. Να βρεθεί πόσοι όροι της αριθμητικής προόδου 47 , 44 , 41 , … 
έχουν άθροισμα ίσο με 377.

Απάντηση: 13

31. Ένας γυμναστής τοποθετεί τους 36 μαθητές μιας τάξης σε σχήμα τριγώνου, έτσι ώστε ο πρώτος στίχος να έχει ένα μαθητή, 
ο δεύτερος 2 μαθητές, ο τρίτος 3 μαθητές κ.λ.π. 
Να βρεθεί πόσους στίχους έχει ο σχηματισμός.

Απάντηση: 8

32. Ο τέταρτος όρος αριθμητικής προόδου είναι 15 και ο 15ος όρος της είναι 59. 

Να βρεθεί η πρόοδος.

Απάντηση: 3 , 7 , 11 , 15 , 19 , …

33. Να βρεθεί η αριθμητική πρόοδος , αν είναι α12 = 57 και α1 = 2

Απάντηση: 2 , 7 , 12 , 17 , 22 , …

34. Σε αριθμητική πρόοδο δίνονται ν = 11 , α11 = 92 και S11 = 517. 

Να βρεθούν ο πρώτος όρος και η διαφορά της. 

Απάντηση: α1 = 2, ω = 9

35. Σε αριθμητική πρόοδο δίνονται α1 = 58 , ω = – 3 και Sν = 578. 
Να βρεθούν οι ν και αν .

Απάντηση: ν = 17, αν = 10

36. Σε αριθμητική πρόοδο δίνονται α1 = 23 , ω = – 2 και αν = 5. 
Να βρεθούν οι ν και Sν .

Απάντηση: ν = 10 , Sν = 140

37. Να βρεθεί το άθροισμα όλων των περιττών από το 1 μέχρι και το 2ν + 1.

Απάντηση: (ν + 1)2
38. Να βρεθεί το άθροισμα όλων των πολλαπλάσιων του 3 , τα οποία περιέχονται μεταξύ 100 και 500. 

Απάντηση: 39900

39. Να βρεθεί ο πρώτος όρος και η διαφορά αριθμητικής προόδου, 
αν το άθροισμα του 3ου και του 7ου όρου είναι 40, το δε άθροισμα του 6ου 
και του 8ου όρου είναι 56.  

Απάντηση: α1 = 4 , ω = 4

40. Να βρεθούν τρεις αριθμοί που να είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, αν το άθροισμά τους είναι 21 και το γινόμενό τους είναι 315.

Απάντηση: 5 , 7 , 9  ή  9 , 7 , 5

41. Να βρεθούν οι πέντε πρώτοι όροι αριθμητικής προόδου, αν α8 = 51 
και S17 = 986.

Απάντηση: 2 , 9 , 16 , 23 , 30

42. Σε μια αριθμητική πρόοδο είναι α1 = 1 και ω = 2ν + 2. 
Να αποδειχθεί ότι Sν = ν3.

43. Να βρεθούν οι γωνίες ενός πενταγώνου , αν γνωρίζουμε ότι σχηματίζουν αριθμητική πρόοδο και η μικρότερη γωνία είναι 60ο.

Απάντηση: 60ο , 84ο , 108ο , 132ο , 156ο
44. Να βρεθούν οι γωνίες ενός κυρτού τετραπλεύρου, αν γνωρίζουμε ότι σχηματίζουν αριθμητική πρόοδο και η μικρότερη είναι 45ο.

Απάντηση: 45ο , 75ο , 105ο , 135ο
45. Να βρεθεί ο x ώστε τα τετράγωνα των αριθμών x + 1, x + 3 και x + 9, 
να αποτελούν αριθμητική πρόοδο.
Απάντηση: x =  – 8 

46. Να λυθεί η εξίσωση : 4 + 7 + 11 + … + x = 175

Απάντηση: x = 31
47. Σε μια αριθμητική πρόοδο αν με 80 όρους οι δύο μεσαίοι όροι είναι 
οι αριθμοί 40 και 42.

Να βρεθεί η πρόοδος και το άθροισμα των 80 πρώτων όρων της προόδου.

Απάντηση: – 38 , – 36 , – 34 , … και S80 = 3280

48. Τα μήκη των πλευρών ενός ορθογώνιου τριγώνου είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. 

Αν η μικρότερη πλευρά του τριγώνου έχει μήκος 2, να βρεθούν τα μήκη 
των δύο άλλων πλευρών του τριγώνου .

Απάντηση: 
[image: image23.wmf]3
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49. Να βρεθεί το κ ώστε οι αριθμοί α =  3κ2 – 2κ + 1 , β = 2κ2 + 5κ – 4 
και γ = 4κ2 – 3κ + 9 να αποτελούν αριθμητική πρόοδο.

50. Να βρεθούν πέντε αριθμοί, που αποτελούν διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου, αν το άθροισμά τους είναι 50 και το άθροισμα 
των τετραγώνων τους είναι 590.

Απάντηση: 4 , 7 , 10 , 13 , 16  ή  16 , 13 , 10 , 7 , 4

51. Να βρεθεί η αριθμητική πρόοδος, στην οποία ο τέταρτος όρος είναι 15 

και ο ενδέκατος είναι 43.

Απάντηση: 3 , 7 , 11 , 15 , 19 , …

52. Σε μια αριθμητική πρόοδο το άθροισμα των 20 πρώτων όρων είναι 1030 και η διαφορά του τρίτου από το δέκατο όρο είναι 35. Να βρεθούν οι πέντε πρώτοι όροι της προόδου.

Απάντηση: 4 , 9 , 14 , 19 , 24 

53. Να βρεθεί η διαφορά της αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο α1 = α 
και Sν = αν2.

Απάντηση: ω = 2α

54. Οι άκροι όροι μιας αριθμητικής προόδου είναι – 5 και 20. 
Να βρεθούν δύο όροι που απέχουν εξίσου από τους άκρους, αν γνωρίζουμε 
ότι το γινόμενό τους είναι 36.

Απάντηση: 3 , 12  ή  12 , 3

55. Να βρεθεί ο πρώτος όρος και η διαφορά μιας αριθμητικής προόδου, 
αν το άθροισμα των ν πρώτων όρων της ισούται με ν(3ν + 1) , για κάθε τιμή του ν.

Απάντηση: α1 = 4 , ω = 6

56. Να υπολογισθεί το άθροισμα S = 1 + 2 + 3 + … + ν

Απάντηση: S = 
[image: image25.wmf](
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57. Σε μια αριθμητική πρόοδο από 2ν + 1 όρους, ο πρώτος όρος είναι α 
και ο τελευταίος β. Να βρεθεί ο μεσαίος όρο .

Απάντηση: 
[image: image26.wmf]2
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ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 5.3: Γεωμετρική πρόοδος

ΘΕΩΡΙΑ

58. Πότε μια ακολουθία λέγεται γεωμετρική πρόοδος και τι λέγεται λόγος 
της προόδου;

Απάντηση 

Μια ακολουθία (αν) λέγεται γεωμετρική πρόοδος , αν κάθε όρος της προκύπτει 

από τον προηγούμενό του με πολλαπλασιασμό επί τον ίδιο πάντοτε μη μηδενικό αριθμό. 

Ο αριθμός αυτός συμβολίζεται με λ και λέγεται λόγος της προόδου. 

Επομένως , η ακολουθία (αν) είναι γεωμετρική πρόοδος με λόγο λ 
[image: image27.wmf]¹

0, 
αν και μόνο αν ισχύει:

αν+1 = αν ∙ λ  ή  
[image: image28.wmf]l
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59. Ποιος είναι ο τύπος του νιοστού όρου μιας γεωμετρικής προόδου; 
Να τον αποδείξετε.

Απάντηση 

Ο νιοστός (ή γενικός) όρος αν μιας γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο α1 
και λόγο λ δίνεται από τον τύπο:

αν = α1 ∙ λν – 1 

Απόδειξη : βλέπε σελίδα 133 σχολικού βιβλίου

60. ι) Πότε τρεις αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου; 

Να αποδείξετε την απάντησή σας.

ιι) Πότε ένας αριθμός β λέγεται γεωμετρικός μέσος των αριθμών α και γ;

Απάντηση

ι) Τρεις μη μηδενικοί αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, αν και μόνο αν ισχύει β2 = α γ

Απόδειξη: βλέπε σελίδα 134 σχολικού βιβλίου

ιι) Ο θετικός αριθμός β = 
[image: image29.wmf]g
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 λέγεται γεωμετρικός μέσος των α και γ.

61. Ποιος είναι ο τύπος του αθροίσματος των ν πρώτων όρων μιας γεωμετρικής προόδου;

Να τον αποδείξετε.

Απάντηση

Το άθροισμα των πρώτων ν όρων μιας γεωμετρικής προόδου (αν) με λόγο λ
[image: image30.wmf]¹
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*Απόδειξη : βλέπε σελίδα 135 σχολικού βιβλίου (εκτός ύλη η απόδειξη)
Παρατήρηση: Στην περίπτωση που ο λόγος της προόδου είναι λ = 1 , 
τότε το άθροισμα των όρων της είναι Sν = ν∙α1, αφού όλοι οι όροι 
της προόδου είναι ίσοι με α1 .

62. Χρήσιμες παρατηρήσεις
ι) Αν α1 , α2 , α3 , … , αν-1 , αν είναι ν διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, τότε οι όροι που ισαπέχουν από τα άκρα έχουν το ίδιο σταθερό γινόμενο, δηλαδή:  
αν ∙ α1 = αν-1 ∙ α2 = αν-2 ∙ α3 = … = αν – μ ∙ α1+μ = …

ιι) Σε μια γεωμετρική πρόοδο , αν γνωρίζουμε το γινόμενο ορισμένων διαδοχικών όρων και το πλήθος των όρων είναι μικρό και αριθμός περιττός, τότε παριστάνουμε με x το μεσαίο όρο της και με λ το λόγο και έχουμε: 

Για τρεις όρους: 
[image: image32.wmf]l

x

, x , x ∙ λ

Για πέντε όρους: 
[image: image33.wmf]2
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, 
[image: image34.wmf]l

x

, x , x ∙ λ , x ∙ λ2
Για επτά όρους: 
[image: image35.wmf]3
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, 
[image: image36.wmf]2
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[image: image37.wmf]l
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ιιι) Σε μια γεωμετρική πρόοδο , αν γνωρίζουμε το γινόμενο ορισμένων διαδοχικών όρων και το πλήθος των όρων είναι μικρό και αριθμός άρτιος , 
τότε παριστάνουμε τους δύο μεσαίους όρους της με 
[image: image38.wmf]l

x

και x ∙ λ και με λ2 

το λόγο και έχουμε: 

Για τέσσερις όρους: 
[image: image39.wmf]3
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[image: image40.wmf]l
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 , x ∙ λ , x ∙ λ3

Για έξι όρους: 
[image: image41.wmf]5
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[image: image42.wmf]3
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, 
[image: image43.wmf]l

x

 , x ∙ λ , x ∙ λ3 , x ∙ λ5
ιv) Για να αποδείξουμε ότι τρεις αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, αρκεί να δείξουμε ότι: β2 = α γ

63. Ποιο είναι το πρόβλημα της παρεμβολής και ποιος είναι ο τύπος 

της παρεμβολής;

Απάντηση

Το πρόβλημα της παρεμβολής μας λέει ότι μεταξύ των αριθμών α και β με αβ
[image: image44.wmf]¹
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να παρεμβληθούν ν άλλοι αριθμοί x1 , x2 , x3 , … , xν , ώστε οι αριθμοί 

α , x1 , x2 , x3 , … , xν , β να είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου.

Εύρεση του τύπου της παρεμβολής

Αν ονομάσουμε λ το λόγο της προόδου , τότε θα είναι α1 = α και αν+2 = β 

και επομένως σύμφωνα με τον τύπο του γενικού όρου της γεωμετρικής προόδου 

αν = α1 ∙ λν – 1 θα έχουμε: 

αν+2 = α1 ∙ λν + 2 – 1 
[image: image45.wmf]Û

β = α ∙ λν + 1
[image: image46.wmf]Û

λν+1 = 
[image: image47.wmf]a
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Ο παραπάνω τύπος λέγεται τύπος της παρεμβολής.

Οι αριθμοί x1 , x2 , x3 , … , xν λέγονται γεωμετρικοί ενδιάμεσοι των α και β.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

64. Δίνεται μια γεωμετρική πρόοδος για την οποία ισχύει:

α1 = 
[image: image48.wmf]1
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  και α2 = 
[image: image49.wmf]1
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.

Να βρείτε το λόγο λ της προόδου και του έξι πρώτους όρους της.

Απάντηση: λ = 4  και 
[image: image50.wmf]1
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, 
[image: image51.wmf]1

2
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65. Δίνεται η γεωμετρική πρόοδος 64, 32, 16, ……. Να βρείτε:

α) τον ν-οστό όρο της

β) τον 9ο όρο της

γ) ποιος όρος της είναι ίσος με 4

Απάντηση: α) 
[image: image52.wmf]1
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   β) 
[image: image53.wmf]1
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   γ) α5
66. Δίνεται μια γεωμετρική πρόοδος, της οποίας ο 5ος όρος είναι 16, 

ενώ το άθροισμα του 3ου και του 4ου όρου είναι -4.

Να βρείτε το λόγο και τους έξι πρώτους όρους της γεωμετρικής προόδου.

Απάντηση: λ = -2 και 1, -2, 4, -8, 16, -32

67. Ο ν-οστός όρος μιας ακολουθίας είναι αν = 
[image: image54.wmf]1
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Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αυτή είναι γεωμετρική πρόοδος, 

της οποίας να βρείτε το λόγο και τον πρώτο όρο.
Απάντηση: λ = 
[image: image55.wmf]3

2

, α1 = 9

68. Οι αριθμοί x – 6, x – 2, 2x + 2  με τη σειρά που δίνονται είναι 
διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου.

α) Να βρείτε τις τιμές που μπορεί να πάρει ο αριθμός x.
β) Για τη μεγαλύτερη τιμή του x που βρήκατε στο ερώτημα α, 

να βρείτε το γεωμετρικό μέσο των αριθμών x και 50.

Απάντηση: α) 8 ή -2   β) 20

69. Αν α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, να αποδείξετε ότι 

οι αριθμοί α, α+β, α+2β+γ είναι επίσης διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου.

70. Μεταξύ των αριθμών 
[image: image56.wmf]2
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 και 162 να βρείτε 5 αριθμούς, ώστε όλοι μαζί 

να αποτελούν διαδοχικούς όρους γεωμετρικής προόδου. 
Απάντηση: 
[image: image57.wmf]2
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, 
[image: image58.wmf]2
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, 2, 6, 18, 54, 162  ή 
[image: image59.wmf]2
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, 2, -6, 18, -54, 162

71. Να βρείτε το άθροισμα των 7 πρώτων όρων της γεωμετρικής προόδου:

4, 12, 36, ……

Απάντηση: 4372

72. Να υπολογίσετε το άθροισμα 3+6+12+……+384

Απάντηση: 765
73. Σε μια γεωμετρική πρόοδο με λόγο λ >0, το άθροισμα των 6 πρώτων όρων της είναι 63, ενώ ο 3ος και ο 6ος όρος έχουν άθροισμα 36.

Να βρείτε τον πρώτο όρο και το λόγο της γεωμετρικής προόδου.

Απάντηση: λ = 2, α1 = 1

74. Να βρεθεί ο νιοστός όρος μιας γεωμετρικής προόδου της οποίας ο 5ος όρος είναι 
[image: image61.wmf]16
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 και ο 10ος όρος της είναι 
[image: image62.wmf]512
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Απάντηση: αν = 
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75. Σε μια γεωμετρική πρόοδο δίνονται α1 = 2 , λ = 3 και αν = 162. 

Να βρεθεί το πλήθος των όρων και το άθροισμα των 6 πρώτων όρων.

Απάντηση: ν = 5 , S6 = 728

76. Σε μια γεωμετρική πρόοδο ο 3ος όρος είναι 20 και ο 7ος όρος είναι 320. 

Να βρεθεί η πρόοδος.

Απάντηση: 5 , 10 , 20 , 40 , 80 , …  ή   5 ,  –10 , 20 , – 40 , 80 ,  … 

77. Να βρεθεί το x, ώστε οι αριθμοί α = 2x – 2, β = 3x + 6, γ = 12x + 6 να είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου.

Απάντηση: x = 4  ή  x = 
[image: image64.wmf]5
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78. Να βρεθεί ο πρώτος όρος και ο πέμπτος όρος μιας γεωμετρικής προόδου αν ο λόγος της είναι 2 και ο 6ος όρος 448.

Απάντηση: α1 = 14 , α5 = 224

79. Να βρεθεί το πλήθος των όρων μιας γεωμετρικής προόδου, αν ο 4ος όρος είναι 13, ο 6ος όρος 117 και ο τελευταίος είναι 9477.

Απάντηση: 10

80. Σε μια γεωμετρική πρόοδο δίνονται λ = 5, ν = 7 και αν = 31250. 
Να βρεθούν οι α1 και Sν.

Απάντηση: α1 = 2, Sν = 39062

81. Σε γεωμετρική πρόοδο δίνονται α1 = 4, λ = 4, Sν = 5460. 
Να υπολογισθούν οι ν και αν.

Απάντηση: ν = 6 , αν = 4096

82. Να βρεθεί η γεωμετρική πρόοδος, που έχει ως πρώτο όρο τη μεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης x2 – 6x + 8 = 0 και ως λόγο τη μικρότερη ρίζα αυτής.
 Έπειτα να βρεθεί το άθροισμα των 7 πρώτων όρων της.

Απάντηση: 4 , 8 , 16 , 32 , … και  S7 = 508

83. Σε μια γεωμετρική πρόοδο το άθροισμα των ν πρώτων όρων της 
είναι Sν = 3(4ν – 1). 

Να βρεθούν οι δύο πρώτοι όροι και το άθροισμα των 5 πρώτων όρων της.

Απάντηση: α1 = 9 , α2 = 36 , S5 = 3069

84. Να λυθεί η εξίσωση: 1 + x + x2 + x3 + … + x49 = 0
Απάντηση: x = – 1

85. Να βρεθεί η γεωμετρική πρόοδος, της οποίας ο 5ος όρος υπερβαίνει 
τον τρίτο κατά 225, το δε 4ο κατά 125.

Απάντηση: 256 , 320 , 400 , 500 , …

86. Να σχηματισθούν οι γεωμετρικοί πρόοδοι, στις οποίες οι τρεις πρώτοι όροι έχουν άθροισμα 42 και είναι α11 = 16α7 .
Απάντηση: 6 , 12 , 24 , … ή  14 , – 28 , 56 , …

87. Αν οι αριθμοί α, β, γ αποτελούν συγχρόνως αριθμητική και γεωμετρική πρόοδο, να αποδειχθεί ότι α = β = γ.

88. Αν οι αριθμοί α , 34 , β αποτελούν αριθμητική πρόοδο, οι δε α, 30, β αποτελούν γεωμετρική πρόοδο, να βρεθούν οι α και β.

Απάντηση: α = 18, β = 50

89. Σε γεωμετρική πρόοδο είναι S6 = 28S3 και S4 = 80. Να βρεθεί η πρόοδος.

Απάντηση: 2 , 6 , 18 , 54 , …

90. Να λυθεί η εξίσωση: 7 ∙ 72 ∙ 74 ∙ 78 … 
[image: image65.wmf]x
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= 7127
Απάντηση: x = 6

91. Να βρεθούν οι αριθμοί α1 , α2 , α3 , α4 , α5 , αν γνωρίζουμε ότι είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου και ισχύουν οι σχέσεις α5 = 2α3α4  

και α1α2α3α4α5 = 1.

Απάντηση: 
[image: image66.wmf]4
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 , 
[image: image67.wmf]2
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 , 1 , 2 , 4

92. Σε γεωμετρική πρόοδο είναι α1 = 3λ (λ ο λόγος) και α1 + α2 = 18. 
Να βρεθεί η πρόοδος και το άθροισμα των 4 πρώτων όρων της.

Απάντηση: 6, 12, 24, 24, … και S4 = 90 ή – 9, 27, – 81, 243, … και S4 = 180 

93. Να βρεθούν τέσσερις πραγματικοί αριθμοί , που είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου , αν το γινόμενό τους είναι 729 και ο τέταρτος ισούται 
με το γινόμενο των δύο μεσαίων.

Απάντηση: 1, 3, 9, 27  ή 1, – 3, – 9, 27

94. Σε μια γεωμετρική πρόοδο το άθροισμα των τριών πρώτων όρων της 
είναι 1 και το διπλάσιο του δεύτερου όρου της συν ένα ισούται με τον πρώτο όρο της. Να βρεθεί η πρόοδος.

Απάντηση: 
[image: image68.wmf]7
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 , 
[image: image69.wmf]7
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 , 
[image: image70.wmf]7
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 , …

95. Να βρεθεί η γεωμετρική πρόοδος , αν γνωρίζουμε ότι το άθροισμα των 4 πρώτων όρων της είναι 15, ενώ το άθροισμα των 8 πρώτων όρων της είναι 255.

Απάντηση: 1, 2, 4, 8, 16, …  ή  – 3, 6, – 12, 24, … 
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