	Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


1.1 – Ορισμός διανύσματος
	Ορισμός:

[image: image1749.png]


Στη Γεωμετρία το διάνυσμα ορίζεται ως ένα προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα, δηλαδή ως ένα ευθύγραμμο τμήμα του οποίου τα άκρα θεωρούνται διατεταγμένα.

· Το πρώτο άκρο λέγεται αρχή ή σημείο εφαρμογής του διανύσματος, ενώ το δεύτερο άκρο λέγεται πέρας του διανύσματος. Το διάνυσμα με αρχή το Α και πέρας το Β συμβολίζεται με 
[image: image1.wmf]AB
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 και παριστάνεται με ένα βέλος που ξεκινάει από το Α και καταλήγει στο Β, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

· [image: image1750.png]
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Αν η αρχή και το πέρας ενός διανύσματος συμπίπτουν, τότε το διάνυσμα λέγεται μηδενικό διάνυσμα. Για παράδειγμα, το 
[image: image2.wmf]AA
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 είναι μηδενικό διάνυσμα.

· Για να συμβολίσουμε διανύσματα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μικρά γράμματα, βάζοντας από πάνω ένα βέλος, όπως για παράδειγμα 
[image: image3.wmf]α, β, γ, v, u, w,...
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1.2 – Μέτρο διανύσματος  

	Ορισμός:

Μέτρο ή μήκος ενός διανύσματος 
[image: image4.wmf]AB
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 ονομάζεται η απόσταση των άκρων του, δηλαδή το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ. Το μέτρο του διανύσματος 
[image: image5.wmf]AB
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 συμβολίζεται με 
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· Αν το διάνυσμα 
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 έχει μέτρο 1, δηλαδή αν 
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, τότε το 
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 λέγεται μοναδιαίο διάνυσμα.

· Για οποιοδήποτε διάνυσμα 
[image: image10.wmf]α
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 ισχύει ότι 
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· Ένα διάνυσμα έχει μέτρο μηδέν, αν και μόνο αν το 
[image: image12.wmf]α
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 είναι το μηδενικό διάνυσμα.

Δηλαδή: 
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1.3 – Συγγραμμικά – Ομόρροπα – Αντίρροπα διανύσματα 
	Ορισμοί:

· Φορέας ενός μη μηδενικού διανύσματος 
[image: image14.wmf]AB
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, λέγεται η ευθεία (ε) πάνω στην οποία βρίσκεται το διάνυσμα 
[image: image15.wmf]AB
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.

· [image: image1752.png]


Ως φορέα ενός μηδενικού διανύσματος 
[image: image16.wmf]A
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 μπορούμε να θεωρήσουμε οποιαδήποτε ευθεία διέρχεται από το σημείο Α.
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· Δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image17.wmf]AB
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 και 
[image: image18.wmf]ΓΔ
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 λέγονται παράλληλα ή συγγραμμικά, όταν έχουν τον ίδιο φορέα ή παράλληλους φορείς.  
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· Δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image19.wmf]AB
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 και 
[image: image20.wmf]ΓΔ
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 λέγονται ομόρροπα, όταν:

· έχουν παράλληλους φορείς και βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο ως προς την ευθεία ΑΓ που διέρχεται από τις αρχές τους,

· έχουν τον ίδιο φορέα και μια από τις ημιευθείες ΑΒ και ΓΔ περιέχει την άλλη.

Στις παραπάνω περιπτώσεις λέμε ότι τα διανύσματα 
[image: image21.wmf]AB
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 και 
[image: image22.wmf]ΓΔ
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 έχουν την ίδια κατεύθυνση (ίδια φορά και ίδια διεύθυνση) και γράφουμε 
[image: image23.wmf]AB
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· Δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image24.wmf]AB
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 και 
[image: image25.wmf]ΓΔ
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 λέγονται αντίρροπα, όταν είναι συγγραμμικά και δεν είναι ομόρροπα. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι τα διανύσματα 
[image: image26.wmf]AB
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 και 
[image: image27.wmf]ΓΔ
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 έχουν αντίθετη κατεύθυνση (ίδια διεύθυνση και αντίθετη φορά) και γράφουμε 
[image: image28.wmf]AB
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1.4 – Ίσα διανύσματα – Μέσο ευθυγράμμου τμήματος  

	Ίσα διανύσματα:
· Δύο μη μηδενικά διανύσματα λέγονται ίσα, όταν έχουν την ίδια κατεύθυνση (δηλαδή είναι ομόρροπα) και ίσα μέτρα.

· Όταν τα διανύσματα 
[image: image29.wmf]AB
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 και 
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 είναι ίσα, γράφουμε 
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· Τα μηδενικά διανύσματα θεωρούνται ίσα μεταξύ τους και συμβολίζονται με 
[image: image32.wmf]0
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Βασικά συμπεράσματα από την ισότητα διανυσμάτων:

· Όταν οι φορείς δύο μη μηδενικών διανυσμάτων 
[image: image33.wmf]AB
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 και 
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 είναι  παράλληλες ευθείες, τότε από την ισότητα 
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 προκύπτει ότι 
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 και  
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 (ή 
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). Δηλαδή το τετράπλευρο ΑΒΔΓ έχει δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες, άρα είναι παραλληλόγραμμο.
· Αν ισχύει 
[image: image39.wmf]AB
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, τότε ισχύει και 
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· Αν ισχύει 
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, τότε ισχύουν και:
· 
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ΓΒΔ

=

uuruur

 (εναλλαγή των «μέσων» γραμμάτων)
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 (εναλλαγή των «άκρων» γραμμάτων)
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Μέσο ευθυγράμμου τμήματος:

Αν Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, τότε ισχύει 
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 και αντίστροφα.
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· Εφαρμογή
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Με αρχή το Β φέρνουμε τα διανύσματα 
[image: image45.wmf]ΒΔΑΓ
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 και 
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Να αποδείξετε ότι το Δ είναι μέσο του ΕΓ. 
1.5 – Αντίθετα διανύσματα  

	· Δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image47.wmf]AB
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 και 
[image: image48.wmf]ΓΔ
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 λέγονται αντίθετα, όταν έχουν αντίθετη κατεύθυνση (ίδια διεύθυνση και αντίθετη φορά) και ίσα μέτρα.
· Για να δηλώσουμε ότι τα διανύσματα 
[image: image49.wmf]AB
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 και 
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 είναι αντίθετα γράφουμε 
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  ή  
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· Ισχύουν τα εξής:

· 
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· 
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· 
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· 
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· Εφαρμογή
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ. Με αρχή το Μ θεωρούμε το διάνυσμα 
[image: image58.wmf]ΜΔΑΒ
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. Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 
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 και 
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 είναι αντίθετα.

1.6 – Γωνία διανυσμάτων  

	· [image: image1763.png]


Έστω δύο μη μηδενικά διανύσματα 
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 και 
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. Με κοινή αρχή ένα σημείο Ο θεωρούμε τα διανύσματα 
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 και 
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. Η κυρτή γωνία 
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 που ορίζεται από τις ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ ονομάζεται γωνία των διανυσμάτων 
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 και συμβολίζεται με 
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· Η γωνία 
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 είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του σημείο Ο και ισχύει ότι: 
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· Ειδικότερα, αν 
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, τότε ισχύουν οι ισοδυναμίες:

· 
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Αν 
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, τότε λέμε ότι τα διανύσματα 
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 είναι ορθογώνια ή κάθετα και γράφουμε 
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Σχόλιο:
Αν κάποιο από τα διανύσματα 
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 και 
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 είναι μηδενικό διάνυσμα, τότε ως γωνία των διανυσμάτων 
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 μπορούμε να θεωρήσουμε οποιαδήποτε γωνία θ, με 
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. Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το μηδενικό διάνυσμα 
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 είναι ομόρροπο ή αντίρροπο ή κάθετο σε οποιοδήποτε άλλο διάνυσμα.
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· Εφαρμογή
Θεωρούμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σημείο Δ της πλευράς ΒΓ. 

Να βρείτε τις γωνίες:

α) 
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              γ) 
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               δ) 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.8 Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λανθασμένη (Λ) καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις:

α) Αν ισχύει 
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, τότε το Γ είναι μέσο του ΑΒ.

β) Αν ισχύει 
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, τότε ισχύει και ότι 
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γ) Ισχύει ότι 
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δ) Αν 
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ε) Αν 
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στ) Αν 
[image: image102.wmf]αβ

­­

r

r

 και 
[image: image103.wmf]αβ

=

r

r

, τότε 
[image: image104.wmf]αβ

=

r

r

.

ζ) Για οποιοδήποτε διάνυσμα 
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η) Για οποιοδήποτε διάνυσμα 
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1.9 Δίνεται πλάγιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω Ο το σημείο τομής των διαγωνίων του.

Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λανθασμένη (Λ) καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις:
α) 
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         β) 
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        γ) 
[image: image111.wmf]ΑΟΟΓ

=

uuuruur

         δ) 
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          ε) 
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       στ) 
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1.10 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με βάση ΒΓ.

Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λανθασμένη (Λ) καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις:
α) 
[image: image115.wmf]ΑΒΑΓ
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          β) 
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     γ) 
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         δ) 
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          ε) 
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1.12 Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ και έστω Ο το σημείο τομής των διαγωνίων του.

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση σε καθεμία από τις παρακάτω προτάσεις:

α) Το διάνυσμα 
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 είναι ίσο με το:

      Α: 
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β) Το διάνυσμα 
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 είναι αντίθετο με το:  

      Α: 
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γ) Το διάνυσμα 
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 είναι ίσο με το:

      Α: 
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δ) Το διάνυσμα 
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 είναι ομόρροπο με το:

      Α: 
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ε) Το διάνυσμα 
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 δεν είναι κάθετο στο:
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στ) Η γωνία 
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 είναι ίση με τη γωνία:
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              Β: 
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1.16 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με 
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α) 
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                                                    β) 
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                                                    γ) 
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1.17 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, με βάση ΒΓ τέτοιο, ώστε να ισχύει 
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Να βρείτε τις επόμενες γωνίες διανυσμάτων: α) 
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                         β) 
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	Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


2.1 – Πρόσθεση διανυσμάτων – Ιδιότητες πρόσθεσης

	[image: image1768.png]


Πρόσθεση διανυσμάτων με τον κανόνα διαδοχικών διανυσμάτων:

Έστω 
[image: image157.wmf]α
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 δύο διανύσματα. Με αρχή ένα σημείο Ο παίρνουμε το διάνυσμα 
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. Στη συνέχεια με αρχή το Α παίρνουμε το διάνυσμα 
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. Το διάνυσμα 
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 λέγεται άθροισμα ή συνισταμένη των διανυσμάτων  
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r
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.   

[image: image1769.png]



Πρόσθεση διανυσμάτων με τον κανόνα του παραλληλογράμμου:

Το άθροισμα δύο διανυσμάτων 
[image: image165.wmf]α

r

 και 
[image: image166.wmf]β

r

 μπορεί να βρεθεί και με τον κανόνα του παραλληλογράμμου. Με αρχή ένα σημείο Ο παίρνουμε τα διανύσματα 
[image: image167.wmf]OA
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 και 
[image: image168.wmf]OB
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. Τότε το άθροισμα 
[image: image169.wmf]αβ
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 είναι το διάνυσμα 
[image: image170.wmf]OM

uuur

, όπου ΟΜ η διαγώνιος του παραλληλογράμμου που έχει πλευρές τις 
[image: image171.wmf]OA

uuur

 και 
[image: image172.wmf]OB
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.

Ιδιότητες πρόσθεσης διανυσμάτων:

Αν 
[image: image173.wmf]α, β, γ

r
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r

 είναι διανύσματα, τότε ισχύουν οι ιδιότητες:

· 
[image: image174.wmf]αββα
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 (αντιμεταθετική ιδιότητα)

· 
[image: image175.wmf](
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 (προσεταιριστική ιδιότητα)
· 
[image: image176.wmf]α0α
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· 
[image: image177.wmf](
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	Μεθοδολογία:

Ο κανόνας πρόσθεσης διαδοχικών διανυσμάτων μπορεί να εφαρμοστεί και για περισσότερα από δύο διανύσματα. Για παράδειγμα: 
[image: image178.wmf]ABB

ΓΓΔΑΔ
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. Έτσι, όταν έχουμε να υπολογίσουμε άθροισμα πολλών διανυσμάτων, τα βάζουμε σε σειρά, ώστε να είναι διαδοχικά. 


· Εφαρμογή
 Έστω ΑΒΓΔ ένα παραλληλόγραμμο και Ε, Ζ, Η, Θ τυχαία σημεία του επιπέδου. 
Να γράψετε ως ένα διάνυσμα το άθροισμα: 
[image: image179.wmf]ΑΕΑΗΖΒΘΔΕΖΗΘ
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2.2 – Αφαίρεση διανυσμάτων

	· [image: image1770.png]o
;

Kavovag dtadoyiccry Kayovas Tov
SIavueUdTWY




Έστω 
[image: image180.wmf]α

r

 και 
[image: image181.wmf]β
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 δύο διανύσματα. Η διαφορά 
[image: image182.wmf]αβ
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 του διανύσματος 
[image: image183.wmf]β

r

 από το διάνυσμα 
[image: image184.wmf]α
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 ορίζεται ως το άθροισμα των διανυσμάτων 
[image: image185.wmf]α
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 και 
[image: image186.wmf]β
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. Δηλαδή: 
[image: image187.wmf](
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· [image: image1771.png]


Σύμφωνα με τα παραπάνω, έχουμε το διπλανό σχήμα που μας δίνει το άθροισμα 
[image: image188.wmf]αβ
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 και τη διαφορά 
[image: image189.wmf]αβ

-

r

r

 δύο διανυσμάτων 
[image: image190.wmf]α
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 και 
[image: image191.wmf]β
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· Ισχύει η ισοδυναμία: 
[image: image192.wmf]βxα  xαβ
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Πράγματι, έχουμε: 
[image: image193.wmf](
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	Μεθοδολογία:

Όταν έχουμε να υπολογίσουμε διαφορές διανυσμάτων τότε εφαρμόζουμε την ιδιότητα 
[image: image194.wmf]uuuruur

ABBA

-=

 

ώστε να μετατρέψουμε τις διαφορές σε αθροίσματα.  


· Εφαρμογή
Να γράψετε ως ένα διάνυσμα το άθροισμα: 
[image: image195.wmf]ΑΒΕΔΓΔΓΒ
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.
[image: image1772.png]



2.3 – Ανάλυση διανύσματος σε αθροίσματα ή διαφορές διανυσμάτων

Να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image196.wmf]x

r

 του διπλανού σχήματος ως συνάρτηση των διανυσμάτων 
[image: image197.wmf]α, β, γ, δ.
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2.4 – Διάνυσμα θέσεως – Μέθοδος διανυσματικών ακτίνων 

	Διάνυσμα θέσεως ή διανυσματική ακτίνα:

Έστω Ο ένα σταθερό σημείο του χώρου. Για οποιοδήποτε σημείο Μ του χώρου ορίζεται το διάνυσμα 
[image: image198.wmf]OM

uuur

, το οποίο λέγεται διάνυσμα θέσεως του Μ ή διανυσματική ακτίνα του Μ. Το σημείο Ο, δηλαδή η κοινή αρχή όλων των διανυσματικών ακτίνων των σημείων του χώρου, λέγεται σημείο αναφοράς.

Για παράδειγμα, τα διανύσματα 
[image: image199.wmf]OA,OB 

και OΓ

uuuruuruur

 είναι διανυσματικές ακτίνες των σημείων Α, Β και Γ αντίστοιχα, με σημείο αναφοράς το Ο.

[image: image1773.png]


[image: image1774.jpg]


Μέθοδος των διανυσματικών ακτίνων:

Έστω ένα διάνυσμα 
[image: image200.wmf]AB

uur

 και Ο ένα σημείο αναφοράς. Τότε ισχύει ότι: 
[image: image201.wmf]ΟΑABΟΒ  ABΟΒΟΑ
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Δηλαδή:

Κάθε διάνυσμα στο χώρο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του πέρατος μείον τη διανυσματική ακτίνα της αρχής.  


	Μεθοδολογία:

Για τη διαφορά δύο διανυσμάτων με κοινή αρχή ισχύει ότι: 
[image: image202.wmf]uuuruuuruuur

ΟΒΟΑAB
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.  


· Εφαρμογή
Θεωρούμε τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ. Να εκφράσετε το άθροισμα 
[image: image203.wmf]ΑΒΓΔΕΖ

++
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 ως συνάρτηση των διανυσμάτων 
[image: image204.wmf]ΑΖ, ΒΓ και ΔΕ

uuruuruur

.
2.5 – Απόδειξη διανυσματικών ισοτήτων

	Μεθοδολογία:

Για να αποδείξουμε μια διανυσματική ισότητα, μπορούμε να εργαστούμε ως εξής:

1ος τρόπος:

Μεταφέρουμε τα διανύσματα στο ένα μέλος, κάνουμε τις προσθέσεις και τις αφαιρέσεις μεταξύ των διανυσμάτων και καταλήγουμε σε μια σχέση που προφανώς ισχύει.

2ος τρόπος:

Μπορούμε να αποδείξουμε μια ισότητα με τη μέθοδο των διανυσματικών ακτίνων. Επιλέγουμε, δηλαδή, ένα σημείο ως σημείο αναφοράς και γράφουμε κάθε διάνυσμα ως συνάρτηση των διανυσματικών ακτίνων πέρατος και αρχής, σύμφωνα με την ισότητα: 
[image: image205.wmf]AB

ΟΒΟΑ
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Παρατήρηση: Μπορούμε να επιλέξουμε ως σημείο αναφοράς είτε κάποιο τυχαίο σημείο Ο είτε κάποιο από τα σημεία που υπάρχουν στην ισότητα. Στην περίπτωση αυτή, τα διανύσματα που έχουν ως άκρο το σημείο αυτό, τα αφήνουμε όπως είναι. 


· Εφαρμογή
Θεωρούμε τα σημεία Α, Β, Γ, Δ και Ε. Να αποδείξετε ότι 
[image: image206.wmf]ΑΓΔΕΒΔΕΓΒΑ
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2.6 – Σημεία που ταυτίζονται

	Μεθοδολογία:

Για να αποδείξουμε ότι δύο σημεία Α και Β ταυτίζονται, αρκεί να αποδείξουμε ότι: 
[image: image207.wmf]uuur

r
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.

Για να δηλώσουμε ότι δύο σημεία Α και Β ταυτίζονται, γράφουμε: 
[image: image208.wmf]ΑΒ

º

.    


· Εφαρμογή
Αν ισχύει ότι 
[image: image209.wmf]ΔΕΖΓΔΑΓΕΖΒ
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uuruuruuruuruur

, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α και Β ταυτίζονται.

2.7 – Μέσο ευθυγράμμου τμήματος 

	Μεθοδολογία:

Το σημείο Μ είναι μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, αν και μόνο αν ισχύει ότι: 
[image: image210.wmf]uuuruuur

ΑΜΜΒ
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· Εφαρμογή
Αν ισχύει ότι 
[image: image211.wmf]ΑΓΒΕΑΒΒΓΕΔ
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uuruuruuruuruur

, να αποδείξετε ότι το Γ είναι μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΒΔ.
2.8 – Πως δείχνουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο 

	[image: image1775.png]


Μεθοδολογία:

Έστω Α, Β, Γ, Δ σημεία μη συνευθειακά ανά τρία. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, αν και μόνο αν ισχύει ότι 
[image: image212.wmf]AB
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  ή  
[image: image213.wmf]A

ΔBΓ
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  κ.λ.π…


· Εφαρμογή
Έστω Α, Β, Γ, Δ σημεία μη συνευθειακά ανά τρία, για τα οποία ισχύει ότι 
[image: image214.wmf]ΑΓΕΓΑΕΒΓΑΔ
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uuruuruuruuruur

.
Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

2.9 – Προσδιορισμός σημείου

	Μεθοδολογία:

Όταν μας ζητούν να προσδιορίσουμε σημείο Μ που ικανοποιεί μια σχέση, τότε προσπαθούμε να καταλήξουμε σε μια σχέση της μορφής 
[image: image215.wmf]uuur
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ΜΧ0
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, όπου Χ είναι κάποιο γνωστό σημείο, οπότε 
[image: image216.wmf]ΜΧ

º

.  


· Εφαρμογή
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να προσδιορίσετε σημείο Μ, ώστε να ισχύει 
[image: image217.wmf]ΓΜΔΜΑΜΓΑΒΔ
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.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
[image: image1776.png]


2.13 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω Ο το σημείο τομής ΑΓ και ΒΔ
Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λανθασμένη (Λ) καθεμία από τις παρακάτω προτάσεις:

α) 
[image: image218.wmf]ΔΑΔΓΔΒ
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                                             β) 
[image: image219.wmf]ΔΓΔΑΓΑ
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γ) 
[image: image220.wmf]ΟΒΟΑΔΓ
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                                             δ) 
[image: image221.wmf]ΑΟΓΟ0
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uuuruurr

                                                

ε) 
[image: image222.wmf]ΑΟΒΟΑΔ
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[image: image1777.png]


2.14 Στο διπλανό σχήμα το διάνυσμα 
[image: image223.wmf]x
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 ισούται με:                                                                        
Α: 
[image: image224.wmf]+--
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                                               Β: 
[image: image225.wmf]αβγδ
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Γ: 
[image: image226.wmf]αβγδ
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                                                Δ: 
[image: image227.wmf]αβγδ
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[image: image1778.png]



2.16 Στο παρακάτω σχήμα τα ΑΒΕΖ και ΒΓΔΕ είναι τετράγωνα. 

Να συμπληρώσετε τα κενά:

α) 
[image: image228.wmf]ΑΒΑΖΒ....
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                                  β) 
[image: image229.wmf]Β....ΒΔΓΑ
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γ) 
[image: image230.wmf]ΕΑΒΓ....Δ
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                                   δ) 
[image: image231.wmf]ΑΓΒΕ......
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2.29 Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να προσδιορίσετε σημείο Μ. ώστε να ισχύει 
[image: image232.wmf]ΓΜΒΑΑΔΓΑΑΜ
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uuruuruuruuruuur

.

2.33 Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Αν ισχύουν 
[image: image233.wmf]ΑΜΑΒΓΔ
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  και  
[image: image234.wmf]ΑΝΑΔΓΒ
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, να αποδείξετε ότι τα σημεία Μ και Ν ταυτίζονται.

2.37 Αν ισχύουν 
[image: image235.wmf]α3
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, 
[image: image236.wmf]β2
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 και 
[image: image237.wmf]αβ5
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, να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 
[image: image238.wmf]α

r

 και 
[image: image239.wmf]β

r

 είναι ομόρροπα.
2.38 Δίνονται τα ομόρροπα διανύσματα 
[image: image240.wmf]α

r

, 
[image: image241.wmf]β

r

, 
[image: image242.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image243.wmf]α1
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, 
[image: image244.wmf]αβ4
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 και 
[image: image245.wmf]βγ8
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. Να βρείτε:  α) το 
[image: image246.wmf]β
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,              

β) το 
[image: image247.wmf]γ
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,              

γ) το 
[image: image248.wmf]αγ
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.
2.42 Δίνονται τρία μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image249.wmf]α, β, γ 
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 για τα οποία ισχύει ότι 
[image: image250.wmf]αβγ0
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και 
[image: image251.wmf]β
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. Να αποδείξετε ότι:  α) 
[image: image252.wmf]αβ
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,                  β) 
[image: image253.wmf]βγ
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.
	Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


3.1 – Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα

	Ορισμός:

· Έστω λ ένας πραγματικός αριθμός, με 
[image: image254.wmf]λ0

¹

 και 
[image: image255.wmf]α

r

 ένα μη μηδενικό διάνυσμα. 

Το γινόμενο του λ με το 
[image: image256.wmf]r

α

 είναι ένα διάνυσμα που το συμβολίζουμε με 
[image: image257.wmf]r

λα

 το οποίο:

· είναι ομόρροπο του 
[image: image258.wmf]α

r

, αν 
[image: image259.wmf]λ0
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, και αντίρροπο του 
[image: image260.wmf]α
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, αν 
[image: image261.wmf]λ0
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,

· έχει μέτρο 
[image: image262.wmf]λα

×
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.

· Αν είναι 
[image: image263.wmf]λ0
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 ή 
[image: image264.wmf]α0
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, τότε ορίζουμε ως 
[image: image265.wmf]λα

r

 το μηδενικό διάνυσμα 
[image: image266.wmf]0

r

.

Παράδειγμα:

Στο διπλανό σχήμα φαίνονται τα διανύσματα 
[image: image267.wmf]α, 3α και 2α
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Ισχύουν:

· 
[image: image268.wmf]3
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  και  
[image: image269.wmf]3
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· 
[image: image270.wmf]2
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[image: image271.wmf]2
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[image: image1779.png]A



Ιδιότητες:

Αν 
[image: image272.wmf]α, β

r
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 είναι δύο διανύσματα και 
[image: image273.wmf]λ, μ
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, τότε ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

· 
[image: image274.wmf](
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· 
[image: image275.wmf](
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[image: image276.wmf](
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Πόρισμα: 

Από τον ορισμό του γινομένου 
[image: image277.wmf]λα
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 και από τις προηγούμενες ιδιότητες προκύπτουν τα εξής:

· 
[image: image278.wmf]λα0  λ0  ή  α0
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· 
[image: image279.wmf](
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· 
[image: image280.wmf](
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· 
[image: image281.wmf](
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· Αν 
[image: image282.wmf]λαλβ
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 και 
[image: image283.wmf]λ0
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, τότε 
[image: image284.wmf]αβ
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· Αν 
[image: image285.wmf]λαμα
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 και 
[image: image286.wmf]α0
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, τότε 
[image: image287.wmf]λμ

=
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	Μεθοδολογία:

Για να αποδείξουμε μια διανυσματική ισότητα, είτε μεταφέρουμε όλα τα διανύσματα στο ένα μέλος και κάνουμε τις προσθέσεις και τις αφαιρέσεις, είτε θεωρούμε ένα σημείο ως σημείο αναφοράς.


· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ, Δ. Να αποδείξετε ότι:

α) 
[image: image288.wmf]3

ΑΒ2ΑΓ3ΔΒ2ΔΓΔΑ
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β) 
[image: image289.wmf]5
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3.2 – Σταθερό διάνυσμα

	Μεθοδολογία:

Έστω 
[image: image290.wmf]v

r

 ένα διάνυσμα το οποίο είναι γραμμένο ως συνάρτηση διανυσμάτων που έχουν ως άκρο ένα ή περισσότερα μεταβλητά σημεία. Για να αποδείξουμε ότι το διάνυσμα 
[image: image291.wmf]v
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 είναι σταθερό, προσπαθούμε με κατάλληλους μετασχηματισμούς (συνήθως θεωρώντας ένα σταθερό σημείο ως σημείο αναφοράς) να απαλείψουμε το μεταβλητό σημείο και να εκφράσουμε το 
[image: image292.wmf]v
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 ως συνάρτηση γνωστών διανυσμάτων.


· Εφαρμογή

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε σημείο Μ, το διάνυσμα: 
[image: image293.wmf]v3M
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, είναι σταθερό (δηλαδή ανεξάρτητο του Μ).

3.3 – Συνθήκη παραλληλίας διανυσμάτων

	Θεώρημα:

Αν 
[image: image294.wmf]α, β
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 είναι δύο διανύσματα, με 
[image: image295.wmf]β0
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, τότε ισχύει η ισοδυναμία: 
[image: image296.wmf]  
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Ειδικότερα, ισχύουν τα εξής: 
[image: image297.wmf]     
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· Εφαρμογή

α) Αν ισχύει ότι 
[image: image299.wmf]ΑΕ3ΖΔ3ΓΖΒΕ
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, να αποδείξετε ότι: 
[image: image300.wmf]AB
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β) Αν ισχύει ότι 
[image: image301.wmf]2
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, να αποδείξετε ότι: 
[image: image302.wmf]ΚΛΜΝ
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3.4 – Συνευθειακά σημεία (1)

	Μεθοδολογία:

Για να αποδείξουμε ότι τρία σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά, εργαζόμαστε ως εξής:

Επιλέγουμε δύο διανύσματα που έχουν άκρα τα σημεία αυτά, για παράδειγμα τα 
[image: image303.wmf]AB
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 και 
[image: image304.wmf]B
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 και αποδεικνύουμε ότι 
[image: image305.wmf]AB
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, με 
[image: image306.wmf]λ
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. Η σχέση αυτή σημαίνει ότι 
[image: image307.wmf]ABB
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, άρα και για τις ευθείες ΑΒ και ΑΓ ισχύει 
[image: image308.wmf]ΑΒΒΓ

P

. Όμως οι ευθείες ΑΒ και ΒΓ είναι παράλληλες και έχουν κοινό σημείο το Β, άρα ταυτίζονται, οπότε τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.     


· Εφαρμογή

Αν ισχύει ότι 
[image: image309.wmf]3

ΑΔ2ΔΓ5ΒΔΓΑ
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, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά.
3.5 – Συνευθειακά σημεία (2)

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image310.wmf]α, β, γ
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. Αν ισχύουν 
[image: image311.wmf]OA4
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[image: image312.wmf]O
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  και  
[image: image313.wmf]O
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, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά.

3.6 – Συνευθειακά σημεία (3) – Βασική άσκηση

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ για τα οποία ισχύουν 
[image: image314.wmf]1
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[image: image315.wmf]3
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  και  
[image: image316.wmf]ΓΖ2ΒΓ
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Να αποδείξετε ότι τα σημεία Δ, Ε, Ζ είναι συνευθειακά.

3.7 – Διανυσματική ακτίνα μέσου 

	[image: image1780.jpg]


Πρόταση:

Έστω ΑΒ ένα ευθύγραμμο τμήμα και Ο ένα σημείο αναφοράς. 

Το σημείο Μ είναι μέσο του ΑΒ, αν και μόνο αν 
[image: image317.wmf]uuuruuur
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                                          Απόδειξη

Η παραπάνω σχέση αποδεικνύεται ως εξής:


[image: image318.wmf]Μ μέσο του ΑΒ  ΑΜΜΒ  ΟΜΟΑΟΒΟΜ
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· Εφαρμογή

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τυχαίο σημείο Δ της πλευράς ΒΓ. 

Αν Κ, Λ, Μ είναι τα μέσα των ΒΔ, ΔΓ, ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
[image: image319.wmf]ΑΚΑΛΑΜΑΔ
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.

3.8 - Εφαρμογή Ευκλείδειας Γεωμετρίας    

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Μ, Ν τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι 
[image: image320.wmf]1
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 3.12 – Προσδιορισμός πραγματικού αριθμού από διανυσματική ισότητα 

	Μεθοδολογία:

Όταν μας ζητούν να βρούμε έναν πραγματικό αριθμό από μια δοθείσα διανυσματική ισότητα, τότε προσπαθούμε να φέρουμε την ισότητα στη μορφή 
[image: image321.wmf]rr
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[image: image322.wmf]r
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, απ’ όπου προκύπτει ότι 
[image: image323.wmf]λμ
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· Εφαρμογή

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ για το οποίο ισχύει 
[image: image324.wmf]ΒΔ3ΑΓ4ΑΒ
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α) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image325.wmf]ΑΔΒΓ
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β) Να βρείτε τον αριθμό 
[image: image326.wmf]x
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, ώστε να ισχύει 
[image: image327.wmf]x

ΑΓ3ΑΒΓΔ
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3.13 – Γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων

	Ορισμός:

Έστω 
[image: image328.wmf]α και β
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 δύο διανύσματα. Γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image329.wmf]α και β

r

r

 ονομάζεται κάθε διάνυσμα της μορφής 
[image: image330.wmf]××
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[image: image331.wmf]κ, λ
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Πρόταση:

Έστω 
[image: image332.wmf]α και β
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 δύο μη συγγραμμικά διανύσματα.

α) Αν ισχύει ότι 
[image: image333.wmf]××
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, τότε 
[image: image334.wmf]κλ0
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β) Αν ισχύει ότι 
[image: image335.wmf]××××
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, τότε είναι: 
[image: image336.wmf]12
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  και  
[image: image337.wmf]12
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                                  Απόδειξη

α) Έστω ότι είναι 
[image: image338.wmf]κ0
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. Τότε έχουμε: 
[image: image339.wmf]λ
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[image: image340.wmf]αβ
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     Αυτό όμως είναι άτοπο. Άρα 
[image: image341.wmf]κ0
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. Ομοίως αποδεικνύουμε ότι 
[image: image342.wmf]λ0
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β) Έχουμε: 
[image: image343.wmf](
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[image: image344.wmf](
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     Η παραπάνω πρόταση μας δείχνει ότι ένα διάνυσμα 
[image: image345.wmf]v

r

 δεν μπορεί να γραφεί ως γραμμικός 

     συνδυασμός δύο μη συγγραμμικών διανυσμάτων 
[image: image346.wmf]α και β
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 με δύο διαφορετικούς τρόπους.           


· Εφαρμογή

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image347.wmf](
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[image: image348.wmf]w2
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, όπου 
[image: image349.wmf]α
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 και 
[image: image350.wmf]β
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 δύο μη συγγραμμικά διανύσματα. Να βρείτε για ποια τιμή του αριθμού 
[image: image351.wmf]λ
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 είναι 
[image: image352.wmf]wv
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
3.16 Αν ισχύει ότι 
[image: image353.wmf]5

ΑΓ2ΔΒ5ΒΓ2ΔΑ
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, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α και Β ταυτίζονται.
3.17 Δίνονται τα διαφορετικά ανά δύο σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε για τα οποία ισχύει η σχέση:     
[image: image354.wmf]3

ΑΔ5ΒΔ8ΓΔΑΕ3ΒΕ4ΓΕ
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. Να αποδείξετε ότι το Γ είναι μέσο του ΑΒ.

3.18  Έστω Α, Β, Γ, Δ, σημεία μη συνευθειακά ανά τρία για τα ποία ισχύει ότι 
[image: image355.wmf]5

ΑΒ3ΑΓΓΔ3ΒΔ
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Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

3.19 Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να αποδείξετε ότι το διάνυσμα 
[image: image356.wmf]u
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 είναι    ανεξάρτητο του σημείου Μ.

3.20 Θεωρούμε τα διαφορετικά σημεία Α και Β, καθώς και σημείο Γ, για το οποίο ισχύει 
[image: image357.wmf]ΑΓ3ΑΒ
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 και   
[image: image358.wmf]ΒΓλΑΒ
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. Να βρείτε την τιμή του 
[image: image359.wmf]λ
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3.22 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο M της πλευράς ΒΓ τέτοιο, ώστε: 
[image: image360.wmf]ΜΒ2ΜΓ
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Να αποδείξετε ότι 
[image: image361.wmf]3

ΑΜΑΒ2ΑΓ
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3.24 Έστω Α, Β, Γ, Δ σημεία μη συνευθειακά ανά τρία για τα οποία ισχύει ότι 
[image: image362.wmf]2
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α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

β) Να βρείτε σημείο Μ, ώστε να ισχύει ότι 
[image: image363.wmf]ΜΑΜΒΜΓΜΔ
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3.26 Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να αποδείξετε ότι:

α) το διάνυσμα 
[image: image364.wmf]v4
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 είναι ομόρροπο με το 
[image: image365.wmf]ΒΓ
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β) το διάνυσμα 
[image: image366.wmf]w2
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 είναι αντίρροπο με το 
[image: image367.wmf]ΑΔ
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.

3.27 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image368.wmf]u4
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[image: image369.wmf]v2
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. Να αποδείξετε ότι:

α) το διάνυσμα 
[image: image370.wmf]γu3v
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 είναι ομόρροπο με το 
[image: image371.wmf]α
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β) το διάνυσμα 
[image: image372.wmf]δu2v
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 είναι αντίρροπο με το 
[image: image373.wmf]β
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3.29 Αν ισχύει ότι 
[image: image374.wmf]2

ΑΛ3ΒΛ2ΜΒΑΚΑΜΒΚ
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, να αποδείξετε ότι 
[image: image375.wmf]ΚΛΜΛ
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[image: image1781.jpg]



3.30 Στο διπλανό σχήμα είναι 
[image: image376.wmf]ΑΔα

=

uur

r

  και  
[image: image377.wmf]ΑΒβ
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[image: image378.wmf]ΑΓα3β
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Να αποδείξετε ότι:  

α) το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο,

β) το διάνυσμα 
[image: image379.wmf]u
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 είναι ομόρροπο με το 
[image: image380.wmf]β
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3.31 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημείο Ρ της πλευράς ΒΓ τέτοιο, ώστε 
[image: image381.wmf]ΡΓ2ΡΒ
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α) Να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image382.wmf]ΑΡ
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 συναρτήσει των διανυσμάτων: 
[image: image383.wmf]ΑΒ
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 και 
[image: image384.wmf]ΑΔ
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β) Να αποδείξετε ότι το διάνυσμα: 
[image: image385.wmf]v
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 είναι ομόρροπο του 
[image: image386.wmf]ΓΔ
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.

3.32 Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και σημείο Ρ της πλευράς ΒΓ τέτοιο, ώστε 
[image: image387.wmf]ΡΒ2ΓΡ

=

uuruur
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Αν επιπλέον ισχύει ότι: 
[image: image388.wmf]ΡΑΡΓΡΔ3ΒΑ
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 να αποδείξετε ότι: 

α) 
[image: image389.wmf]2

ΒΡΒΓ

3

=

uuruur

,                    

β) το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο με βάσεις τις ΑΒ και ΓΔ.

3.33 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Κ και Λ τέτοια, ώστε 
[image: image390.wmf]4
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 και 
[image: image391.wmf]4
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α) Να εκφράσετε τα διανύσματα 
[image: image392.wmf]ΑΚ
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 και 
[image: image393.wmf]ΑΛ
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 συναρτήσει των διανυσμάτων 
[image: image394.wmf]ΑΒ
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 και 
[image: image395.wmf]ΑΓ
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.

β) Να αποδείξετε ότι 
[image: image396.wmf]ΚΛΒΓ
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3.35 Δίνονται σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε για τα οποία ισχύει ότι 
[image: image397.wmf]5
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Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

3.36 Θεωρούμε τα σημεία Ο, Α, Β, και Γ,  για τα οποία ισχύει ότι 
[image: image398.wmf]ΟΑ4α
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[image: image399.wmf]ΟΒ2β
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  και  
[image: image400.wmf]ΟΓ2α3β
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. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

3.38 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ τέτοιο, ώστε 
[image: image401.wmf](
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, 
[image: image402.wmf]λ
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Να αποδείξετε ότι τα σημεία Β, Γ, Δ είναι συνευθειακά.
3.40 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Μ της πλευράς ΒΓ τέτοιο, ώστε 
[image: image403.wmf]2

ΜΒΜΓ
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α) Να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image404.wmf]ΑΜ
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 ως συνάρτηση των 
[image: image405.wmf]ΑΒ
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 και 
[image: image406.wmf]ΑΓ
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.

β)  Έστω σημείο Δ τέτοιο ώστε 
[image: image407.wmf]15

ΑΔ6ΒΔ4ΓΔ
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. Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Δ, Μ είναι συνευθειακά.

3.44 Έστω 
[image: image408.wmf]α, β, γ
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 τα διανύσματα θέσης των σημείων Α, Β, Γ αντίστοιχα ως προς ένα σημείο Ο. Θεωρούμε επίσης τα σημεία Κ, Λ, Μ για τα οποία ισχύουν 
[image: image409.wmf]ΑΒ3ΒΚ
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,  
[image: image410.wmf]2
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,  
[image: image411.wmf]3
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α) Να εκφράσετε τα διανύσματα 
[image: image412.wmf]ΟΚ
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, 
[image: image413.wmf]ΟΛ
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 και 
[image: image414.wmf]ΟΜ
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 ως συνάρτηση των 
[image: image415.wmf]α, β, γ
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β) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ, Λ, Μ είναι συνευθειακά.

3.45 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Ε το μέσο της πλευράς ΑΓ. 

Θεωρούμε επίσης σημεία Δ και Ζ τέτοια, ώστε 
[image: image416.wmf]ΔΒ2ΑΔ
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  και  
[image: image417.wmf]ΓΖΒΓ
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α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image418.wmf]1

ΑΔΑΒ
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.

β) Να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image419.wmf]ΔΕ
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 συναρτήσει των 
[image: image420.wmf]ΑΒ
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 και 
[image: image421.wmf]ΑΓ
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.

γ) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Δ, Ε, Ζ είναι συνευθειακά.

3.47 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω Κ το κέντρο του και Μ το μέσο του ΚΓ.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image422.wmf]ΑΒΑΔ4ΑΜ2ΑΓ
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β) Να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image423.wmf]ΒΜ
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 ως γραμμικό συνδυασμό  των 
[image: image424.wmf]ΒΑ
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 και 
[image: image425.wmf]ΒΓ
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.

3.48 Δίνεται τυχαίο τετράπλευρο ΑΒΓΔ και έστω Κ, Λ τα μέσα των ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι: α) 
[image: image426.wmf]ΑΔΒΓ
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                      β) 
[image: image427.wmf]ΛΑΛΒΚΓΚΔ0
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3.51 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ και Κ το μέσο του ΜΓ.

α) Να εκφράσετε τo διάνυσμα 
[image: image428.wmf]ΑΚ
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 συναρτήσει των 
[image: image429.wmf]ΑΒ
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 και 
[image: image430.wmf]ΑΓ
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β) Για οποιοδήποτε σημείο Ν, να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 
[image: image431.wmf]v3

ΝΒ5ΝΓ8ΝΑ

=+-

uuruuruur

r

 και 
[image: image432.wmf]u
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     είναι παράλληλα.

3.53 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Δ, Ε της πλευράς ΒΓ, με 
[image: image433.wmf]ΒΔΔΕΕΓ
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Θεωρούμε και τα διανύσματα 
[image: image434.wmf]ΑΒβ
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,  
[image: image435.wmf]ΑΓγ
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[image: image436.wmf]ΑΔx
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[image: image437.wmf]AEy
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α) Να εκφράσετε τα διανύσματα 
[image: image438.wmf]x
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 και 
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 συναρτήσει των 
[image: image440.wmf]β και γ
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β) Να αποδείξετε ότι: 

i. το διάνυσμα 
[image: image441.wmf]vxy
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 είναι ομόρροπο του 
[image: image442.wmf]AM
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, όπου Μ το μέσο της ΒΓ,

ii. το διάνυσμα 
[image: image443.wmf]uxy
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 είναι αντίρροπο του 
[image: image444.wmf]ΒΓ
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3.54 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Κ, Λ των πλευρών ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα τέτοια, ώστε 
[image: image445.wmf]ΚΒ2ΑΚ

=

uuruur

 και 
[image: image446.wmf]ΑΛ2ΛΓ
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. Έστω επίσης Μ το μέσο του ΚΛ.

α) Να εκφράσετε τo διάνυσμα 
[image: image447.wmf]ΑΜ
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 συναρτήσει των 
[image: image448.wmf]ΑΒ
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 και 
[image: image449.wmf]ΑΓ

uur

.

β) Αν για το σημείο Δ ισχύει ότι 
[image: image450.wmf]3

ΔΒ4ΔΓ5ΑΒ

-=

uuruuruur

, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Μ, Δ είναι συνευθειακά.

3.64 Αν τα σημεία Α και Β είναι διαφορετικά, να βρείτε τον 
[image: image451.wmf]x
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 ώστε 
[image: image452.wmf]x
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3.65 Δίνονται σημεία Α, Β, Γ, Δ, με Β διαφορετικό του Γ, για τα οποία ισχύει 
[image: image453.wmf]3
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α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image454.wmf]ΑΔΒΓ
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β) Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image455.wmf](
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3.68 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Ρ τέτοιο, ώστε 
[image: image456.wmf]BP3
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α) Να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image457.wmf]ΑΡ

uur

 ως γραμμικό συνδυασμό  των 
[image: image458.wmf]ΑΒ
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 και 
[image: image459.wmf]ΑΓ
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β) Να βρείτε τα 
[image: image460.wmf]κ,λ
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 για τα οποία ισχύει 
[image: image461.wmf]8
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3.70 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image462.wmf](
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  και  
[image: image463.wmf](
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, όπου 
[image: image464.wmf]α
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 και 
[image: image465.wmf]β
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 μη συγγραμικά διανύσματα. Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image466.wmf]λ
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 τα διανύσματα 
[image: image467.wmf]v
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 και 
[image: image468.wmf]u
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 είναι παράλληλα.

3.71 Θεωρούμε τα μη συνευθειακά σημεία Ο, Α, Β και τα διανύσματα 
[image: image469.wmf]u
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 και 
[image: image470.wmf]v
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. Να αποδείξετε ότι για κάθε 
[image: image471.wmf]λ
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 τα διανύσματα 
[image: image472.wmf]v
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 και 
[image: image473.wmf]u
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 δεν είναι συγγραμικά.
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3.74 Στο διπλανό σχήμα είναι 
[image: image474.wmf]1
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3

=×

 και Ε το μέσο της ΟΒ.                                                  

 Έστω ότι ισχύουν οι σχέσεις 
[image: image475.wmf]ΟΔα
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 και 
[image: image476.wmf]ΟΕβ
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α) Να εκφράσετε τα 
[image: image477.wmf]ΔΒ
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, 
[image: image478.wmf]ΑΕ
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 και 
[image: image479.wmf]ΔΕ
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 ως συνάρτηση των 
[image: image480.wmf]α
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 και 
[image: image481.wmf]β
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β) Αν 
[image: image482.wmf]ΔΜλΔΒ
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  και  
[image: image483.wmf]ΕΜμΕΑ
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, να βρείτε:  i) τα 
[image: image484.wmf]λ, μ
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,         ii) τον λόγο 
[image: image485.wmf]ΕΜ
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3.75 Στο διπλανό σχήμα τα σημεία Α και Β έχουν διανύσματα θέσεως, ως προς το Ο τα 
[image: image486.wmf]6
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 και 
[image: image487.wmf]6
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 αντίστοιχα, το Μ είναι μέσο του ΟΑ, ισχύει 
[image: image488.wmf]ΑΔ2ΔΒ
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 και Ε το μέσο της ΟΔ.                                           
α) Να εκφράσετε το 
[image: image489.wmf]ΟΔ

uuur

 ως συνάρτηση των 
[image: image490.wmf]α

r

 και 
[image: image491.wmf]β
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.

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΑΒΕ είναι τραπέζιο.

γ) Αν η ΑΕ τέμνει την ΟΒ στο Γ και είναι: 
[image: image492.wmf]ΟΓκβ
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 να υπολογίσετε το κ.

	Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


4.1 – Άξονας – Καρτεσιανό επίπεδο 

	[image: image1784.png]


Άξονας:

· Σε μια ευθεία 
[image: image493.wmf]xx

¢

 παίρνουμε δύο σημεία Ο και Ι έτσι, ώστε το διάνυσμα 
[image: image494.wmf]OIi

=

uur

r

 να έχει μέτρο 1 και να βρίσκεται στην ημιευθεία Ox. Έτσι ορίζουμε έναν άξονα με αρχή το Ο και μοναδιαίο διάνυσμα το 
[image: image495.wmf]i

r

 και τον συμβολίζουμε με 
[image: image496.wmf]xx

¢

. 

Την ημιευθεία Ox τη λέμε θετικό ημιάξονα, ενώ την ημιευθεία Ox’ τη λέμε αρνητικό ημιάξονα.

· Για κάθε σημείο Μ του άξονα 
[image: image497.wmf]xx

¢

, επειδή είναι 
[image: image498.wmf]OMi

uuur

r

P

, υπάρχει ένας μοναδικός 
[image: image499.wmf]x

Î

¡

 τέτοιος ώστε 
[image: image500.wmf]OMxi
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uuur

r

. Τον αριθμό x τον ονομάζουμε τετμημένη του σημείου Μ. Αντίστροφα, από την σχέση 
[image: image501.wmf]OMxi
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uuur
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 συμπεραίνουμε ότι για κάθε πραγματικό αριθμό x υπάρχει ένα μοναδικό σημείο Μ του άξονα που έχει τετμημένη x. Το σημείο Μ με τετμημένη x το συμβολίζουμε 
[image: image502.wmf](
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Mx

.

Καρτεσιανό επίπεδο:

· Στο επίπεδο θεωρούμε δύο κάθετους άξονες 
[image: image503.wmf]xx

¢

 και 
[image: image504.wmf]yy

¢

 με κοινή αρχή Ο και μοναδιαία διανύσματα 
[image: image505.wmf]i

r

 και 
[image: image506.wmf]j

r

 αντίστοιχα. Τότε λέμε ότι έχουμε ένα ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων ή ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο ή ένα καρτεσιανό επίπεδο και το συμβολίζουμε με Oxy. Το σύστημα Oxy λέγεται ορθοκανονικό, διότι είναι ορθογώνιο (αφού οι άξονες 
[image: image507.wmf]xx

¢

 και 
[image: image508.wmf]yy

¢

 είναι κάθετοι) και κανονικό (αφού 
[image: image509.wmf]ij
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rr

).

· [image: image1785.png]


Έστω σημείο Μ στο καρτεσιανό επίπεδο Oxy. Φέρνουμε από το Μ κάθετες προς τους άξονες 
[image: image510.wmf]xx

¢

 και 
[image: image511.wmf]yy

¢

 και έστω 
[image: image512.wmf]1

M

 και 
[image: image513.wmf]2

M

 τα σημεία τομής. Αν x είναι η τετμημένη του 
[image: image514.wmf]1

M

 ως προς τον άξονα 
[image: image515.wmf]xx

¢

 και y η τετμημένη του 
[image: image516.wmf]2

M

 ως προς τον άξονα 
[image: image517.wmf]yy

¢

, τότε ο αριθμός x λέγεται τετμημένη του Μ και ο αριθμός y τεταγμένη του Μ. Η τετμημένη και η τεταγμένη λέγονται συντεταγμένες του Μ. Έτσι, σε κάθε σημείο Μ του επιπέδου αντιστοιχεί ένα διατεταγμένο ζεύγος 
[image: image518.wmf](
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 πραγματικών αριθμών και αντίστροφα σε κάθε ζεύγος 
[image: image519.wmf](
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x,y

 πραγματικών αριθμών αντιστοιχεί ένα σημείο του επιπέδου. Το σημείο Μ με τετμημένη x και τεταγμένη y το συμβολίζουμε 
[image: image520.wmf](
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 ή 
[image: image521.wmf](
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x,y

.

Βασικές γνώσεις:

1) Σημεία των αξόνων:

· Το σημείο 
[image: image522.wmf](

)

Mx,y

 ανήκει στον άξονα 
[image: image523.wmf]xx

¢

, αν και μόνο αν 
[image: image524.wmf]y0
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· Το σημείο 
[image: image525.wmf](

)

Mx,y

 ανήκει στον άξονα 
[image: image526.wmf]yy

¢

, αν και μόνο αν 
[image: image527.wmf]x0
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2) Συμμετρικά σημεία:

Το συμμετρικό του σημείου 
[image: image528.wmf](
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Mx,y

 ως προς:

· τον άξονα 
[image: image529.wmf]yy

¢

 είναι το σημείο 
[image: image530.wmf](
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Mx,y

-

,

· τον άξονα 
[image: image531.wmf]xx

¢

 είναι το σημείο 
[image: image532.wmf](
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Mx,y
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,

· την αρχή των αξόνων 
[image: image533.wmf](

)
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 είναι το σημείο 
[image: image534.wmf](
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· τη διχοτόμο της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων είναι το σημείο 
[image: image535.wmf](

)

4

My,x

.

[image: image1788.png]



3)  Αποστάσεις σημείου από τους άξονες:

      Θεωρούμε ένα σημείο 
[image: image536.wmf](
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Mx,y

.

· Η απόσταση του Μ από τον άξονα 
[image: image537.wmf]xx

¢

 είναι: 
[image: image538.wmf](
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· Η απόσταση του Μ από τον άξονα 
[image: image539.wmf]yy

¢

 είναι: 
[image: image540.wmf](
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· Eφαρμογή

Ποια είναι η θέση στο καρτεσιανό επίπεδο των σημείων 
[image: image541.wmf](
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Μx,y

 για τα οποία ισχύει:

α) 
[image: image542.wmf]x3
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                                                                               β) 
[image: image543.wmf]y2
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γ) 
[image: image544.wmf]1x3
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                                                                       δ) 
[image: image545.wmf]y2
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ε) 
[image: image546.wmf]x2
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 και  
[image: image547.wmf]1y3
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4.2 – Συντεταγμένες διανύσματος 

	· [image: image1789.png]


Έστω Οxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο και 
[image: image548.wmf]α

r

 ένα διάνυσμα 
[image: image549.wmf]OA
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. Αν 
[image: image550.wmf]1
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 και 
[image: image551.wmf]2

A

 οι προβολές του σημείου Α στον άξονα 
[image: image552.wmf]xx

¢

 και 
[image: image553.wmf]yy
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 αντίστοιχα, τότε είναι: 
[image: image554.wmf]12
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Αν 
[image: image555.wmf](
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 είναι οι συντεταγμένες του Α, τότε ισχύουν: 
[image: image556.wmf]1
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 και 
[image: image557.wmf]2
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Επομένως έχουμε: 
[image: image558.wmf]OAxiyj  

αxiyj

=+Û=+

uuur

rrrr

r

.

Παρατηρούμε ότι το 
[image: image559.wmf]α
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 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων 
[image: image560.wmf]i
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 και 
[image: image561.wmf]j
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.

· Πρόταση:

Κάθε διάνυσμα 
[image: image562.wmf]α

r

 του επιπέδου γράφεται κατά μοναδικό τρόπο στη μορφή 
[image: image563.wmf]rr
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(δηλαδή ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων 
[image: image564.wmf]i

r

 και 
[image: image565.wmf]j
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                                     Απόδειξη

Έστω ότι το διάνυσμα 
[image: image566.wmf]α

r

 μπορεί να γραφεί με δύο τρόπους ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων 
[image: image567.wmf]i
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 και 
[image: image568.wmf]j
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. Δηλαδή, έστω ότι είναι: 
[image: image569.wmf]αxiyj
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  και  
[image: image570.wmf]αxiyj
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Τότε έχουμε: 
[image: image571.wmf](
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Αν είναι 
[image: image572.wmf]xx
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, τότε: 
[image: image573.wmf]yy
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, δηλαδή 
[image: image574.wmf]ij
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, που είναι άτοπο, αφού τα 
[image: image575.wmf]i
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 και 
[image: image576.wmf]j
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 δεν είναι συγγραμμικά. Άρα είναι 
[image: image577.wmf]xx
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, οπότε και 
[image: image578.wmf]yy
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Παρατηρήσεις:

Τα διανύσματα 
[image: image579.wmf]xi
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 και 
[image: image580.wmf]yj
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 λέγονται συνιστώσες του 
[image: image581.wmf]α

r

 κατά τη διεύθυνση των 
[image: image582.wmf]i
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 και 
[image: image583.wmf]j
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 αντίστοιχα, ενώ οι αριθμοί x και y λέγονται συντεταγμένες του 
[image: image584.wmf]α
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 στο σύστημα Oxy. Ο αριθμός x λέγεται τετμημένη του 
[image: image585.wmf]α

r

 και ο αριθμός y λέγεται τεταγμένη του 
[image: image586.wmf]α
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. Συμβολικά γράφουμε: 
[image: image587.wmf](
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Δηλαδή είναι: 
[image: image588.wmf](
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· Εφαρμογή

Να βρείτε τις συντεταγμένες των παρακάτω διανυσμάτων:

α) 
[image: image589.wmf]α2i3j
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                                                                     β) 
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γ) 
[image: image591.wmf]γ4i
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                                                                              δ) 
[image: image592.wmf]δ5j

=-

r

r

      

4.3 – Ίσα διανύσματα 

	Από τον ορισμό των συντεταγμένων ενός διανύσματος προκύπτει ότι:

«Δύο διανύσματα είναι ίσα, αν και μόνο αν οι αντίστοιχες συντεταγμένες τους είναι ίσες».

Δηλαδή ισχύει ότι: Αν 
[image: image593.wmf](
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· Εφαρμογή

Να βρείτε τις τιμές των 
[image: image596.wmf]λ, μ
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, ώστε τα διανύσματα 
[image: image597.wmf](
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 να είναι ίσα.
4.4 – Μηδενικό και μη μηδενικό διάνυσμα 

	Μεθοδολογία:

Έστω ένα διάνυσμα 
[image: image599.wmf](
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. Ισχύουν τα εξής: 
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· Εφαρμογή

Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image602.wmf](
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[image: image603.wmf]λ

Î

¡

. 

Να βρείτε για ποιες τιμές του λ ισχύει ότι: α) 
[image: image604.wmf]α0
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                     β) 
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4.5 – Διανύσματα παράλληλα στους άξονες x’x και y’y 

	[image: image1790.png]A(2,5) B(4,-8)
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Μεθοδολογία:

Έστω ένα διάνυσμα 
[image: image606.wmf](
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· Το διάνυσμα 
[image: image607.wmf]α
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 είναι παράλληλο στον άξονα 
[image: image608.wmf]xx
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, αν και μόνο αν η τεταγμένη του είναι ίση με 0. Δηλαδή: 
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· Το διάνυσμα 
[image: image610.wmf]α
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 είναι παράλληλο στον άξονα 
[image: image611.wmf]yy
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, αν και μόνο αν η τετμημένη του είναι ίση με 0. Δηλαδή: 
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· Εφαρμογή

Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image613.wmf](
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, με 
[image: image614.wmf]λ
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Να βρείτε για ποιες τιμές του λ ισχύει ότι: 
α) 
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 β) 
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4.6 – Συντεταγμένες γραμμικού συνδυασμού διανυσμάτων 

	Πρόταση:

Αν 
[image: image617.wmf](
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· 
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                              Απόδειξη

Ισχύουν τα εξής: 
[image: image622.wmf](
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· Για το διάνυσμα 
[image: image624.wmf]αβ

+

r

r

 έχουμε: 
[image: image625.wmf](
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,  που σημαίνει ότι 
[image: image626.wmf](
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· Για το διάνυσμα 
[image: image627.wmf]λα

r

 έχουμε 
[image: image628.wmf](

)

1111

λα  λxiyj  λxiλyj

=+=+

rrrr

r

, που σημαίνει ότι 
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· Για το διάνυσμα 
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 έχουμε: 
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· Εφαρμογή
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image632.wmf](
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[image: image633.wmf](
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α) Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων 
[image: image634.wmf]γ2α5β
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[image: image635.wmf]δαβ
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β) Να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image636.wmf](
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 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image637.wmf]γ
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4.7 – Συντεταγμένες μέσου τμήματος 

	Πρόταση:

[image: image1792.png]


Έστω ΑΒ ένα ευθύγραμμο τμήμα με 
[image: image639.wmf](
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 και 
[image: image640.wmf](
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Αν 
[image: image641.wmf](
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 είναι το μέσο Μ του ΑΒ, τότε ισχύει ότι: 
[image: image642.wmf]12
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                              Απόδειξη

Είναι 
[image: image644.wmf](
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[image: image645.wmf](

)

11

OAx,y

=

uuur

 και 
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Επίσης ισχύει ότι: 
[image: image647.wmf](
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[image: image648.wmf](
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Άρα είναι 
[image: image649.wmf]12
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[image: image650.wmf]12
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· Εφαρμογή

Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, με 
[image: image651.wmf](
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[image: image652.wmf](
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Να βρείτε:

α) το μέσο Μ του ΑΒ,                

β) σημείο Γ τέτοιο, ώστε το Β να είναι μέσο του ΑΓ.

4.8 – Συντεταγμένες διανύσματος με γνωστά άκρα 

	Πρόταση:

Για το διάνυσμα 
[image: image653.wmf]AB
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 με άκρα τα σημεία 
[image: image654.wmf](
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[image: image655.wmf](
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[image: image656.wmf](
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[image: image1793.png]


                              Απόδειξη

Έστω 
[image: image657.wmf](
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 οι συντεταγμένες του διανύσματος 
[image: image658.wmf]AB
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, δηλαδή 
[image: image659.wmf](
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Επίσης είναι 
[image: image660.wmf](
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Ισχύει ότι 
[image: image662.wmf]ABOBOA
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, οπότε: 
[image: image663.wmf](
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Δηλαδή είναι 
[image: image664.wmf](
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Αποδείξαμε λοιπόν ότι:

· 
[image: image665.wmf](
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· 
[image: image666.wmf](
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία 
[image: image667.wmf](
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[image: image668.wmf](

)

Β7,2

. Να βρείτε:

α) τις συντεταγμένες του διανύσματος 
[image: image669.wmf]ΑΒ
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,           

β) το σημείο Γ για το οποίο ισχύει ότι 
[image: image670.wmf](
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[image: image1794.jpg]



4.9 – Κέντρο παραλληλογράμμου 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με 
[image: image671.wmf](
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[image: image672.wmf](
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 και 
[image: image673.wmf](
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Να βρείτε τις συντεταγμένες:  

α) το κέντρο Κ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ,                 

β) της κορυφής Δ.

4.11 – Μέτρο διανύσματος 

	Πρόταση:

Αν 
[image: image674.wmf](
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, τότε το μέτρο του διανύσματος 
[image: image675.wmf]α
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 δίνεται από τον τύπο 
[image: image676.wmf]r
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[image: image1795.jpg]


                              Απόδειξη

Θεωρούμε σημείο Α με διανυσματική ακτίνα: 
[image: image677.wmf](
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Τότε θα είναι 
[image: image678.wmf](
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[image: image679.wmf]12
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 είναι οι προβολές του Α στους άξονες 
[image: image680.wmf]xx
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, 
[image: image681.wmf]yy
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 αντίστοιχα, θα ισχύουν 
[image: image682.wmf](
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[image: image683.wmf](
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Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο 
[image: image684.wmf]1
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 έχουμε:


[image: image685.wmf](
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[image: image686.wmf]2
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image687.wmf](
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[image: image688.wmf](
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[image: image689.wmf]x
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Να βρείτε:

α) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image690.wmf]α
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,       

β) τον αριθμό x, ώστε το διάνυσμα 
[image: image691.wmf]γαβ

=+

r

r

r

 να έχει μέτρο ίσο με 
[image: image692.wmf]5

.

4.12 – Απόσταση δύο σημείων του επιπέδου 

	Πρόταση:

Η απόσταση των σημείων 
[image: image693.wmf](
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 και 
[image: image694.wmf](
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[image: image695.wmf](

)

(

)

(

)

22

2121

ABxxyy

=-+-

. 

[image: image1796.png]


                              Απόδειξη

Η απόσταση 
[image: image696.wmf](
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 των σημείων 
[image: image697.wmf](
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 και 
[image: image698.wmf](
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 είναι ίση με το μέτρο του διανύσματος 
[image: image699.wmf]AB
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. Όμως είναι 
[image: image700.wmf](
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Επομένως έχουμε:
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία 
[image: image702.wmf](
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 και 
[image: image703.wmf](
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α) Να βρείτε την απόσταση 
[image: image704.wmf](
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β) Να βρείτε ποια σημεία του άξονα x’x απέχουν από το Α απόσταση ίση με 5.

4.13 – Ορίζουσα διανυσμάτων – Συνθήκη παραλληλίας 

	Ορίζουσα διανυσμάτων:

Έστω 
[image: image705.wmf](
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[image: image706.wmf](
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 είναι διανύσματα του καρτεσιανού επιπέδου.  

Η ορίζουσα 
[image: image707.wmf]11
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 που έχει ως πρώτη γραμμή τις συντεταγμένες του 
[image: image708.wmf]α
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 και δεύτερη γραμμή τις συντεταγμένες του 
[image: image709.wmf]β
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, λέγεται ορίζουσα των διανυσμάτων 
[image: image710.wmf]r

α

 και 
[image: image711.wmf]r
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 και συμβολίζεται με 
[image: image712.wmf](
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[image: image713.wmf](
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Συνθήκη παραλληλίας διανυσμάτων:

Αποδεικνύεται ότι ισχύει η ισοδυναμία: 
[image: image714.wmf](
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image715.wmf](
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[image: image716.wmf](
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[image: image717.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image718.wmf]αβ
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β) Να αποδείξετε ότι 
[image: image719.wmf]αγ
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γ) Να βρείτε τον 
[image: image720.wmf]λ
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, ώστε το διάνυσμα 
[image: image721.wmf](
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 να είναι παράλληλο στο διάνυσμα 
[image: image722.wmf]u
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4.14 – Συνευθειακά σημεία

	Μεθοδολογία:

Τρία σημεία Α, Β, Γ του επιπέδου είναι συνευθειακά, αν και μόνο αν τα διανύσματα 
[image: image723.wmf]AB
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 και 
[image: image724.wmf]B
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 είναι παράλληλα, δηλαδή αν και μόνο αν: 
[image: image725.wmf](
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Ανάλογη πρόταση, θα μπορούσε να διατυπωθεί και για τα διανύσματα 
[image: image726.wmf]AB
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 και 
[image: image727.wmf]A
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία 
[image: image728.wmf](
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Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image731.wmf]μ

Î

¡

 τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

4.15 – Γωνία διανύσματος με τον άξονα x’x – Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος 

	[image: image1797.png]


Γωνία διανύσματος με τον άξονα x’x:

Έστω 
[image: image732.wmf](
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 ένα μη μηδενικό διάνυσμα και σημείο Α, τέτοιο ώστε 
[image: image733.wmf]OA
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. Η γωνία ω που διαγράφει ο ημιάξονας 
[image: image734.wmf]Ox

 όταν περιστραφεί γύρω από το Ο κατά τη θετική φορά, μέχρι να συμπέσει με την ημιευθεία ΟΑ για πρώτη φορά, ονομάζεται γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image735.wmf]r
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 με τον άξονα 
[image: image736.wmf]¢
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.

Από τον ορισμό της γωνίας ω διανύσματος με τον άξονα 
[image: image737.wmf]xx
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, προκύπτει ότι 
[image: image738.wmf]0
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.

Επίσης, από την τριγωνομετρία γνωρίζουμε πως όταν 
[image: image739.wmf]x0
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, τότε ισχύει ότι 
[image: image740.wmf]y
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Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος:

Θεωρούμε ένα διάνυσμα 
[image: image741.wmf](
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, με 
[image: image742.wmf]x0
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. Το πηλίκο 
[image: image743.wmf]y
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, της τεταγμένης προς την τετμημένη του διανύσματος 
[image: image744.wmf]α
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, το ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης του 
[image: image745.wmf]α
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 και το συμβολίζουμε με 
[image: image746.wmf]r
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Είναι δηλαδή: 
[image: image747.wmf]r
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[image: image748.wmf]x0
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, όπου ω η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image749.wmf]α
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 με τον άξονα 
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· Αν 
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[image: image752.wmf](
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· Αν 
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[image: image757.wmf](
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, τότε δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος 
[image: image758.wmf]r
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Συνθήκη παραλληλίας:

Αν 
[image: image759.wmf]α
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 είναι δύο διανύσματα με συντελεστές διεύθυνσης 
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                                           Απόδειξη

Έστω 
[image: image764.wmf](
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Έχουμε ότι: 
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	Μεθοδολογία:

Έστω 
[image: image770.wmf](
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 ένα διάνυσμα με 
[image: image771.wmf]x, y0
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. Για να βρούμε τη γωνία ω που σχηματίζει το 
[image: image772.wmf]v
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 με τον άξονα 
[image: image773.wmf]xx
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εργαζόμαστε ως εξής:

· Βρίσκουμε την 
[image: image774.wmf]y
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· Εντοπίζουμε σε ποιο τεταρτημόριο βρίσκεται η τελική πλευρά της ω. Συγκεκριμένα:

· αν 
[image: image775.wmf]x0
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[image: image776.wmf]y0
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· αν 
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	Μεθοδολογία:

Ένα διάνυσμα της μορφής 
[image: image787.wmf](
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 είναι παράλληλο στον άξονα 
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 και σχηματίζει με αυτόν γωνία:
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Ένα διάνυσμα της μορφής 
[image: image791.wmf](
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 είναι παράλληλο στον άξονα 
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 (κάθετο στον 
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image796.wmf](
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[image: image798.wmf](

)

β6,8

=

r

.

α) Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης του διανύσματος 
[image: image799.wmf]β

r

.

β) Αν το διάνυσμα 
[image: image800.wmf]α

r

 έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image801.wmf]α

3

λ

2

=

r

, να βρείτε:

i. τον αριθμό μ,

ii. τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image802.wmf]γαβ

=-

r

r

r

 με τον άξονα x’x,

iii. τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image803.wmf]δ7α5β

=-+

rr

r

 με τον άξονα x’x.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
4.18 Δίνεται το σημείο 
[image: image804.wmf](

)

A

λ,λ2

-

, με 
[image: image805.wmf]λ0

>

, το οποίο απέχει από τον άξονα x’x απόσταση 3. 

Να βρείτε:

α) την τιμή του λ,

β) το συμμετρικό του Α ως προς:

i. τον άξονα x’x,                                                    

ii. τον άξονα y’y,   

iii. την αρχή των αξόνων 
[image: image806.wmf](

)

Ο0,0

,                    

iv. τη διχοτόμο της 1ης – 3ης γωνίας των αξόνων.

4.23 Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image807.wmf](

)

αx,x4y

=+

r

, 
[image: image808.wmf](

)

β1y,yx

=--

r

 και 
[image: image809.wmf](

)

γy,xy

=+

r

, με 
[image: image810.wmf]x, y

Î

¡

.

Αν τα διανύσματα 
[image: image811.wmf]α

r

 και 
[image: image812.wmf]β

r

 είναι ίσα, τότε:

α) να βρείτε τους αριθμούς x και y,

β) να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image813.wmf](

)

δ12,13

=-

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image814.wmf]α

r

 και 
[image: image815.wmf]γ

r

.
4.24 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image816.wmf](

)
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αλ3λ,λ9

=+-

r

 και 
[image: image817.wmf](

)

βλ5,3λ1

=--

r

, με 
[image: image818.wmf]λ

Î

¡

.

Να βρείτε για ποια τιμή του λ:  

α) τα διανύσματα 
[image: image819.wmf]α

r

 και 
[image: image820.wmf]β

r

 είναι αντίθετα,                          

β) το 
[image: image821.wmf]α

r

 είναι το μηδενικό διάνυσμα,

γ) είναι 
[image: image822.wmf]α0  και  αx'x

¹

r

rr

P

,                                                        

δ) είναι 
[image: image823.wmf]α0  και  αy'y

¹

r

rr

P

.

4.28 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με 
[image: image824.wmf](

)

Α3,5

-

, 
[image: image825.wmf](

)

Β2,7

 και 
[image: image826.wmf](

)

ΑΓ7,6

=-

uur
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Να βρείτε τις συντεταγμένες:  α) του σημείου Γ,                    β) των διανυσμάτων 
[image: image827.wmf]ΑΒ και ΒΓ

uuruur

.
4.31 Δίνονται τα σημεία 
[image: image828.wmf](

)

Αλ,3μ2

+

 και 
[image: image829.wmf](

)

Βμ,λ6

-

, με 
[image: image830.wmf]λ, μ

Î

¡

, για τα οποία ισχύει 
[image: image831.wmf](

)

ΑΒ4,14

=-

uur

. 

Να βρείτε:  

α) τις τιμές των λ και μ,     

β) τις συντεταγμένες του σημείου Μ για το οποίο ισχύει 
[image: image832.wmf]ΑΜ3ΒΜ

=

uuuruuur

.

4.32 Δίνονται τα σημεία 
[image: image833.wmf](

)

Αx,y

, 
[image: image834.wmf](

)

Βx2y,x1

++

 και 
[image: image835.wmf](

)

Γy3,2x4

--

, με 
[image: image836.wmf]x, y

Î

¡

, 

για τα οποία ισχύει 
[image: image837.wmf](

)

ΑΒΑΓ12,10

+=-

uuruur

.

α) Να βρείτε τους αριθμούς x και y.

β) Να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image838.wmf](

)

v4,14

=-

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image839.wmf]ΑΓ

uur

 και 
[image: image840.wmf]ΒΓ

uur

.

4.36 Δίνονται τα σημεία 
[image: image841.wmf](

)

Α3,4

-

, 
[image: image842.wmf](

)

Β5,4

-

, 
[image: image843.wmf](

)

Γ9,12

-

 και 
[image: image844.wmf](

)

Δ1,8

-

. 

Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα, να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 
[image: image845.wmf]ΜΝ

uuur

.

4.37 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, με 
[image: image846.wmf](

)

Α1,3

-

, 
[image: image847.wmf](

)

Β6,4

 και  
[image: image848.wmf](

)

Γ5,1

-

. 

Να βρείτε τις συντεταγμένες:

α) του κέντρου Κ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ,                             

β) της κορυφής Δ.

4.48 Δίνονται τα σημεία 
[image: image849.wmf](

)

Αλ,1

και 
[image: image850.wmf](

)

Β1,λ3

-+

, με 
[image: image851.wmf]λ

Î

¡

. 

Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η απόσταση των σημείων Α και Β είναι 5.

4.53 Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image852.wmf](

)

α2,1

=-

r

. Να βρείτε διάνυσμα 
[image: image853.wmf]β

r

, αντίρροπο του 
[image: image854.wmf]α

r

, με 
[image: image855.wmf]β45

=

r

.

4.54 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με 
[image: image856.wmf](

)

Α2,1

, 
[image: image857.wmf](

)

Β3,2

-

 και 
[image: image858.wmf](

)

Γ7,4

-

.

α) Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 
[image: image859.wmf]v4A

Γ7ΒΓ

=-+

uuruur

r

.

β) Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ, να βρείτε το 
[image: image860.wmf]ΑΜ

uuur

.

4.55 Η αρχή 
[image: image861.wmf](

)

Ο0,0

 ενός συστήματος συντεταγμένων παριστάνει ένα σταθμό εκπομπής σημάτων, ενώ τα σημεία 
[image: image862.wmf](

)

Α3,2

 και 
[image: image863.wmf](

)

Β5,1

 παριστάνουν τις θέσεις δύο πλοίων. 

Η θέση ενός τρίτου πλοίου παριστάνεται από το σημείο Γ για το οποίο ισχύει 
[image: image864.wmf]ΟΓ2ΟΑΟΒ

=-

uuruuuruur

.

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ.

β) Αν η εμβέλεια του σταθμού εκπομπής (μέγιστη απόσταση που μπορεί να φτάσει το σήμα) είναι 5 

     μονάδες, να βρείτε με ποια από τα τρία πλοία μπορεί να επικοινωνήσει ο σταθμός.

4.56 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, με 
[image: image865.wmf](

)

Β3,5

, 
[image: image866.wmf](

)

Γ5,1

-

 και 
[image: image867.wmf](

)

Δ1,1

--

. 

Να βρείτε:

α) τις συντεταγμένες της κορυφής Α,                               

β) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image868.wmf]ΑΓ

uur

,

γ) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image869.wmf]37

w

ΑΓΑΔ

22

=×-×

uuruur

r

.
4.61 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image870.wmf](

)

αλ,4

=-

r

 και 
[image: image871.wmf](

)

βλ5,6

=-

r

, με 
[image: image872.wmf]λ

Î
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. 

Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image873.wmf]λ

Î

¡

 είναι 
[image: image874.wmf]αβ

r

r

P

.

4.62 Να αποδείξετε ότι τα σημεία 
[image: image875.wmf](

)

Α3,2

, 
[image: image876.wmf](

)

Β1,4

-

 και 
[image: image877.wmf](

)

Γ2,13

--

 είναι συνευθειακά.

4.63 Δίνονται τα σημεία 
[image: image878.wmf](

)

Α1,4

-

 και 
[image: image879.wmf](

)

Β4,2

. 

Να βρείτε σημείο Γ του άξονα x’x, ώστε τα σημεία Α, Β, Γ να είναι συνευθειακά.

4.67 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image880.wmf](

)

α2,3

=
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, 
[image: image881.wmf](

)

β10,2

=-
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 και 
[image: image882.wmf]γ2αβ
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r
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r
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Να βρείτε:

α) το 
[image: image883.wmf]γ

r

,                    

β) τον αριθμό 
[image: image884.wmf]λ

Î
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, ώστε το διάνυσμα 
[image: image885.wmf](

)

δλ,1λ

=-

r

 να είναι παράλληλο στο 
[image: image886.wmf]γ

r

.

4.68 Δίνονται τα σημεία: 
[image: image887.wmf](

)

Ακ3,2

--

, 
[image: image888.wmf](

)

Β7κ,κ

-

 και 
[image: image889.wmf](

)

Γκ6,11

--

, 
[image: image890.wmf]κ

Î

¡

. 
Να βρείτε για ποια τιμή του κ:  

α) το διάνυσμα 
[image: image891.wmf]AB

uur

 είναι παράλληλο στον άξονα 
[image: image892.wmf]yy

¢

,              

β) τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

4.70 Να βρείτε τα 
[image: image893.wmf]λ, μ
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 ώστε: 
[image: image894.wmf](
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  και  
[image: image895.wmf](
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(
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μ4iλμjij
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-++-
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rrrr

P

.

4.71 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image896.wmf](

)

αλ,8

=-
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 και 
[image: image897.wmf](

)

β1,λ2

=--

r

, με 
[image: image898.wmf]λ

Î

¡
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Να βρείτε για ποια τιμή του λ τα διανύσματα 
[image: image899.wmf]α

r

 και 
[image: image900.wmf]β

r

 είναι ομόρροπα.
4.72 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image901.wmf](

)

αλ,3

=-
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 και 
[image: image902.wmf](

)

β4,λ4

=-+
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, με 
[image: image903.wmf]λ

Î
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Να βρείτε για ποια τιμή του λ τα διανύσματα 
[image: image904.wmf]α

r

 και 
[image: image905.wmf]β

r

 είναι αντίρροπα.

4.74 Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης των διανυσμάτων:

α) 
[image: image906.wmf](

)

α2,6

=-

r

                                                                     β) 
[image: image907.wmf](

)

β8,4

=

r

                            
γ) 
[image: image908.wmf](

)

γ5,0

=-

r

                                                                      δ) 
[image: image909.wmf](

)

δ0,7

=

r


4.75 Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης του διανύσματος 
[image: image910.wmf]ΑΒ

uur

 σε κάθε περίπτωση, όταν:

α) 
[image: image911.wmf](

)

(

)

Α2,4 και Β3,6

--

                                                  β) 
[image: image912.wmf](

)

(

)

Α7,3 και Β8,8

-

               

γ) 
[image: image913.wmf](

)

(

)

Α1,4 και Β2,4

---

                                                δ)  
[image: image914.wmf](

)

(

)

Α0,6 και Β0,3

-


4.76 Να βρείτε τη γωνία ω που σχηματίζουν με τον άξονα x’x τα παρακάτω διανύσματα:

α) 
[image: image915.wmf](

)

α3,3

=

r

                                                                     β) 
[image: image916.wmf](

)

β6,12

=-

r

                         
γ) 
[image: image917.wmf](

)

γ4,4

=--

r

                                                                    δ) 
[image: image918.wmf](

)

δ27,9

=-

r


4.77 Δίνονται τα σημεία 
[image: image919.wmf](

)

Α7,1

-

 και 
[image: image920.wmf](

)

Β4,2

. 

Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image921.wmf]ΑΒ

uur

 με τον άξονα x’x.

4.78 Δίνονται τα σημεία 
[image: image922.wmf](

)

Αλ,λ1

-

 και 
[image: image923.wmf](

)

Β5,2λ

-

, με 
[image: image924.wmf]λ5

¹

. 

Να βρείτε για ποια τιμή του λ το διάνυσμα 
[image: image925.wmf]ΑΒ

uur

 έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image926.wmf]4

-

.

4.79 Δίνονται τα σημεία 
[image: image927.wmf](

)

Αλ,1

 και 
[image: image928.wmf](

)

Β7,2λ

-

, με 
[image: image929.wmf]{

}

λ7

Î-

¡

 ώστε το διάνυσμα 
[image: image930.wmf]ΑΒ

uur

 να έχει συντελεστή διεύθυνσης ίσο με 
[image: image931.wmf]1

4

.

α) Να βρείτε τον αριθμό λ.

β) Αν Μ είναι το μέσο του ΑΒ, να βρείτε σημείο Γ του άξονα y’y, ώστε 
[image: image932.wmf]ΜΓ5

=

uuur

.
4.80 Τα διανύσματα 
[image: image933.wmf](

)

ακ,μ4

=+

r

 και 
[image: image934.wmf](

)

βμ,κ9

=-

r

, με 
[image: image935.wmf]*

κ, μ

Î

¡

, έχουν συντελεστές διεύθυνσης 2 και 
[image: image936.wmf]3

-

 αντίστοιχα. Να βρείτε:  

α) τις τιμές των κ και μ,

β) τον συντελεστή διεύθυνσης του διανύσματος 
[image: image937.wmf]γ3α2β

=-

r

r

r

.
4.85 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με 
[image: image938.wmf](

)

Α1,3

, 
[image: image939.wmf](

)

Β5,1

-

 και 
[image: image940.wmf](

)

ΑΓ2,8

=-

uur

. 

Να βρείτε:

α) τις συντεταγμένες του σημείου Γ,

β) τις συντεταγμένες των μέσων Μ και Ν των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα,

γ) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image941.wmf]ΜΝ

uuur

.

4.87 Δίνονται διανύσματα 
[image: image942.wmf]α

r

 και 
[image: image943.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image944.wmf](

)
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α2β2,9

+=-

r

r

 και 
[image: image945.wmf](

)

α2β10,5

-=-

r

r

.

α) Να βρείτε τα διανύσματα 
[image: image946.wmf]α

r

 και 
[image: image947.wmf]β

r

.

β) Να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image948.wmf](

)

γ4,7

=

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image949.wmf]α

r

 και 
[image: image950.wmf]β

r

.

γ) Να βρείτε το 
[image: image951.wmf]λ

Î

¡

 ώστε το διάνυσμα 
[image: image952.wmf](

)

δλ,6λ

=-

r

 να είναι παράλληλο στο διάνυσμα 
[image: image953.wmf]αβ

-

r

r

.
4.88 Δίνονται διανύσματα 
[image: image954.wmf]α

r

 και 
[image: image955.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image956.wmf](

)

α3,2β

=--

r

r

 και 
[image: image957.wmf](

)

β4α,3

=-

r

r

.

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων 
[image: image958.wmf]α

r

 και 
[image: image959.wmf]β

r

.

β) Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image960.wmf]β

r

 με τον άξονα x’x.

γ) Αν 
[image: image961.wmf](

)

γμ,2μ

=-

r

, να βρείτε το 
[image: image962.wmf]μ
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, ώστε να είναι 
[image: image963.wmf]γα

r
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	Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


5.1 – Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων 

	Ορισμός:

· Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων 
[image: image964.wmf]α

r

 και 
[image: image965.wmf]β

r

, και το συμβολίζουμε με 
[image: image966.wmf]αβ

×

r

r

, τον πραγματικό αριθμό 
[image: image967.wmf]×××

rr

rr

αβ=αβσυνφ

, όπου φ είναι η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων 
[image: image968.wmf]α

r

 και 
[image: image969.wmf]β

r

.

· Αν 
[image: image970.wmf]α0

=

r

r

 ή 
[image: image971.wmf]β0

=

r

r

, τότε ορίζουμε 
[image: image972.wmf]αβ0

×=

r

r

.

Ιδιότητες:

Από τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου διανυσμάτων προκύπτει ότι ισχύουν τα ακόλουθα:

· 
[image: image973.wmf]αββα

×=×

rr

rr

  (αντιμεταθετική ιδιότητα)

· 
[image: image974.wmf]αβ  αβ0

^Û×=
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· 
[image: image975.wmf]αβ  αβαβ

­­

Û×=×

rrr

rrr

 

· 
[image: image976.wmf]αβ  αβαβ

­¯

Û×=-×
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· 
[image: image977.wmf]2

2

αα

=

rr

, όπου 
[image: image978.wmf]2

ααα

=×

rrr

  


· Εφαρμογή

Δίνονται διανύσματα 
[image: image979.wmf]α

r

 και 
[image: image980.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν: 
[image: image981.wmf]α4

=

r

, 
[image: image982.wmf]β5

=

r

, και 
[image: image983.wmf]¶

(

)

α,β120

=

o

r

r

.

Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image984.wmf]αβ

×

r

r

.
5.2 – Αναλυτική έκφραση εσωτερικού γινομένου

	Πρόταση:

Αν 
[image: image985.wmf](

)
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αx,y

=

r

 και 
[image: image986.wmf](

)

22

βx,y

=

r

, τότε είναι 
[image: image987.wmf]×××
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                                        Απόδειξη

Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image988.wmf]OA
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 και 
[image: image989.wmf]OB
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[image: image990.wmf]¶
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Από τον νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ ισχύει ότι:


[image: image991.wmf](
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[image: image992.wmf](
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Όμως είναι: 

· 
[image: image993.wmf](
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[image: image994.wmf](
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   και  
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[image: image996.wmf](
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[image: image1798.jpg]


Άρα από τη σχέση 
[image: image997.wmf](
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 προκύπτει ότι: 
[image: image998.wmf](
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[image: image999.wmf]22222222
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[image: image1000.wmf]1212
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1001.wmf](
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, με 
[image: image1002.wmf]x
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α) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1003.wmf]αβ
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r
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.
β) Αν ισχύει ότι 
[image: image1004.wmf]βγ26
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, να βρείτε:  

i. τον αριθμό x,      
ii. το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1005.wmf]αγ
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.  

5.3 – Ιδιότητες εσωτερικού γινομένου

	Πρόταση:

Για τα διανύσματα 
[image: image1006.wmf]α, β, γ
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 ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

1) 
[image: image1007.wmf](
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  (προσεταιριστική ιδιότητα)

2) 
[image: image1008.wmf](
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3) 
[image: image1009.wmf]α
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[image: image1010.wmf]α, βyy
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                                        Απόδειξη

Έστω ότι 
[image: image1011.wmf](

)

11

αx,y

=

r

, 
[image: image1012.wmf](
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1) Έχουμε:

· 
[image: image1014.wmf](
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· 
[image: image1015.wmf](
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2) Έχουμε: 


[image: image1016.wmf](
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[image: image1017.wmf](
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3) Αφού 
[image: image1018.wmf]α, βyy
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, θα ισχύει ότι 
[image: image1019.wmf]12
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. Έχουμε:


[image: image1020.wmf](
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[image: image1021.wmf]α
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	Παρατήρηση – Μεθοδολογία:

Από την επιμεριστική ιδιότητα 
[image: image1022.wmf](
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 προκύπτει ότι μπορούμε να αναπτύσσουμε παραστάσεις της μορφής 
[image: image1023.wmf](
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 ή 
[image: image1024.wmf](
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 όπως στους πραγματικούς αριθμούς.   


· Εφαρμογή

Δίνονται διανύσματα 
[image: image1025.wmf]α

r

 και 
[image: image1026.wmf]β

r

, με 
[image: image1027.wmf]α2
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[image: image1029.wmf]¶
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Να βρείτε τα παρακάτω γινόμενα:    

α) 
[image: image1030.wmf](
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,              β) 
[image: image1031.wmf](
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5.6 – Κάθετα διανύσματα – 1η περίπτωση

	Μεθοδολογία:

Για να αποδείξουμε ότι δύο διανύσματα 
[image: image1032.wmf]v, w

rr

 είναι κάθετα, αρκεί να δείξουμε ότι το εσωτερικό τους γινόμενο είναι ίσο με το μηδέν. Δηλαδή: 
[image: image1033.wmf]  
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· Εφαρμογή

Δίνονται δύο κάθετα διανύσματα 
[image: image1034.wmf]α
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 και 
[image: image1035.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1036.wmf]α3
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 και 
[image: image1037.wmf]β6
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.

Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 
[image: image1038.wmf]v
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[image: image1039.wmf]w2
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5.7– Κάθετα διανύσματα – 2η περίπτωση

Τα διανύσματα 
[image: image1040.wmf](
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, με 
[image: image1041.wmf]x
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, είναι κάθετα. Να βρείτε:

α) τον αριθμό x,

β) για ποια τιμή του 
[image: image1042.wmf]λ
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 τα διανύσματα 
[image: image1043.wmf](
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[image: image1044.wmf]w
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 είναι κάθετα.

5.8 – Ισότητα μέτρων

	Μεθοδολογία:

Όταν έχουμε ως δεδομένη μια ισότητα μεταξύ μέτρων διανυσμάτων, τότε εξυπηρετεί να την υψώσουμε στο τετράγωνο και να χρησιμοποιήσουμε την ιδιότητα 
[image: image1045.wmf]rr
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· Εφαρμογή

Δίνονται διανύσματα 
[image: image1046.wmf]α
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 και 
[image: image1047.wmf]β
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 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1048.wmf]αβ8
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 και 
[image: image1049.wmf]αβα
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α) Να βρείτε το 
[image: image1050.wmf]β
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.                      

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image1051.wmf]λ
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 ισχύει ότι 
[image: image1052.wmf]αλβα2λβ
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5.9 – Υπολογισμός μέτρου της μορφής 
[image: image1053.wmf]r
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	Μεθοδολογία:

Αν γνωρίζουμε το 
[image: image1054.wmf]α

r

, το 
[image: image1055.wmf]β
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 και τη γωνία 
[image: image1056.wmf]¶
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, τότε μπορούμε να βρούμε ένα μέτρο της μορφής 
[image: image1057.wmf]καλβ
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 εργαζόμαστε ως εξής: Υπολογίζουμε αρχικά το τετράγωνο του ζητούμενου μέτρου, δηλαδή:

· 
[image: image1058.wmf](
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, οπότε είναι:

· 
[image: image1059.wmf]2
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· Εφαρμογή

Δίνονται διανύσματα 
[image: image1060.wmf]α
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 και 
[image: image1061.wmf]β
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, με 
[image: image1062.wmf]α3
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[image: image1064.wmf]¶
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. Να βρείτε:  

α) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1065.wmf]αβ
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,             

β) το μέτρο 
[image: image1066.wmf]α2β
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5.10 – Σχέση της μορφής 
[image: image1067.wmf]r
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	Μεθοδολογία:

Αν για τα διανύσματα 
[image: image1068.wmf]α, β, γ
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 ισχύει μια σχέση της μορφής 
[image: image1069.wmf]καλβμγ0
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, με 
[image: image1070.wmf]κ, λ, μ
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 και γνωρίζουμε τα 
[image: image1071.wmf]α, β και γ
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, τότε μπορούμε να υπολογίσουμε τα εσωτερικά γινόμενα 
[image: image1072.wmf]αβ
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, 
[image: image1073.wmf]βγ
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 και 
[image: image1074.wmf]γα
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.

Για παράδειγμα, μπορούμε να υπολογίσουμε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1075.wmf]αβ

×

r

r

 ως εξής:


[image: image1076.wmf]καλβμγ0  καλβμγ
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, οπότε αν υψώσουμε και τα δύο μέλη στο τετράγωνο, παίρνουμε:


[image: image1077.wmf](
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· Εφαρμογή

Δίνονται διανύσματα 
[image: image1078.wmf]α, β, γ
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 με 
[image: image1079.wmf]α2
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, 
[image: image1080.wmf]β3
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[image: image1081.wmf]γ22
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 για τα οποία ισχύει 
[image: image1082.wmf]α2β3γ0
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.

Να υπολογίσετε:  

α) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1083.wmf]αβ

×

r
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,          

β) την τιμή της παράστασης 
[image: image1084.wmf]Ααβ2βγγα
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.

5.11 – Κριτήριο για ομόρροπα ή αντίρροπα διανύσματα

	Μεθοδολογία 1:

Αν για τα διανύσματα 
[image: image1085.wmf]α, β, γ
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 ισχύει μια σχέση της μορφής 
[image: image1086.wmf]καλβμγ0
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, με 
[image: image1087.wmf]κ, λ, μ
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 και επιπλέον μια σχέση η οποία περιέχει τα 
[image: image1088.wmf]α, β και γ
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, η οποία είναι της μορφής 
[image: image1089.wmf]β
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, τότε συνήθως θέτουμε 
[image: image1090.wmf]β
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, με 
[image: image1091.wmf]λ0
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. Οπότε θα είναι:


[image: image1092.wmf]α
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[image: image1093.wmf]β
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[image: image1094.wmf]γ
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Μεθοδολογία 2:

Για να αποδείξουμε ότι δύο διανύσματα 
[image: image1095.wmf]α

r

 και 
[image: image1096.wmf]β

r

 είναι ομόρροπα ή αντίρροπα, εκτός των άλλων, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις προτάσεις: 

[image: image1097.wmf]     
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· Εφαρμογή

Δίνονται μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1099.wmf]α
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, 
[image: image1100.wmf]β

r

, 
[image: image1101.wmf]γ
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 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1102.wmf]β
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  και 
[image: image1103.wmf]α3βγ0
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Να αποδείξετε ότι:  α) 
[image: image1104.wmf]αβ
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,                 β) 
[image: image1105.wmf]βγ
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5.12 – Συνημίτονο γωνίας δύο διανυσμάτων

	Πρόταση:

Θεωρούμε δύο διανύσματα 
[image: image1106.wmf]α, β0
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 και έστω 
[image: image1107.wmf]¶
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Από την ισότητα 
[image: image1108.wmf]αβαβσυνθ

×=××

rr

rr

, λύνοντας ως προς 
[image: image1109.wmf]συνθ

, προκύπτει ότι 
[image: image1110.wmf]×
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Επειδή είναι 
[image: image1111.wmf]0
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, γνωρίζοντας το 
[image: image1112.wmf]συνθ

, μπορούμε να προσδιορίσουμε τη γωνία θ.          


· Εφαρμογή

Δίνονται διανύσματα 
[image: image1113.wmf]α
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 και 
[image: image1114.wmf]β
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, για τα οποία ισχύουν 
[image: image1115.wmf]α2
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[image: image1116.wmf]β3
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[image: image1117.wmf]¶
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Αν 
[image: image1118.wmf]γ3α2β
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, να βρείτε τη γωνία 
[image: image1119.wmf]¶
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5.13 – Συνημίτονο γωνίας δύο διανυσμάτων και συντεταγμένες διανυσμάτων

	Πρόταση:

Θεωρούμε δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1120.wmf](
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Αν είναι 
[image: image1122.wmf]¶
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, τότε όπως είδαμε παραπάνω, ισχύει ότι 
[image: image1123.wmf]αβ
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[image: image1124.wmf](
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Όμως είναι: 
[image: image1125.wmf]1212
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[image: image1127.wmf]22

22

  

βxy

·=+

r

 

Άρα η σχέση 
[image: image1128.wmf](
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 γίνεται 
[image: image1129.wmf]×
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1130.wmf](

)

(

)

(

)

α2,2,  βx,1  και  γ2,1

=-==-

r

r

r

, με 
[image: image1131.wmf]x
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Για τη γωνία 
[image: image1132.wmf]¶
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 ισχύει ότι 
[image: image1133.wmf]5
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Να βρείτε:  

α) την τιμή του x,             

β) τη γωνία 
[image: image1134.wmf]¶
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.

5.14 – Προβολή διανύσματος σε διάνυσμα

	[image: image1799.png]


Ορισμός:

Έστω 
[image: image1135.wmf]α

r

 και 
[image: image1136.wmf]v

r

 δύο διανύσματα του επιπέδου. Με αρχή το Ο θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image1137.wmf]ΟΑα
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 και 
[image: image1138.wmf]ΟΒv
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. Από το Β φέρνουμε τη 
[image: image1139.wmf]ΒΜΟΑ
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Το διάνυσμα 
[image: image1140.wmf]uuur
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 λέγεται προβολή του 
[image: image1141.wmf]r
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 στο 
[image: image1142.wmf]r

α

 και συμβολίζεται 
[image: image1143.wmf]r
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Βασική σχέση:

Για οποιαδήποτε διανύσματα 
[image: image1144.wmf]α
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 και 
[image: image1145.wmf]v
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, με 
[image: image1146.wmf]α0
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[image: image1147.wmf]××
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                                    Απόδειξη

Σύμφωνα με το παραπάνω σχήμα, ισχύει ότι 
[image: image1148.wmf]v
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Οπότε έχουμε 
[image: image1150.wmf](
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Διότι 
[image: image1151.wmf]αΜΒ
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[image: image1152.wmf]αΜΒ0
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	Μεθοδολογία:

Όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα, ισχύει ότι 
[image: image1153.wmf]α
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[image: image1154.wmf]λ
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 τέτοιος, ώστε 
[image: image1155.wmf]α

προββλα
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r

r

r

. Άρα έχουμε: 
[image: image1156.wmf]2
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[image: image1800.png]o
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Συνεπώς έχουμε προσδιορίσει τον αριθμό λ για τον οποίο ισχύει 
[image: image1157.wmf]α

προββλα

=×

r

r

r

.      


· Εφαρμογή

Δίνονται διανύσματα 
[image: image1158.wmf]α

r

 και 
[image: image1159.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1160.wmf]α3

=

r

, 
[image: image1161.wmf]β12

=

r

 και 
[image: image1162.wmf]¶

(

)

α,β60

=

o

r

r

.

Να βρείτε την προβολή του διανύσματος 
[image: image1163.wmf]β

r

 πάνω στο διάνυσμα 
[image: image1164.wmf]α

r

 (συναρτήσει του 
[image: image1165.wmf]α

r

).
5.15 – Προβολή διανύσματος σε διάνυσμα και συντεταγμένες

Δίνονται διανύσματα 
[image: image1166.wmf](

)

α3,4

=

r

 και 
[image: image1167.wmf](

)

β4,7

=

r

.

Να βρείτε την προβολή του διανύσματος 
[image: image1168.wmf]β

r

 πάνω στο διάνυσμα 
[image: image1169.wmf]α

r

 (συναρτήσει του 
[image: image1170.wmf]α

r

).

5.16 – Ανάλυση διανύσματος σε συνιστώσες

	Μεθοδολογία:

Όταν μας ζητούν να αναλύσουμε ένα διάνυσμα 
[image: image1171.wmf]v

r

 σε δύο συνιστώσες, σημαίνει ότι πρέπει να γράψουμε το 
[image: image1172.wmf]v

r

 ως άθροισμα δύο άλλων διανυσμάτων. Δηλαδή θα πρέπει να βρούμε διανύσματα 
[image: image1173.wmf]1

v

r

 και 
[image: image1174.wmf]2

v

r

, ώστε: 
[image: image1175.wmf]12
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.

Συνήθως θα γνωρίζουμε τις ζητούμενες διευθύνσεις των 
[image: image1176.wmf]1

v

r

 και 
[image: image1177.wmf]2

v

r

.

Συγκεκριμένα, αν μας ζητούν να αναλύσουμε το διάνυσμα 
[image: image1178.wmf]v

r

 σε δύο κάθετες συνιστώσες από τις οποίες η μία είναι παράλληλη σε γνωστό διάνυσμα 
[image: image1179.wmf]α

r

, τότε εργαζόμαστε ως εξής:  

Έστω 
[image: image1180.wmf]1

v

r

 και 
[image: image1181.wmf]2

v

r

 οι δύο ζητούμενες συνιστώσες.

Αν είναι 
[image: image1182.wmf]1
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, τότε είναι: 
[image: image1183.wmf]1
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Τέλος, από τη σχέση 
[image: image1184.wmf]12

vvv
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 προσδιορίζουμε και τη συνιστώσα 
[image: image1185.wmf]2

v

r

.        


· Εφαρμογή: Να αναλύσετε το διάνυσμα 
[image: image1186.wmf](

)

v8,1
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 σε δύο κάθετες συνιστώσες, 
από τις οποίες η μία είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image1187.wmf](
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α2,1

=-

r

.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
5.19 Το διάνυσμα 
[image: image1188.wmf]α

r

 είναι μοναδιαίο και ισχύουν 
[image: image1189.wmf]β6
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r

 και 
[image: image1190.wmf]¶
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)

α,β60

=
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. Να βρείτε το 
[image: image1191.wmf]αβ

×

r

r

.

5.20 Τα διανύσματα 
[image: image1192.wmf]α

r

 και 
[image: image1193.wmf]β

r

 είναι ομόρροπα, με 
[image: image1194.wmf]α3

=

r

 και 
[image: image1195.wmf]β7

=

r

. Να βρείτε το 
[image: image1196.wmf]αβ

×

r

r

.

5.21 Τα διανύσματα 
[image: image1197.wmf]α

r

 και 
[image: image1198.wmf]β

r

 είναι αντίρροπα, με 
[image: image1199.wmf]α9

=

r

 και 
[image: image1200.wmf]β4

=
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. Να βρείτε το 
[image: image1201.wmf]αβ

×
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r

.

5.22 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1202.wmf]α

r

 και 
[image: image1203.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1204.wmf]β12

=

r

,  
[image: image1205.wmf]αβ12
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r

r

 και  
[image: image1206.wmf]¶

(

)

α,β150
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r

.

Να βρείτε:  

α) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image1207.wmf]α

r

,            

β) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1208.wmf](
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)

αβαβ
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rr

.

5.23 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1209.wmf]α

r

, 
[image: image1210.wmf]β

r

, 
[image: image1211.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν τα επόμενα: 


[image: image1212.wmf]α12

=

r

,   
[image: image1213.wmf]γ5

=

r

,   
[image: image1214.wmf]αβ12
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r
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,   
[image: image1215.wmf]¶

(

)
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   και   
[image: image1216.wmf]¶
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.

Να βρείτε:  

α) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image1217.wmf]β

r

,           

β) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1218.wmf]βγ

×

r

r

.

5.24 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1219.wmf]α

r

 και 
[image: image1220.wmf]β

r

, με 
[image: image1221.wmf]α4
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, 
[image: image1222.wmf]β5

=
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 και 
[image: image1223.wmf]¶
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α,β120
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. Να βρείτε τα παρακάτω γινόμενα:  

α) 
[image: image1224.wmf]αβ

×
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,               

β) 
[image: image1225.wmf](

)
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)

αβ3αβ
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,              

γ) 
[image: image1226.wmf](
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.


5.25 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1227.wmf]α

r

 και 
[image: image1228.wmf]β

r

, με 
[image: image1229.wmf]α4

=

r

 και 
[image: image1230.wmf]¶
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α,β
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Αν ισχύει ότι 
[image: image1231.wmf](
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αα2β28
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r

rr

, να βρείτε:

α) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1232.wmf]αβ

×

r

r

,                  

β) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image1233.wmf]β

r

,                   

γ) το γινόμενο 
[image: image1234.wmf](
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)

α2β2αβ
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rr
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.
5.26 Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1235.wmf]αβ

×

r

r

 σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις: 
α) 
[image: image1236.wmf](
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)

α3,5 και β4,2

==

r

r

                                             β) 
[image: image1237.wmf](
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)

α2,3 και β1,5

=-=
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γ) 
[image: image1238.wmf](

)
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)

α4,2 και β2,6

=-=-
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                                         δ) 
[image: image1239.wmf](
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α0,3 και β7,2
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5.27 Δίνονται τα σημεία 
[image: image1240.wmf](

)

Α3,1

, 
[image: image1241.wmf](

)

Β2,5

-

, 
[image: image1242.wmf](

)

Γ4,3
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 και 
[image: image1243.wmf](

)

Δ1,2

--

. Να βρείτε το γινόμενο 
[image: image1244.wmf]ΑΒΓΔ

×
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.

5.28 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με 
[image: image1245.wmf](

)

Α3,5

, 
[image: image1246.wmf](

)

Βx,x4

-

 και 
[image: image1247.wmf](

)

Γ5,11

-

, όπου 
[image: image1248.wmf]x
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, με 
[image: image1249.wmf]ΑΒΑΓ=32

×-

uuruur

.

α) Να βρείτε τον αριθμό x.

β) Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των πλευρών ΒΓ και ΑΒ αντίστοιχα, να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1250.wmf]ΑΜΓΝ

×

uuuruur

.

5.29 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1251.wmf](
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α2,λ και βλ8,1

==-
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, με 
[image: image1252.wmf]λ

Î
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, για τα οποία ισχύει ότι 
[image: image1253.wmf]αβ1
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Να βρείτε:  

α) τον αριθμό λ,           

β) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1254.wmf](
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α2βαβ
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.

5.30 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1255.wmf](
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α4, 3, βx, x3 και γ6, 1
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, με 
[image: image1256.wmf]x
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, με 
[image: image1257.wmf]αββγ

×=×
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. 

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1258.wmf]x2

=

.

β) Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image1259.wmf]λ

Î
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 ισχύει ότι 
[image: image1260.wmf](
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αλββγ32
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. 
5.31 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1261.wmf](
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αx,1, β2,y και γx5,3
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, με 
[image: image1262.wmf]x, y

Î

¡

, για τα οποία ισχύει ότι: 
[image: image1263.wmf]αβ1
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 και 
[image: image1264.wmf]βγ11
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. Να βρείτε:

α) τις τιμές των x και y,         

β) τον αριθμό 
[image: image1265.wmf]λ
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 για τον οποίο ισχύει ότι 
[image: image1266.wmf](
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λαββγ38
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. 
5.32 Να αποδείξετε ότι 
[image: image1267.wmf]222
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.

5.33 Αν ισχύει ότι 
[image: image1268.wmf]αβαβ

==-
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, να αποδείξετε ότι 
[image: image1269.wmf]αβ3α
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.

5.34 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1270.wmf]α

r

 και 
[image: image1271.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1272.wmf]β2α

=

r

r

 και 
[image: image1273.wmf]αβ4β5α
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.

Να αποδείξετε ότι 
[image: image1274.wmf]αβ

­­

r

r

.

5.35 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1275.wmf]α

r

 και 
[image: image1276.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1277.wmf]β3α
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r

r

 και 
[image: image1278.wmf]2

αβα
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.

Να αποδείξετε ότι 
[image: image1279.wmf]αβ

­¯

r
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.

5.37 Δίνονται τα κάθετα διανύσματα 
[image: image1280.wmf](
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)

αλ,3 και β6,λ2

==-+
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, με 
[image: image1281.wmf]λ

Î

¡

. 

Να βρείτε:  

α) τον αριθμό λ,           

β) για ποια τιμή του 
[image: image1282.wmf]μ

Î
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 είναι 
[image: image1283.wmf](
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αβμαβ
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.

5.38 Δίνονται δύο κάθετα διανύσματα 
[image: image1284.wmf]α

r

 και 
[image: image1285.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1286.wmf]β15

=

r

 και 
[image: image1287.wmf](
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α3β2αβ5

+×-=
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.

α) Να βρείτε το 
[image: image1288.wmf]α

r

.          

β) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 
[image: image1289.wmf]v2

α5β

=+
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r

r

 και 
[image: image1290.wmf]w3

α2β

=-
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 είναι κάθετα.

5.39 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1291.wmf](
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α1,λ και β3,4λ
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, με 
[image: image1292.wmf]λ
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, με 
[image: image1293.wmf](
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αβ13α3β
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.

α) Να βρείτε τον αριθμό λ.

β) Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image1294.wmf]μ
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, το διάνυσμα 
[image: image1295.wmf]γ5α2β
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 είναι κάθετο στο 
[image: image1296.wmf](
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δμ, μ8

=-
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.

5.41 Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1297.wmf](
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α1,λ και β4λ5,1

==--
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r

, με 
[image: image1298.wmf]λ

Î

¡

, για τα οποία ισχύει 
[image: image1299.wmf]αβ1

×=

r

r

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1300.wmf]λ2

=

.

β) Να βρείτε διάνυσμα 
[image: image1301.wmf]v

r

 για το οποίο ισχύει ότι 
[image: image1302.wmf](

)

v

βα

+

r

r

r

P

  και  
[image: image1303.wmf](
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αv10αβ
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.

5.42 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με 
[image: image1304.wmf](

)

A1,4

-

, 
[image: image1305.wmf](

)

Β2,1

--

 και 
[image: image1306.wmf](

)

Γ7,5

. 

Θεωρούμε σημείο Μ για το οποίο ισχύει 
[image: image1307.wmf]ΜΓ2ΒΜ

=

uuuruuur

.

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Μ.                     

β) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image1308.wmf]ΑΜΒΓ

^

uuuruur

.

γ) Να βρείτε σημείο Ν του άξονα x’x, ώστε 
[image: image1309.wmf]ΑΝΑΒ

^

uuruur

.
5.44 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1310.wmf]α

r

 και 
[image: image1311.wmf]β

r

, με 
[image: image1312.wmf]α8
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, 
[image: image1313.wmf]β3

=
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 και 
[image: image1314.wmf]¶
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)

α,β45

=
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. Να βρείτε το 
[image: image1315.wmf]3

α2β
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.

5.45 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1316.wmf]α

r

 και 
[image: image1317.wmf]β

r

, με 
[image: image1318.wmf]α3

=
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, 
[image: image1319.wmf]¶

(

)
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α,β

3

=
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 και 
[image: image1320.wmf]α2β7

+=

r

r

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1321.wmf]β4

=

r

.                                   β) Να βρείτε το 
[image: image1322.wmf]4

α3β

+
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.  
5.46 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1323.wmf]α

r

 και 
[image: image1324.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1325.wmf]α2

=

r

, 
[image: image1326.wmf]β4

=
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, 
[image: image1327.wmf]4

αβα2β

-=-
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.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1328.wmf]αβ3

×=

r

r

.                                β) Να βρείτε το 
[image: image1329.wmf]3

α2β

-

r

r

. 
5.47 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1330.wmf]α

r

 και 
[image: image1331.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1332.wmf]αβ

^

r
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, 
[image: image1333.wmf](

)
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)

αβα4β
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 και 
[image: image1334.wmf]2

α3β5

+=

r

r

.

α) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image1335.wmf]α2

=

r

 και 
[image: image1336.wmf]β1

=

r

.               β) Να βρείτε το 
[image: image1337.wmf]3

α8β

+

r

r

.

5.48 Δίνεται διάνυσμα 
[image: image1338.wmf]α

r

 και μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image1339.wmf]β

r

, με 
[image: image1340.wmf]¶

(

)

α,β120

=

o

r

r

 και 
[image: image1341.wmf](

)

ααβ3

×+=

r
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.

α) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image1342.wmf]α2

=

r

.

β) Θεωρούμε διάνυσμα 
[image: image1343.wmf]v

r

 για το οποίο ισχύει ότι 
[image: image1344.wmf](
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v

α2β
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  και  
[image: image1345.wmf](
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α5βvβ
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.

i. Να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image1346.wmf]v

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image1347.wmf]α

r

 και 
[image: image1348.wmf]β

r

.

ii. Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 
[image: image1349.wmf]v

r

.

5.49 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1350.wmf]α

r

 και 
[image: image1351.wmf]β

r

, με 
[image: image1352.wmf]α3

=

r

 και 
[image: image1353.wmf]¶

(

)

α,β60

=

o

r

r

. 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ, με 
[image: image1354.wmf]ΓΑα4β
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 και 
[image: image1355.wmf]ΓΒ4α6β

=-
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, για το οποίο ισχύει 
[image: image1356.wmf]ΑΒ91

=
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.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1357.wmf]β5

=

r

.

β) Να βρείτε το μήκος της διαμέσου ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ.
5.50 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1358.wmf]α

r

, 
[image: image1359.wmf]β

r

, 
[image: image1360.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1361.wmf]αβγ0

++=

r

r

r

r

, 
[image: image1362.wmf]α1

=

r

, 
[image: image1363.wmf]β2

=

r

 και 
[image: image1364.wmf]γ3

=

r

.

Να βρείτε την τιμή της παράστασης 
[image: image1365.wmf]Καββγγα

=×+×+×

rr

rr

rr

.

5.51 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1366.wmf]α

r

, 
[image: image1367.wmf]β

r

, 
[image: image1368.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1369.wmf]α2

=

r

, 
[image: image1370.wmf]β3

=

r

, 
[image: image1371.wmf]αβ54

×=-

r

r

 και 
[image: image1372.wmf]α2β4γ0

-+=

r

r

r

r

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1373.wmf]γ4

=

r

               

β) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1374.wmf]αγ

×

r

r

.

5.52 Δίνονται μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1375.wmf]α

r

, 
[image: image1376.wmf]β

r

, 
[image: image1377.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1378.wmf]β

αγ

3410

==

r

r

r

  και 
[image: image1379.wmf]2

αβγ0

++=

r

r

r

r

.

Να αποδείξετε ότι:  α) 
[image: image1380.wmf]βγ

­¯

r

r

,                    β) 
[image: image1381.wmf]αβ

­­

r

r

.

5.53 Δίνονται μοναδιαία διανύσματα 
[image: image1382.wmf]α

r

, 
[image: image1383.wmf]β

r

, 
[image: image1384.wmf]γ

r

, με 
[image: image1385.wmf]α3β2γ0

-+=

r

r

r

r

 και 
[image: image1386.wmf]αββγγα1

×+×+×=-

rr

rr

rr

. 

Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 
[image: image1387.wmf]β

r

 και 
[image: image1388.wmf]γ

r

 είναι αντίθετα.

5.54 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1389.wmf]α

r

, 
[image: image1390.wmf]β

r

, 
[image: image1391.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1392.wmf]α2

=

r

, 
[image: image1393.wmf]γ7

=

r

, 
[image: image1394.wmf]βγ19

×=-

r

r

 και 
[image: image1395.wmf]2

α3βγ0

--=

r

r

r

r

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1396.wmf]β3

=

r

.                         

β) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1397.wmf]αβ4

×=

r

r

.

γ) Να βρείτε το 
[image: image1398.wmf]4

α3β

-

r

r

.                               

δ) Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image1399.wmf]λ

Î

¡

 είναι 
[image: image1400.wmf](

)

(

)

α4β8αλβ

-^+

rr

rr

.

5.56 Να βρείτε τη γωνία 
[image: image1401.wmf]¶

(

)

α,β

r

r

 σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α) 
[image: image1402.wmf](

)

(

)

α4,3 και β7,1

==-

r

r

                                            β) 
[image: image1403.wmf](

)

(

)

α1,3 και β3,3

==-

r

r


5.57 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1404.wmf]α

r

 και 
[image: image1405.wmf]β

r

, για τα οποία ισχύουν 
[image: image1406.wmf]α8

=

r

, 
[image: image1407.wmf]β2

=

r

 και 
[image: image1408.wmf](

)

(

)

2

α3β5α7β

+^-

rr

rr

. 

Να βρείτε τη γωνία 
[image: image1409.wmf]¶

(

)

α,β

r

r

.

5.58 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1410.wmf]α

r

 και 
[image: image1411.wmf]β

r

, για τα οποία ισχύουν 
[image: image1412.wmf]α1

=

r

, 
[image: image1413.wmf]¶

(

)

α,β60

=

o

r

r

 και 
[image: image1414.wmf](

)

(

)

αβ5α2β

+^-

rr

rr

.

α) Να βρείτε το 
[image: image1415.wmf]β

r

.                              

β) Αν 
[image: image1416.wmf]γ2αβ

=-+

r

r

r

, να βρείτε τη γωνία 
[image: image1417.wmf]¶

(

)

φα,γ

=

r

r

.

5.60 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με κορυφές τα σημεία 
[image: image1418.wmf](

)

A1,1

-

, 
[image: image1419.wmf](

)

Β1,5

 και 
[image: image1420.wmf](

)

Γ4,4

-

. 

α) Να εξετάσετε αν η γωνία 
[image: image1421.wmf]ˆ

Α

 είναι οξεία ή αμβλεία.              

β) Να βρείτε τη γωνία 
[image: image1422.wmf]ˆ

Β

.

5.61 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με κορυφές τα σημεία 
[image: image1423.wmf](

)

A

λ1,1

--

, 
[image: image1424.wmf](

)

Βλ,2

 και 
[image: image1425.wmf](

)

Γ7,λ

-

, με 
[image: image1426.wmf]λ

Î

¡

.

Αν ισχύει ότι 
[image: image1427.wmf]ΑΒΒΓ15

×=-

uuruur

, να βρείτε:  

α) τον αριθμό λ,           

β) τη γωνία 
[image: image1428.wmf]ˆ

Β

 του τριγώνου ΑΒΓ.

5.62 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1429.wmf]α

r

 και 
[image: image1430.wmf]β

r

, για τα οποία ισχύουν 
[image: image1431.wmf](

)

2

αβ7,1

+=-

r

r

 και 
[image: image1432.wmf](

)

3

αβ8,19

-=-

r

r

.

Να βρείτε:  

α) τις συντεταγμένες των διανυσμάτων 
[image: image1433.wmf]α

r

 και 
[image: image1434.wmf]β

r

,                   

β) τη γωνία 
[image: image1435.wmf]¶

(

)

α,β

r

r

.

5.63 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1436.wmf]α

r

, 
[image: image1437.wmf]β

r

, 
[image: image1438.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1439.wmf]α2

=

r

, 
[image: image1440.wmf]β3

=

r

 και 
[image: image1441.wmf]γ31

=

r

 και 
[image: image1442.wmf]α4β2γ0

+-=

r

r

r

r

.

α) Να εξετάσετε αν είναι οξεία ή αμβλεία καθεμία από τις γωνίες 
[image: image1443.wmf]¶

(

)

α,γ

r

r

 και 
[image: image1444.wmf]¶

(

)

β,γ

r

r

.

β) Να βρείτε τη γωνία 
[image: image1445.wmf]¶

(

)

α,β

r

r

.
5.64 Για τα διανύσματα 
[image: image1446.wmf]α

r

, 
[image: image1447.wmf]β

r

 δίνεται ότι 
[image: image1448.wmf]α1

=

r

, 
[image: image1449.wmf]β2

=

r

 και 
[image: image1450.wmf]¶

(

)

π

α,β

3

=

r

r

. 

Έστω τα διανύσματα 
[image: image1451.wmf]u2

α3β

=+

r

r

r

 και 
[image: image1452.wmf]v

α2β

=-

r

r

r

. Να υπολογίσετε:

α) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1453.wmf]αβ

×

r

r

,                          

β) τα μέτρα των διανυσμάτων 
[image: image1454.wmf]u

r

 και 
[image: image1455.wmf]v

r

,

γ) το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1456.wmf]uv

×

rr

,                           

δ) το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων 
[image: image1457.wmf]u

r

 και 
[image: image1458.wmf]v

r

.

5.65 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1459.wmf]α

r

 και 
[image: image1460.wmf]β

r

, για τα οποία ισχύουν 
[image: image1461.wmf]β2α

=

r

r

, 
[image: image1462.wmf]¶

(

)

α,β120

=

o

r

r

 και 
[image: image1463.wmf]αβ3

×=-

r

r

.

α) Να βρείτε τα 
[image: image1464.wmf]α

r

 και 
[image: image1465.wmf]β

r

.

β) Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image1466.wmf]u

r

 και 
[image: image1467.wmf]v

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1468.wmf]u2v5

αβ

+=+

r

r

rr

 και 
[image: image1469.wmf]4vu

α5β

-=+

r

r

rr

.

i. Να γράψετε καθένα από τα διανύσματα 
[image: image1470.wmf]u

r

 και 
[image: image1471.wmf]v

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image1472.wmf]α και β

r

r

.

ii. Να βρείτε το 
[image: image1473.wmf]¶

(

)

συνu,v

rr

.

5.66 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1474.wmf]α

r

 και 
[image: image1475.wmf]β

r

, για τα οποία ισχύουν 
[image: image1476.wmf]α1

=

r

, 
[image: image1477.wmf]β5

=

r

 και 
[image: image1478.wmf](

)

(

)

α2βαβ46

-×+=-

rr
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.

α) Να βρείτε το 
[image: image1479.wmf]¶

(

)

συνα,β

r

r

.

β) Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image1480.wmf]v3

αβ

=+

r

r

r

 και 
[image: image1481.wmf]u

αβ

=-

r

r

r

. Να βρείτε τη γωνία 
[image: image1482.wmf]¶

(

)

v,u

rr

.

5.67 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1483.wmf]α

r

 και 
[image: image1484.wmf]β

r

, με 
[image: image1485.wmf]α2

=

r

 και 
[image: image1486.wmf]β3

=

r

, για τα οποία ισχύει 
[image: image1487.wmf](

)

(

)

3

α7β6αβ

+^+

rr

rr

.

α) Να βρείτε τη γωνία 
[image: image1488.wmf]¶

(

)

α,β

r

r

.

β) Θεωρούμε το διάνυσμα 
[image: image1489.wmf]γλαβ

=+

r

r

r

, με 
[image: image1490.wmf]λ

Î
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, το οποίο είναι κάθετο στο 
[image: image1491.wmf]β

r

. 
     Να βρείτε: i) την τιμή του λ,                    ii) το 
[image: image1492.wmf]γ

r

,                    iii) τη γωνία 
[image: image1493.wmf]¶

(

)

α,γ

r

r

.

5.69 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1494.wmf]α

r

 και 
[image: image1495.wmf]β

r

, με 
[image: image1496.wmf]α6

=

r

 και 
[image: image1497.wmf]β4

=

r

, για τα οποία ισχύει 
[image: image1498.wmf](

)

(

)

2

α3βα2β24

-×+=-

rr

rr

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1499.wmf]αβ

^

r

r

.

β) Θεωρούμε διανύσματα 
[image: image1500.wmf]γ

r

 τέτοιο, ώστε 
[image: image1501.wmf](

)

γ2α3β

+×

r

r

r

P

 και 
[image: image1502.wmf](

)

(

)

γ3β43α9β

+^×-

rr

r

r

.

i. Να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image1503.wmf]γ

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image1504.wmf]α και β

r

r

.
ii. Να βρείτε τη γωνία 
[image: image1505.wmf]¶

(

)

α,γ

r

r

.

5.71 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1506.wmf]α

r

 και 
[image: image1507.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1508.wmf]α2

=

r

, 
[image: image1509.wmf]β1

=

r

 και 
[image: image1510.wmf]¶

(

)

π

α,β

3

=

r

r

.

Να βρείτε την 
[image: image1511.wmf]α

προββ

r

r

 (συναρτήσει του 
[image: image1512.wmf]α

r

).

5.72 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1513.wmf](

)

α1,3

=

r

 και 
[image: image1514.wmf](

)

β9,7

=

r

. Να βρείτε την 
[image: image1515.wmf]α

προββ

r

r

.

5.73 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1516.wmf](

)

α3,2

=

r

 και 
[image: image1517.wmf](

)

β2,10

=

r

. Να αναλύσετε το διάνυσμα 
[image: image1518.wmf]β

r

 σε δύο κάθετες συνιστώσες, από τις οποίες η μία να είναι παράλληλη στο 
[image: image1519.wmf]α

r

.
5.75 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο είναι 
[image: image1520.wmf]ΑΒ4

=

uur

, 
[image: image1521.wmf]ΑΓ6

=

uur

 και 
[image: image1522.wmf]·

(

)

π

ΑΒ,ΑΓ

3

=

uuruur

. 

Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ, τότε:  

α) να υπολογίσετε το 
[image: image1523.wmf]ΑΜ

uuur

,                 

β) να αποδείξετε ότι 
[image: image1524.wmf]ΑΜ

14

προβΑΒΑΜ

19

=

uuur

uuruuur

.

5.76 Σε σύστημα συντεταγμένων θεωρούμε τα συνευθειακά σημεία 
[image: image1525.wmf](

)

A0,3

-

, 
[image: image1526.wmf](

)

Βλ,λ1

-

 και 
[image: image1527.wmf](

)

Γ2,6

--

.

α) Να βρείτε την τιμή του 
[image: image1528.wmf]λ
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.

β) Αν Μ είναι το μέσου του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, να βρείτε την προβολή του διανύσματος 
[image: image1529.wmf]ΟΜ

uuur

 πάνω στο διάνυσμα 
[image: image1530.wmf]ΟΒ

uur

.
5.78 Δίνονται μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1531.wmf]α

r

 και 
[image: image1532.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύει 
[image: image1533.wmf]β2

=

r

, 
[image: image1534.wmf]¶

(

)

π

α,β

3

=

r

r

 και 
[image: image1535.wmf]α

1

προββα

3

=

r

r

r

.

Να βρείτε:  

α) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image1536.wmf]α

r

, 

β) την προβολή του διανύσματος 
[image: image1537.wmf]α

r

 πάνω στο 
[image: image1538.wmf]β

r

 (συναρτήσει του 
[image: image1539.wmf]β

r

),

γ) το μέτρο του διανύσματος 
[image: image1540.wmf]γ2α3β

=-

r

r

r

.
5.95 Για τα διανύσματα 
[image: image1541.wmf]α

r

 και 
[image: image1542.wmf]β

r

 ισχύουν οι σχέσεις 
[image: image1543.wmf](

)

2

α3β4,2

+=-

r

r

 και 
[image: image1544.wmf](

)

α3β7,8

-=-

r

r

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1545.wmf](

)

α1,2

=-

r

 και 
[image: image1546.wmf](

)

β2,2

=-

r

.

β) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό κ, ώστε τα διανύσματα 
[image: image1547.wmf]καβ

+

r

r

 και 
[image: image1548.wmf]2

α3β

+

r

r

 να είναι κάθετα.

γ) Να αναλύσετε το διάνυσμα 
[image: image1549.wmf](

)

γ3,1

=-

r

 σε δύο κάθετες συνιστώσες, από τις οποίες η μία να είναι 

     παράλληλη στο 
[image: image1550.wmf]α

r

.

 5.96 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1551.wmf]α

r

, 
[image: image1552.wmf]β

r

, 
[image: image1553.wmf]γ

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1554.wmf]α3

=

r

, 
[image: image1555.wmf]β2

=

r

, 
[image: image1556.wmf]¶

(

)

π

α,β

3

=

r

r

 και 
[image: image1557.wmf]αβγ0

+-=

r

r

r

r

.

α) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image1558.wmf]αβ

×

r

r

.

β) Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 
[image: image1559.wmf]γ

r

.

γ) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τους αριθμούς 
[image: image1560.wmf]x0

>

  για τους οποίους ισχύει η σχέση 
[image: image1561.wmf](

)

(

)

αxβ2αxβ17

+×-=

rr

rr

.

5.97 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1562.wmf]α

r

 και 
[image: image1563.wmf]β

r

, με 
[image: image1564.wmf]¶

(

)

α,β120

=

o

r

r

 με 
[image: image1565.wmf](

)

αα4β24

×+=-

r
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  και  
[image: image1566.wmf](

)

α2αβ22

×+=

r

rr

. 

Να βρείτε:

α) τα μέτρα των διανυσμάτων 
[image: image1567.wmf]α και β

r

r

,

β) το γινόμενο 
[image: image1568.wmf](

)

(

)

αβα2β

+×-

rr

rr

,

γ) το μέτρο 
[image: image1569.wmf]2

α3β

+

r

r

,

δ) για ποια τιμή του 
[image: image1570.wmf]λ
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 τα διανύσματα  
[image: image1571.wmf]v

λαβ

=+

r

r

r

  και  
[image: image1572.wmf]w

α2β

=+

r

r

r

  είναι κάθετα.

5.98 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1573.wmf]α

r

 και 
[image: image1574.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1575.wmf]αβ2

==

r

r

 και 
[image: image1576.wmf]α2β3αβ

+=-

rr

rr

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1577.wmf]αβ2

×=

r

r

.

β) Να βρείτε για ποια 
[image: image1578.wmf]λ

Î

¡

 ισχύει ότι 
[image: image1579.wmf]λα3β3α2λβ

+=+

rr

rr

.

γ) Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων 
[image: image1580.wmf]α

r

 και 
[image: image1581.wmf]γαβ

=+

r

r

r

.

5.99 Θεωρούμε διανύσματα 
[image: image1582.wmf]α

r

 και 
[image: image1583.wmf]β

r

 με 
[image: image1584.wmf]α1

=

r

, 
[image: image1585.wmf](

)
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)

αβ4αβ

+^-

rr

rr

 και 
[image: image1586.wmf](

)
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)

α2β8αβ

+^-

rr

rr

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1587.wmf]αβ

^

r

r

 και να βρείτε το 
[image: image1588.wmf]β

r

.

β) Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image1589.wmf]γ3α2β

=+

r

r

r

  και  
[image: image1590.wmf]δ6αβ

=-

rr

r

.

i. Να αποδείξετε ότι 
[image: image1591.wmf]γ5

=

r

.

ii. Να γράψετε την 
[image: image1592.wmf]γ

προβδ

r

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image1593.wmf]α και β

r

r

.

5.101 Δίνονται διανύσματα 
[image: image1594.wmf]α

r

 και 
[image: image1595.wmf]β

r

 για τα οποία ισχύουν 
[image: image1596.wmf]α1

=

r

 και 
[image: image1597.wmf]αβ4

×=-

r

r

. 

Θεωρούμε επίσης διάνυσμα 
[image: image1598.wmf]v

r

 για το οποίο ισχύει 
[image: image1599.wmf](
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αvv8προβv4β
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r

r

r

rrr

.

α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image1600.wmf]αv4

×=

r

r

.

β) Να γράψετε το 
[image: image1601.wmf]v

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image1602.wmf]α και β

r

r

.

γ) Αν επιπλέον ισχύει 
[image: image1603.wmf](

)

v

αβ28
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r

, να βρείτε τη γωνία 
[image: image1604.wmf]¶
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)

α,β
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.

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΒΑΣΙΚΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΙ 1.1 , 1.2 & 1.3: Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ / 

ΠΡΟΣΘΕΣΗ ΚΑΙ ΑΦΑΙΡΕΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ /
ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑ
1. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 1
Για να αποδείξουμε μια διανυσματική ισότητα θεωρούμε ως διανυσματική αρχή (σημείο αναφοράς στο χώρο) ένα σημείο της δοσμένης σχέσης και εκφράζουμε 
όλα τα υπόλοιπα διανύσματα ως διαφορές  διανυσματικών ακτίνων 
ως προς την αρχή που θεωρήσαμε .
π.χ. Αν η αρχή είναι το Ο γράφουμε : 
[image: image1605.wmf]OA

-

OB

=

AB


ΑΣΚΗΣΗ 1

Να αποδειχθεί ότι για έξι τυχαία σημεία Α , Β , Γ , Δ , Ε , Ζ ισχύει :

[image: image1606.wmf]GD

+

BZ

+

AE

=

GZ

+

BE

+

AD


2. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 2
Όταν ζητείται να προσδιορίσουμε σημείο το οποίο ικανοποιεί 

μια διανυσματική ισότητα , τότε προσπαθούμε να εκφράσουμε το διάνυσμα 

που ορίζεται από το ζητούμενο σημείο , και ένα άλλο σταθερό σημείο , 

συναρτήσει γνωστών σταθερών διανυσμάτων , 

δηλαδή διανυσμάτων που δεν περιέχουν το ζητούμενο σημείο . 

Γι’ αυτό θεωρούμε ως διανυσματική αρχή ένα από τα γνωστά σημεία 

της δοσμένης σχέσης .
ΑΣΚΗΣΗ 2

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ . Να προσδιορίσετε σημείο Μ στο επίπεδο του τριγώνου τέτοιο ώστε να ισχύει : 
[image: image1607.wmf]0
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MB
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MA


3. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 3
Για να αποδείξουμε ότι δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1608.wmf]a

 και 
[image: image1609.wmf]b

 είναι παράλληλα , αποδεικνύουμε μια σχέση της μορφής 
[image: image1610.wmf]b

l

a

=

 , όπου 
[image: image1611.wmf]R

Î

l

 

ή ότι είναι παράλληλα προς τρίτο διάνυσμα .
ΑΣΚΗΣΗ 3
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ . Αν 
[image: image1612.wmf]AG

+

AB
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AD

l

k

 και 
[image: image1613.wmf]AG

+

AB

=

AE

k

l

 , 

να δείξετε ότι 
[image: image1614.wmf]BG

DE

//

 (κ , λ
[image: image1615.wmf]Î

R)
4. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 4
Για να αποδείξουμε ότι τρία σημεία Α , Β , Γ είναι συνευθειακά δείχνουμε ότι δύο από τα διανύσματα 
[image: image1616.wmf]AB

, 
[image: image1617.wmf]BG

, 
[image: image1618.wmf]AG

 είναι παράλληλα . 

(το πώς αποδεικνύουμε ότι τα διανύσματα είναι παράλληλα βλέπε μέθοδο 3)
ΑΣΚΗΣΗ 4
Αν για οποιαδήποτε σημεία Α , Β , Γ ισχύει 
[image: image1619.wmf]0
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=
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OB
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 , να αποδείξετε 

ότι τα σημεία Α , Β , Γ είναι συνευθειακά .
ΑΣΚΗΣΗ 5

      Να αποδείξετε ότι αν για τα σημεία Α , Β , Γ , Δ , Ε ισχύει : 
[image: image1620.wmf]AG

+

BE
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BD

+

AD

3

2

3

 , τότε τα σημεία Ε , Δ , Γ είναι συνευθειακά .

5. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 5
α) Αν δίνονται τα μέτρα των μη μηδενικών διανυσμάτων 
[image: image1621.wmf]a

, 
[image: image1622.wmf]b

, 
[image: image1623.wmf]b

a

+

, 

τότε για να δείξουμε ότι τα 
[image: image1624.wmf]a

 και 
[image: image1625.wmf]b

, είναι :

ι) ομόρροπα εξετάζουμε αν ισχύει 
[image: image1626.wmf]b

a

b

a

+

=

+

, ενώ 

ιι) αντίρροπα εξετάζουμε αν ισχύει 
[image: image1627.wmf]b

a

b
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β) Αν δίνεται μια διανυσματική ισότητα των μη μηδενικών διανυσμάτων


[image: image1628.wmf]a

 και 
[image: image1629.wmf]b

, τότε είναι :

ι) ομόρροπα
[image: image1630.wmf]Û


[image: image1631.wmf]b

l

a

=

 , με 
[image: image1632.wmf]l

>0

ιι) αντίρροπα
[image: image1633.wmf]Û


[image: image1634.wmf]b

l

a

=

 , με 
[image: image1635.wmf]l

<0

ή 

ι) ομόρροπα
[image: image1636.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image1637.wmf]b

a

b

a

×
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×

 

ιι) αντίρροπα
[image: image1638.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image1639.wmf]b
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×
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(βλέπε πρώτα παράγραφο 1.5)

ΑΣΚΗΣΗ 6

Αν για τα διανύσματα 
[image: image1640.wmf]a

, 
[image: image1641.wmf]b

, 
[image: image1642.wmf]g

 ισχύουν 
[image: image1643.wmf]0

=

+

+

g

b

a

 και 
[image: image1644.wmf]g

a

4

=

 ,  
[image: image1645.wmf]g

b

3

=

 , 

τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image1646.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image1647.wmf]­­



 EMBED Equation.3  [image: image1648.wmf]g

 και 
[image: image1649.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1650.wmf]­¯


[image: image1651.wmf]b

 .
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 1.4: ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

6. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 6
Ο γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων γίνεται και γραμμικός συνδυασμός 

μεταξύ των συντεταγμένων τους . Έτσι , μπορούμε να υπολογίσουμε κάποιες 

παραμέτρους , που μας δίνονται με τα διανύσματα . 

Το ίδιο μπορούμε να κάνουμε και όταν μας ζητούν να γράψουμε ένα διάνυσμα 

ως γραμμικό συνδυασμό γνωστών διανυσμάτων .

Παρατηρήσεις

· Ένα διάνυσμα 
[image: image1652.wmf]a

 = (x , y) είναι :
ι) ίσο με το 
[image: image1653.wmf]0

 αν και μόνο αν και οι δύο συντεταγμένες του είναι ίσες με 0 , 
δηλαδή x = y = 0
ιι) διάφορο του 
[image: image1654.wmf]0

 αν και μόνο αν μία τουλάχιστον συντεταγμένη του 

είναι διάφορη με 0 , δηλαδή x 
[image: image1655.wmf]¹

0 ή y 
[image: image1656.wmf]¹

0
· Για ένα διάνυσμα 
[image: image1657.wmf]a

 = (x , y) έχουμε :
ι) 
[image: image1658.wmf]a

//x΄x
[image: image1659.wmf]Û

y = 0
ιι) 
[image: image1660.wmf]a

//y΄y
[image: image1661.wmf]Û

x = 0
· Γενικά ισχύει η ισοδυναμία 
[image: image1662.wmf]u

= (x , y)
[image: image1663.wmf]Û

 
[image: image1664.wmf]j
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x

u
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ΑΣΚΗΣΗ 7

Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image1665.wmf]a

= (λ2 – 4λ , λ2 – 3λ) . Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου λ για τις οποίες είναι :
ι) 
[image: image1666.wmf]a

= 
[image: image1667.wmf]0





ιι) 
[image: image1668.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1669.wmf]0

¹

 και 
[image: image1670.wmf]a

//x΄x

ιιι) 
[image: image1671.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1672.wmf]0

¹

 και 
[image: image1673.wmf]a

//y΄y
ΑΣΚΗΣΗ 8

Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image1674.wmf]a

= 
[image: image1675.wmf]j

i

4

10

+

. Να γράψετε το διάνυσμα αυτό ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων 
[image: image1676.wmf]u

 και 
[image: image1677.wmf]v

 , όπου 
[image: image1678.wmf]j

i
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 και 
[image: image1679.wmf]j
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=


ΑΣΚΗΣΗ 9
Δίνονται τα σημεία Α(0 , 3) , Β(1 , -4) και Γ(2 , 5) . Να προσδιορίσετε 

τις συντεταγμένες σημείου Μ του επιπέδου για το οποίο ισχύει :


[image: image1680.wmf]MG
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=

AB

2


7. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 7
Όταν μας δίνεται παραλληλία διανυσμάτων ή όταν μας ζητούν να αποδείξουμε ότι κάποια έστω 
[image: image1681.wmf]a

 και 
[image: image1682.wmf]b

 διανύσματα είναι παράλληλα χρησιμοποιούμε τις σχέσεις :
ι) 
[image: image1683.wmf]b

l

a

=

 , όπου 
[image: image1684.wmf]R
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l

 

ιι) det
[image: image1685.wmf](

)
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,

=

b

a


ιιι) 
[image: image1686.wmf]a

l

= 
[image: image1687.wmf]b

l

, όπου 
[image: image1688.wmf]a

l

 , 
[image: image1689.wmf]b

l

 είναι οι συντελεστές διεύθυνσης των διανυσμάτων .

ΑΣΚΗΣΗ 10
Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό x , ώστε τα διανύσματα 


[image: image1690.wmf]a

= (4 , x) και 
[image: image1691.wmf]b

= (x , 1) να είναι :
ι) ομόρροπα




ιι) αντίρροπα

8. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 8
Στις ασκήσεις που αναφέρονται σε συνευθειακά σημεία , θεωρούμε δύο 

από τα έξι διανύσματα που ορίζουν τα σημεία αυτά και χρησιμοποιούμε :

ι) τη συνθήκη παραλληλίας δηλαδή 
[image: image1692.wmf]b

l

a

=

 , όπου 
[image: image1693.wmf]R

Î
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ή 
ιι) ότι η ορίζουσα των συντεταγμένων τους είναι ίση με μηδέν , δηλαδή det
[image: image1694.wmf](
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b
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ΑΣΚΗΣΗ 11
Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1695.wmf]a

 και 
[image: image1696.wmf]b

 και τα διανύσματα :


[image: image1697.wmf]b
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 , 
[image: image1698.wmf]b
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 και 
[image: image1699.wmf]b
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. 
Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α , Β και Γ είναι συνευθειακά .
ΑΣΚΗΣΗ 12
Να βρεθούν οι τιμές του μ
[image: image1700.wmf]R

Î

 για τις οποίες τα σημεία Α(1 , 1) , Β(μ2 , 3) 

και Γ(2μ – 1 , 4) είναι συνευθειακά .

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 1.5: ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

9. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 9
Για να υπολογίσουμε τη γωνία δύο μη μηδενικών διανυσμάτων 
[image: image1701.wmf]a

, 
[image: image1702.wmf]b

 χρησιμοποιούμε τον τύπο συνφ = 
[image: image1703.wmf]b

a

b

a

×

×

 , όπου φ η γωνία των δύο διανυσμάτων .

ΑΣΚΗΣΗ 13
Να υπολογιστεί η γωνία των διανυσμάτων 
[image: image1704.wmf]a

= (3 , 3) και 
[image: image1705.wmf]b

= (0 , 2)
10. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 10
Για να δείξουμε ότι δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1706.wmf]a

, 
[image: image1707.wmf]b

 είναι κάθετα , 

δείχνουμε ότι το εσωτερικό τους γινόμενο είναι ίσο με μηδέν .

ΑΣΚΗΣΗ 14
Να δείξετε ότι το διάνυσμα 
[image: image1708.wmf](
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 είναι κάθετο στο 
[image: image1709.wmf]a

.
ΑΣΚΗΣΗ 15
Αν ισχύει 
[image: image1710.wmf]x

x

y
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=

 , να αποδειχθεί ότι τα διανύσματα 
[image: image1711.wmf]x

 και 
[image: image1712.wmf]z

 είναι κάθετα .

ΑΣΚΗΣΗ 16
Να βρεθεί ο α
[image: image1713.wmf]R

Î

 ώστε τα διανύσματα 
[image: image1714.wmf]u

= (2α + 2 , -2α + 1) και 
[image: image1715.wmf]z

= (α , α + 2)

να είναι κάθετα .

11. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 11
Για να υπολογίσουμε το μέτρο ενός διανύσματος που δίνεται ως γραμμικός συνδυασμός άλλων διανυσμάτων υπολογίζουμε το τετράγωνο του μέτρου χρησιμοποιώντας τον τύπο 
[image: image1716.wmf]2
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[image: image1717]
ΑΣΚΗΣΗ 17
Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image1718.wmf]b
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 , όπου 
[image: image1719.wmf]2
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, 
[image: image1720.wmf]1
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b

, 
[image: image1721.wmf](
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 = 
[image: image1722.wmf]3

p

 . 

Να υπολογισθεί το 
[image: image1723.wmf]u


12. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 12
Για να δείξουμε ισότητες ή ανισότητες με μέτρα διανυσμάτων , υψώνουμε 

και τα δύο μέλη στο τετράγωνο , χρησιμοποιούμε την ιδιότητα 
[image: image1724.wmf]2

2

a
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=

 και γνωστές ταυτότητες .

ΑΣΚΗΣΗ 18
Έστω τα μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image1725.wmf]a

 και 
[image: image1726.wmf]b

 . Να δείξετε ότι : 
[image: image1727.wmf]b
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13. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 13
Για να βρούμε την προβολή ενός διανύσματος 
[image: image1728.wmf]b

 πάνω σε ένα άλλο διάνυσμα 
[image: image1729.wmf]a

 
α) αν μας δίνονται τα μέτρα τους και η γωνία τους , τότε :

Επειδή 
[image: image1730.wmf]a

b

prob

a

//

 , θα υπάρχει λ
[image: image1731.wmf]R

Î

 , ώστε 
[image: image1732.wmf]a

l

b

prob

a
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 (1) .
Όμως ισχύει 
[image: image1733.wmf]b

prob

a

b

a

a

×

=

×

 και με τη βοήθεια της σχέσης (1) υπολογίζουμε 

το λ .

β) αν μας δίνονται τα διανύσματα με τις συντεταγμένες τους , τότε :

Επειδή 
[image: image1734.wmf]a

b

prob

a

//

 , θα υπάρχει λ
[image: image1735.wmf]R

Î

 , ώστε 
[image: image1736.wmf]a

l

b

prob

a

=

 (1) .

Όμως ισχύει 
[image: image1737.wmf]b

prob

a

b

a

a

×

=

×

 και με τη βοήθεια της σχέσης (1) υπολογίζουμε 

το λ .

ΑΣΚΗΣΗ 19
Αν 
[image: image1738.wmf]a

= (3 , 4) και 
[image: image1739.wmf]b

= (2 , 3) , να βρεθεί η προβολή του 
[image: image1740.wmf]b

 πάνω στο 
[image: image1741.wmf]a

 .
14. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 14
Για να αναλύσουμε ένα διάνυσμα σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες , θέτουμε τις συνιστώσες με άγνωστες συντεταγμένες (παραμετρικές) 

και δημιουργούμε από τα δεδομένα σχέσεις με τις οποίες υπολογίζουμε 

τους άγνωστους αυτούς . 
(βλέπε εφαρμογή 2 σελίδα 46 σχολικού βιβλίου).
ΑΣΚΗΣΗ 20
Να αναλύσετε το διάνυσμα 
[image: image1742.wmf]a

= (2 , -3) σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες από τις οποίες η μία να είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 
[image: image1743.wmf]b

= (3 , -1)

ΑΣΚΗΣΗ 21
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image1744.wmf]a

= (4 , 3) και 
[image: image1745.wmf]b

= (2 , 4) . Να αναλύσετε το διάνυσμα 
[image: image1746.wmf]b

 σε δύο κάθετες συνιστώσες , από τις οποίες η μία να είναι παράλληλη προς το 
[image: image1747.wmf]a
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