	Παράγραφος 2.1: Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


7.1 – Εξίσωση γραμμής 
	Έστω 
[image: image1.wmf]Oxy

 ένα σύστημα συντεταγμένων. Μια εξίσωση με δύο αγνώστους x και y θα λέμε ότι είναι η εξίσωση μιας γραμμής 
[image: image2.wmf]C

, αν και μόνο αν:

· οι συντεταγμένες κάθε σημείου της γραμμής 
[image: image3.wmf]C

 επαληθεύουν την εξίσωση,

· κάθε σημείο του επιπέδου, του οποίου οι συντεταγμένες επαληθεύουν την εξίσωση, βρίσκεται πάνω στη γραμμή 
[image: image4.wmf]C
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· Εφαρμογή

Δίνεται η γραμμή C με εξίσωση 
[image: image5.wmf](
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α) Να εξετάσετε αν τα σημεία 
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 και 
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 ανήκουν στη γραμμή C.

β) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραμμής C με τους άξονες.

γ) Αν το σημείο 
[image: image8.wmf](
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 ανήκει στη γραμμή C, να βρείτε την τιμή του 
[image: image9.wmf]λ
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7.2 – Γωνία ευθείας με τον άξονα x’x – Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας

	Γωνία που σχηματίζει ευθεία με τον x’x:

Σε ένα σύστημα συντεταγμένων 
[image: image10.wmf]Oxy

 θεωρούμε μια ευθεία ε που τέμνει τον άξονα 
[image: image11.wmf]xx
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 στο σημείο Α. Η γωνία ω που διαγράφει ο άξονας 
[image: image12.wmf]xx
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, όταν στραφεί γύρω από το Α κατά τη θετική φορά, μέχρι να συμπέσει με την ευθεία ε, ονομάζεται γωνία που σχηματίζει η ευθεία ε με τον άξονα x’x.

Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη προς τον άξονα 
[image: image13.wmf]xx
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, τότε λέμε ότι σχηματίζει με αυτόν γωνία 
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Για τη γωνία ω ισχύει ότι: 
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Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας:

[image: image934.png]
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Αν η ευθεία ε δεν είναι παράλληλη στον άξονα 
[image: image17.wmf]yy
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 (δηλαδή αν 
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), τότε ως συντελεστή διεύθυνσης ή κλίση της ευθείας ε ορίζουμε την εφαπτομένη της γωνίας ω που σχηματίζει η ευθεία ε με τον άξονα 
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Ο συντελεστής διεύθυνσης της ε συμβολίζεται με 
[image: image20.wmf]ε
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. Δηλαδή είναι 
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Ισχύουν τα εξής:

· Αν 
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, τότε δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης για την ευθεία αυτή.

· Αν 
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, τότε 
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 και αντίστροφα.

· [image: image936.png]


Αν 
[image: image25.wmf]ε

λ0

>

, τότε η ευθεία ε σχηματίζει με τον άξονα 
[image: image26.wmf]xx
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 οξεία γωνία.

· Αν 
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, τότε η ευθεία ε σχηματίζει με τον άξονα 
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 αμβλεία γωνία.
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Διάνυσμα παράλληλο σε ευθεία:

Έστω ένα διάνυσμα 
[image: image29.wmf]δ
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 παράλληλο σε μια ευθεία ε. Αν φ και έστω ω είναι οι γωνίες που σχηματίζουν το 
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 και η ε αντίστοιχα με τον άξονα 
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, τότε (όπως φαίνεται στα διπλανά σχήματα) θα ισχύει 
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Άρα ισχύει η εξής πρόταση:

«Όταν μια ευθεία και ένα διάνυσμα είναι παράλληλα, τότε έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης».

Παρατήρηση:

Το διάνυσμα 
[image: image35.wmf](
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· Εφαρμογή

α) Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας ε, η οποία σχηματίζει με τον άξονα x’x γωνία ίση με:

     i) 
[image: image38.wmf]30

o

                    ii) 
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                    iii) 
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                    iv) 
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β) Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image42.wmf](
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 να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει η ε με τον  άξονα x’x.
7.3 – Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας που διέρχεται από δύο γνωστά σημεία

	Πρόταση:

Ο συντελεστής διεύθυνσης 
[image: image43.wmf]ε
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 μιας ευθείας ε που διέρχεται από τα σημεία 
[image: image44.wmf](
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                                    Απόδειξη

Η ευθεία ε που διέρχεται από τα σημεία 
[image: image48.wmf](
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 και 
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 είναι ο φορέας του διανύσματος 
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. Επομένως ο συντελεστής διεύθυνσης 
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 της ευθείας ε είναι ίσος με τον συντελεστή διεύθυνσης του διανύσματος 
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία 
[image: image54.wmf](
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α) Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ.

β) Αν η ευθεία ΒΓ έχει συντελεστή διεύθυνσης 3, να βρείτε:

i. τον αριθμό 
[image: image56.wmf]α
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ii. τη γωνία που σχηματίζει η ευθεία ΑΓ με τον άξονα x’x.

7.4 – Εξίσωση ευθείας

	Εξίσωση ευθείας με γνωστό συντελεστή διεύθυνσης που διέρχεται από γνωστό σημείο

Πρόταση:

Έστω 
[image: image57.wmf]Οxy

 ένα σύστημα συντεταγμένων. Η ευθεία ε, που διέρχεται από το σημείο 
[image: image58.wmf](
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 και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, έχει εξίσωση 
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Ένα σημείο 
[image: image60.wmf](
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, διαφορετικό από το Α, ανήκει στην ευθεία ε, 

αν και μόνο αν 
[image: image61.wmf]AM

AM

ε  λλ

Û=

uuur

uuur

P

.  
[image: image62.wmf](

)

1

 

Όμως είναι 
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Επομένως έχουμε: 
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Η παραπάνω εξίσωση επαληθεύεται και από το σημείο 
[image: image66.wmf](
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, οπότε αυτή είναι η εξίσωση της ευθείας ε.
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Εξίσωση ευθείας παράλληλη στον y’y με γνωστό ένα σημείο της:

Όταν μια ευθεία είναι κατακόρυφη (παράλληλη στον άξονα y’y), τότε δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης για την ευθεία αυτή. 

Μια κατακόρυφη ευθεία ε που διέρχεται από το σημείο 
[image: image67.wmf](
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 έχει εξίσωση 
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Ο άξονας y’y έχει εξίσωση 
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Ειδικές περιπτώσεις:

· Η ευθεία ε που έχει συντελεστή διεύθυνσης λ και τέμνει τον άξονα 
[image: image70.wmf]yy
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 στο σημείο 
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· Η ευθεία ε που έχει συντελεστή διεύθυνσης λ και διέρχεται από την αρχή των αξόνων 
[image: image73.wmf](
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Ειδικότερα:

· Η διχοτόμος της γωνίας 
[image: image75.wmf]ˆ
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 (δηλαδή της 1ης – 3ης γωνίας των αξόνων) έχει 
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[image: image77.wmf]yx
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· Η διχοτόμος της γωνίας 
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 (δηλαδή της 2ης – 4ης γωνίας των αξόνων) έχει 
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, άρα η εξίσωση της είναι: 
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· Η ευθεία ε που διέρχεται από το σημείο 
[image: image81.wmf](
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 και είναι παράλληλη στον άξονα 
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 έχει 
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Ο άξονας 
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 έχει εξίσωση 
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· Εφαρμογή
Δίνεται το σημείο 
[image: image87.wmf](
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. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α και:

α) έχει συντελεστή διεύθυνσης 2,

β) είναι παράλληλη στον άξονα y’y,

γ) είναι παράλληλη στον άξονα x’x.
7.5 – Εξίσωση ευθείας όταν γνωρίζουμε δύο σημεία της

	Έστω ε η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία 
[image: image88.wmf](
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· Αν 
[image: image90.wmf]12
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· Αν 
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία 
[image: image95.wmf](
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Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών: α) ΑΒ,                    β) ΒΓ.

7.6 – Συνθήκες παραλληλίας και καθετότητας ευθειων

	Πρόταση:

Έστω 
[image: image96.wmf]1
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 δύο ευθείες με συντελεστές διεύθυνσης 
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Αν τα διανύσματα 
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Παρατήρηση:

Με τον συμβολισμό 
[image: image106.wmf]12
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· Εφαρμογή

Να βρείτε για ποιες τιμές του 
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α) οι ευθείες 
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β) οι ευθείες 
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7.7 – Προσδιορισμός συντελεστή διεύθυνσης και εξίσωσης ευθείας 

Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε, η οποία:

α) είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image114.wmf]ζ:  y3x10
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 και διέρχεται από το σημείο 
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β) είναι κάθετη στην ευθεία 
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[image: image117.wmf](
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γ) σχηματίζει γωνία 
[image: image118.wmf]135

o

 με τον άξονα x’x και διέρχεται από το σημείο 
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 και διέρχεται από το σημείο 
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)

Δ3,7

,
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 και διέρχεται από το σημείο 
[image: image123.wmf](
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7.8 – Συνευθειακά σημεία

	Μεθοδολογία:

Για να δείξουμε ότι τρία σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά:

· 1ος τρόπος

Δείχνουμε π.χ ότι 
[image: image124.wmf]ΑΒΑΓ
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Οπότε οι ευθείες ΑΒ και ΒΓ είναι παράλληλες και επιπλέον έχουν κοινό σημείο το Β, οπότε ταυτίζονται. Άρα τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

·   2ος τρόπος

Βρίσκουμε π.χ την εξίσωση της ευθείας ΑΒ και δείχνουμε ότι οι συντεταγμένες του Γ επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας ΑΒ, δηλαδή ότι το Γ ανήκει στην ευθεία ΑΒ. Άρα τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.    


· Εφαρμογή

Να εξετάσετε αν τα σημεία 
[image: image125.wmf](
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7.9 – Εξίσωση μεσοκαθέτου ευθυγράμμου τμήματος

	Μεθοδολογία:

Έστω 
[image: image126.wmf](
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Για να βρούμε τη μεσοκάθετο ε του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, εργαζόμαστε ως εξής:

1ος τρόπος

· Βρίσκουμε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ. 

Αν 
[image: image128.wmf](
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· Βρίσκουμε την κλίση του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, από τον τύπο 
[image: image131.wmf]21
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· Συνεπώς είναι 
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· Έτσι, η εξίσωση της μεσοκαθέτου, είναι 
[image: image133.wmf](
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2ος τρόπος

Ένα σημείο 
[image: image134.wmf](
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 ανήκει στη μεσοκάθετο ε του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, αν και μόνο αν: 
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Εκτελώντας τις πράξεις που σημειώνονται, καταλήγουμε σε εξίσωση με αγνώστους x και y η οποία αποτελεί την εξίσωση της ζητούμενης μεσοκαθέτου. 


· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία 
[image: image136.wmf](
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Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ.
7.10 – Κοινά σημεία δύο ευθειών – Σημείο τομής ευθείας με άξονες 

	Κοινά σημεία δύο ευθειών:

Για να βρούμε τα κοινά σημεία δύο ευθειών, λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων τους.

· Αν το σύστημα έχει μοναδική λύση 
[image: image137.wmf](
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· Αν το σύστημα έχει άπειρες λύσεις, τότε οι δύο ευθείες ταυτίζονται.

· Αν το σύστημα είναι αδύνατο, οι ευθείες δεν έχουν κοινά σημεία.

Σημεία τομής ευθείας με τους άξονες:

· Έστω μια ευθεία 
[image: image139.wmf](

)

ε: yλxβ

=+

, με 
[image: image140.wmf]λ0

¹

.

· Για να βρούμε το σημείο τομής της ε με τον 
[image: image141.wmf]xx

¢

, θέτουμε 
[image: image142.wmf]y0

=

, οπότε είναι: 
[image: image143.wmf]β

0

λxβ  λxβ  x

λ
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.  Άρα η ε τέμνει τον 
[image: image144.wmf]xx

¢

 στο σημείο 
[image: image145.wmf]β
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æö

-

ç÷

èø

.

· Για να βρούμε το σημείο τομής της ε με τον 
[image: image146.wmf]yy

¢

, θέτουμε 
[image: image147.wmf]x0

=

, οπότε είναι:


[image: image148.wmf]y

λ0β  yβ

=×+Û=

.  Άρα η ε τέμνει τον 
[image: image149.wmf]yy

¢

 στο σημείο 
[image: image150.wmf](
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Β0,β

.         

· Μια ευθεία 
[image: image151.wmf](

)

0

ε: yy

=

 τέμνει τον 
[image: image152.wmf]yy

¢

 στο σημείο 
[image: image153.wmf](

)
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, ενώ δεν τέμνει τον 
[image: image154.wmf]xx

¢

 
[image: image155.wmf](
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αν y0

¹

 ή ταυτίζεται με αυτόν 
[image: image156.wmf](
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αν y0
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.   

· Μια ευθεία 
[image: image157.wmf](
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0

ε: xx

=

 τέμνει τον 
[image: image158.wmf]xx

¢

 στο σημείο 
[image: image159.wmf](
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Ax,0

, ενώ δεν τέμνει τον 
[image: image160.wmf]yy

¢

 
[image: image161.wmf](
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αν x0
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 ή ταυτίζεται με αυτόν 
[image: image162.wmf](
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αν x0

=

.   


· Εφαρμογή

Δίνονται οι ευθείες 
[image: image163.wmf]ε:  y2x6

=-

 και 
[image: image164.wmf]ζ:  y3x19

=-+

. Να βρείτε:

α) το σημείο τομής των ευθειών ε και ζ,               

β) τα σημεία τομής της ευθείας ε με τους άξονες.

7.11 – Προβολή σημείου σε ευθεία – Συμμετρικό σημείου ως προς ευθεία 

Δίνεται η ευθεία 
[image: image165.wmf]1

ε:  yx3

2
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 και το σημείο 
[image: image166.wmf](

)

Α3,1

. Να βρείτε:

α) την προβολή του σημείου Α στην ευθεία ε,

β) το συμμετρικό του σημείου Α ως προς την ευθεία ε.
7.12 – Σημείο που ανήκει σε γνωστή ευθεία

	Μεθοδολογία:

Αν γνωρίζουμε ότι το σημείο 
[image: image167.wmf](
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 ανήκει στην ευθεία 
[image: image168.wmf](
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ε: yλxβ

=+

, τότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της. Δηλαδή ισχύει ότι: 
[image: image169.wmf]11

y

λxβ
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.

Άρα το σημείο Μ είναι της μορφής: 
[image: image170.wmf](
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Mx,

λxβ
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.    


· Εφαρμογή

Δίνονται οι ευθείες 
[image: image171.wmf]ε:  y3x5λ

=+

, 
[image: image172.wmf]ζ:  yx3

=-+

 και 
[image: image173.wmf]θ:  y2x6
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, με 
[image: image174.wmf]λ
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. 

Το σημείο 
[image: image175.wmf](
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Μ2λ4,λ2
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 ανήκει στην ευθεία ε. Να βρείτε.

α) τον αριθμό λ,

β) σημείο Α της ευθείας ζ και σημείο Β της ευθείας θ, ώστε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ να έχει μέσο το Μ.
7.13 – Ευθεία με γνωστό συντελεστή διεύθυνσης που ικανοποιεί μια ιδιότητα

	Μεθοδολογία:

Όταν η ευθεία ε έχει γνωστό συντελεστή διεύθυνσης λ και ικανοποιεί μια ιδιότητα 
[image: image176.wmf]I

, τότε για να βρούμε την εξίσωση της, υποθέτουμε ότι αυτή είναι της μορφής 
[image: image177.wmf]y

λxβ

=+

. Μοναδικός άγνωστος είναι ο β, τον οποίο θα υπολογίσουμε θεωρώντας ότι η ε ικανοποιεί την ιδιότητα 
[image: image178.wmf]I

. 


· Εφαρμογή

Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που είναι κάθετη στην ευθεία 
[image: image179.wmf]1

ζ:  yx2011

3

=-+

 και σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο με εμβαδόν 6 τετραγωνικές μονάδες.
7.14 – Ευθεία που διέρχεται από γνωστό σημείο και ικανοποιεί μια ιδιότητα 

	Μεθοδολογία:

Όταν μια ευθεία ε διέρχεται από ένα γνωστό σημείο 
[image: image180.wmf](
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 και επιπλέον έχει μια ιδιότητα 
[image: image181.wmf]I

, τότε εργαζόμαστε ως εξής:

· Η ευθεία ε έχει εξίσωση της μορφής 
[image: image182.wmf]0
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  ή  
[image: image183.wmf](
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.

· Εξετάζουμε αν η ευθεία με εξίσωση 
[image: image184.wmf]0

xx

=

 έχει την ιδιότητα 
[image: image185.wmf]I

. Αν την έχει, τότε η 
[image: image186.wmf]0

xx
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 είναι μία από τις ζητούμενες ευθείες.

· Θεωρούμε ότι η ευθεία με εξίσωση 
[image: image187.wmf](
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 έχει την ιδιότητα 
[image: image188.wmf]I

 και βρίσκουμε (αν υπάρχουν) τις τιμές του λ και τις αντίστοιχες ευθείες.  


· Εφαρμογή

Δίνεται η ευθεία 
[image: image189.wmf]ζ:  yx2

=-

. Να βρείτε ευθεία ε, η οποία διέρχεται από το σημείο 
[image: image190.wmf](
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Ρ3,5

 και τέμνει τη ζ σε σημείο Α, που απέχει απόσταση 
[image: image191.wmf]10

 από την αρχή των αξόνων.
7.15 – Στοιχεία τριγώνου

 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image192.wmf](
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Β3,3
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. Η εξίσωση της πλευράς ΑΓ είναι 
[image: image193.wmf]18

yx

33
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 και η εξίσωση του ύψους ΑΔ είναι 
[image: image194.wmf]y2x4
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. Να βρείτε:

α) τις συντεταγμένες της κορυφής Α,

β) τις εξισώσεις των πλευρών ΑΒ και ΒΓ,

γ) τις συντεταγμένες της κορυφής Γ,

δ) την εξίσωση του ύψους ΒΕ,

ε) τις συντεταγμένες του ορθόκεντρου του τριγώνου ΑΒΓ.
7.16 – Γεωμετρικός τόπος σημείων της μορφής 
[image: image195.wmf](
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	Μεθοδολογία:

Έστω ότι έχουμε σημεία της μορφής 
[image: image196.wmf](
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, όπου 
[image: image197.wmf](
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f
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 και 
[image: image198.wmf](
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 είναι συναρτήσεις που έχουν μεταβλητή το λ. Για να βρούμε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, εργαζόμαστε ως εξής:

· Θέτουμε 
[image: image199.wmf](
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xf
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 και 
[image: image200.wmf](
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yg
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, οπότε είναι 
[image: image201.wmf](
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.

· Από τις εξισώσεις 
[image: image202.wmf](
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 προσπαθούμε να κάνουμε απαλοιφή του λ και να βρούμε μια ισότητα η οποία να συνδέει τα x και y. Η τελευταία ισότητα, είναι ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος του προβλήματος.    


· Εφαρμογή

Να αποδείξετε ότι καθώς το λ μεταβάλλεται στο 
[image: image203.wmf]¡

, το σημείο 
[image: image204.wmf](
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Μλ3,4λ5
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 κινείται σε μια ευθεία, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
7.17 Δίνονται τα σημεία 
[image: image205.wmf](
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Α1,2
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 και 
[image: image206.wmf](

)

B4,7

. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας, η οποία:

α) διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης 2.

β) διέρχεται από το Β και έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image207.wmf]3

-

.

γ) διέρχεται από τα σημεία Α και Β.

7.18 Δίνονται τα σημεία 
[image: image208.wmf](
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 και 
[image: image209.wmf](

)

B4,1

. Να βρείτε:

α) την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τα σημεία Α και Β.

β) την εξίσωση της ευθείας ζ που διέρχεται από το σημείο Β και είναι κάθετη στην ευθεία ε.

7.19 Δίνονται τα σημεία 
[image: image210.wmf](
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Α6,1
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, 
[image: image211.wmf](

)

B2,3

-

. Να βρείτε τη μεσοκάθετο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ.

7.20 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image212.wmf](
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Α4,3
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 και είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image213.wmf](
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α2,4
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.

7.21 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image214.wmf](
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Α2,5

 και είναι κάθετη στο διάνυσμα 
[image: image215.wmf](
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α12,3
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r

.

7.22 Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image216.wmf](
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α3,0

=

r

. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image217.wmf](
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Α2,5

 και είναι: 
α) παράλληλη στο 
[image: image218.wmf]α

r

,                      
β) κάθετη στο 
[image: image219.wmf]α

r

.


  
[image: image220.wmf]
7.23 Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image221.wmf](
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. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image222.wmf](
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Α3,4
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 και είναι: 
α) παράλληλη στο 
[image: image223.wmf]α

r

,                   
β) κάθετη στο 
[image: image224.wmf]α

r

.

7.24 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image225.wmf](
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Α2,3
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 και:  

α) είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image226.wmf]1

ζ: y5x7

=-

.              

β) είναι κάθετη στην ευθεία 
[image: image227.wmf]2

1

ζ: yx21

4
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.

γ) σχηματίζει γωνία 
[image: image228.wmf]45

o

 με τον άξονα x’x.                         

δ) είναι παράλληλη στον άξονα x’x.

ε) είναι παράλληλη στον άξονα y’y.

7.25 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image229.wmf](
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 και:  

α) είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image230.wmf]1

ζ: y2x5

=-+

,

β) είναι κάθετη στην ευθεία 
[image: image231.wmf]2

x12

ζ: y
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=

,

γ) σχηματίζει γωνία 
[image: image232.wmf]135

o

 με τον άξονα x’x,

δ) είναι κάθετη στο διάνυσμα 
[image: image233.wmf](
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v3,6
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,

ε) είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image234.wmf](
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w0,4

=

r

,

στ) είναι παράλληλη στη διχοτόμο της γωνίας 
[image: image235.wmf]·

xOy

.

7.26 Δίνεται το σημείο 
[image: image236.wmf](
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 και η ευθεία 
[image: image237.wmf]ε: y3x1

=+

. 

Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α και:  

α) είναι παράλληλη στην ευθεία ε,                                      

β) είναι κάθετη στην ευθεία ε,

γ) είναι παράλληλη στον άξονα x’x,                                     

δ) από την αρχή των αξόνων 
[image: image238.wmf](
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.

7.28 Δίνονται τα σημεία 
[image: image239.wmf](
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, 
[image: image240.wmf](
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 και 
[image: image241.wmf](
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Αν η ευθεία ΒΓ έχει συντελεστή διεύθυνση 3, να βρείτε:

α) τον αριθμό α,

β) την εξίσωση της ευθείας ΒΓ,

γ) την γωνία που σχηματίζει η ευθεία ΑΒ με τον άξονα x’x,

δ) την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη στην ευθεία ΒΓ,

ε) την εξίσωση της ευθείας ζ που διέρχεται από το Γ και είναι κάθετη στην ευθεία ΑΒ.

7.29. Δίνεται το σημείο 
[image: image242.wmf](
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 και τα διανύσματα 
[image: image243.wmf](
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 και  
[image: image244.wmf](
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, όπου 
[image: image245.wmf]μ
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, για τα οποία ισχύει 
[image: image246.wmf]αβ30
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. Να βρείτε:

α) τον αριθμό μ.

β) την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α και είναι:

i. παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image247.wmf]α

r

.

ii. κάθετη στο διάνυσμα 
[image: image248.wmf]β

r

.
7.30 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image249.wmf](
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 και από το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image250.wmf]1

ε: y2x5
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  και  
[image: image251.wmf]2

ε: y5x9
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.
7.31 Δίνεται η ευθεία 
[image: image252.wmf]ε: y3x2011
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. 

Να βρείτε:

α) την εξίσωση της ευθείας 
[image: image253.wmf]1

ζ

 που είναι παράλληλη στην ευθεία ε και διέρχεται από το σημείο 
[image: image254.wmf](
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Α1,5
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β) την εξίσωση της ευθείας 
[image: image255.wmf]2

ζ

 που είναι κάθετη στην ευθεία ε και διέρχεται από το σημείο 
[image: image256.wmf](
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B3,13
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,

γ) το σημείο τομής των παραπάνω ευθειών 
[image: image257.wmf]1

ζ

 και 
[image: image258.wmf]2

ζ

.

7.32 Να αποδείξετε ότι οι ευθείες 
[image: image259.wmf]1

ε: yx3
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,  
[image: image260.wmf]2

ε: y2x15

=-+

 και 
[image: image261.wmf]3

ε: y3x5

=-

 διέρχονται από το ίδιο σημείο.

7.33 Οι ευθείες 
[image: image262.wmf]1

ε: y2x16
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,  
[image: image263.wmf]2

ε: y5x2

=-+

 και 
[image: image264.wmf]3

ε: yαx4α6

=--

 διέρχονται από το ίδιο σημείο.

Να βρείτε:
α) τον αριθμό α,

β) τα σημεία τομής της ευθείας 
[image: image265.wmf]3

ε

 με τους άξονες.

7.34 Οι ευθείες 
[image: image266.wmf](
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ε: yα4xα
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,  
[image: image267.wmf](
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2

ε: y142αxα2

=---

 είναι παράλληλες. 

Να βρείτε:  

α) τον αριθμό α,                     

β) τα σημεία τομής των ευθειών 
[image: image268.wmf]1

ε

 και 
[image: image269.wmf]2

ε

 με τους άξονες.

7.35 Οι ευθείες 
[image: image270.wmf]1

ε: yμxμ7

=+-

,  
[image: image271.wmf]2
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ε: yx2μ
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 είναι κάθετες. 

Να βρείτε: 

α) τον αριθμό μ,

β) το σημείο τομής Α των ευθειών 
[image: image272.wmf]1

ε

 και 
[image: image273.wmf]2

ε

,

γ) τον αριθμό α, ώστε η ευθεία 
[image: image274.wmf]ζ: yαxα19

=+-

 να διέρχεται από το σημείο Α.

7.36 Δίνονται τα σημεία 
[image: image275.wmf](
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, 
[image: image276.wmf](
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, 
[image: image277.wmf](
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Γ3,7

 και 
[image: image278.wmf](
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Δ1,9
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 Να βρείτε το σημείο τομής των ευθειών ΑΒ και ΓΔ.

7.37 Θεωρούμε την ευθεία ε που διέρχεται από τα σημεία 
[image: image279.wmf](
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 και 
[image: image280.wmf](
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B5,6

. 

Να βρείτε:

α) την εξίσωση της ευθείας ε,

β) τα σημεία τομής της ευθείας ε με τους άξονες,

γ) την εξίσωση της ευθείας 
[image: image281.wmf]1

ζ

 που είναι παράλληλη στην ε και διέρχεται 
από το σημείο 
[image: image282.wmf](
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Γ4,3
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,

δ) την εξίσωση της ευθείας 
[image: image283.wmf]2

ζ

 που είναι κάθετη στην ευθεία ε και διέρχεται 
από το σημείο 
[image: image284.wmf](
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,

ε) το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image285.wmf]1

ζ

 και 
[image: image286.wmf]2

ζ

.

7.38 Δίνεται το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, με 
[image: image287.wmf](
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 και 
[image: image288.wmf](
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Β3,5
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Να βρείτε:

α) τη μεσοκάθετο ε του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ,

β) τα σημεία τομής Γ και Δ της ευθείας ε με τους άξονες y’y και x’x,

γ) το σημείο τομής των ευθειών ΑΓ και ΒΔ.

7.40 Δίνεται το σημείο 
[image: image289.wmf](
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 και η ευθεία 
[image: image290.wmf]1

ε: yx1
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. 

Να βρείτε:

α) την προβολή του Α στην ευθεία ε,                

β) το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ε.
7.45 Δίνονται τα σημεία 
[image: image291.wmf](

)

Α4,3

-

 και 
[image: image292.wmf](
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. Να βρείτε:

α) την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τα σημεία Α και Β, 

β) για ποια τιμή του 
[image: image293.wmf]λ
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 η ευθεία ε διέρχεται από το σημείο 
[image: image294.wmf](
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.

7.46 Δίνονται τα σημεία 
[image: image295.wmf](
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και 
[image: image296.wmf](
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, με 
[image: image297.wmf]α
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Η ευθεία 
[image: image298.wmf]ε: y3x22
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 διέρχεται από το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ. 

Να βρείτε:

α) τον αριθμό α,

β) τα σημεία τομής της ευθείας ΑΒ με τους άξονες.

7.47 Θεωρούμε την ευθεία 
[image: image299.wmf]ε: yλx5

=-

 και το διάνυσμα 
[image: image300.wmf](
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, με 
[image: image301.wmf]λ
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Η ευθεία ε είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image302.wmf]α

r

.

α) Να βρείτε τον αριθμό λ.

β) Το σημείο 
[image: image303.wmf](
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μ,7μ
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, όπου 
[image: image304.wmf]μ
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, ανήκει στην ευθεία ε. Να βρείτε:

i. τον αριθμό μ,

ii. την εξίσωση της ευθείας ζ που διέρχεται από το Α και είναι κάθετη στην ε.

7.54 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image305.wmf]ζ:  y3x2011

=-+

 και σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο με εμβαδόν 24 τ.μ.

7.56 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε, η οποία είναι κάθετη στην ευθεία 
[image: image306.wmf]x21

ζ:  y
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 και τέμνει τους άξονες y’y και x’x  στα σημεία Α και Β αντίστοιχα, ώστε η τεταγμένη του Α και η τετμημένη του Β να έχουν άθροισμα 9.

7.57 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε, η οποία είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image307.wmf](
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 και επιπλέον τέμνει τους άξονες x’x και y’y  στα σημεία Α και Β αντίστοιχα, ώστε να ισχύει 
[image: image308.wmf]AB25

=

.

7.59 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το σημείο 
[image: image309.wmf](
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και σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο με εμβαδόν 4 τ.μ.

7.60 Δίνεται η ευθεία 
[image: image310.wmf]ε:  yx1
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 και το σημείο 
[image: image311.wmf](
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Ρ3,11

. Να βρείτε ευθεία ζ, η οποία διέρχεται από το σημείο Ρ και τέμνει την ε σε σημείο Α, που απέχει απόσταση 5 μονάδων από την αρχή των αξόνων.

7.62 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image312.wmf]1

ε: y2x3
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 και 
[image: image313.wmf]2

ε: yx1
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. Να βρείτε ευθεία ζ, η οποία διέρχεται από το σημείο 
[image: image314.wmf](
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 και τέμνει τις ευθείες  
[image: image315.wmf]1

ε

 και 
[image: image316.wmf]2
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 στα σημεία Α και Β αντίστοιχα, ώστε οι τεταγμένες των Α και Β να έχουν άθροισμα 8.
7.64 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image317.wmf](
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, 
[image: image318.wmf](
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 και 
[image: image319.wmf](
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Να βρείτε τις εξισώσεις:

α) των πλευρών του,                                                            

β) του ύψους ΑΔ,

γ) της διαμέσου ΒΜ,                                                             

δ) της μεσοκαθέτου της πλευράς ΑΒ.

7.65 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image320.wmf](
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Α3,2
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, ενώ η πλευρά ΒΓ βρίσκεται πάνω στην ευθεία 
[image: image321.wmf]yx5
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 και το ύψος ΓΔ βρίσκεται πάνω στην ευθεία 
[image: image322.wmf]2
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Να βρείτε:

α) τις συντεταγμένες της κορυφής Γ,                                

β) την εξίσωση της πλευράς ΑΓ,

γ) την εξίσωση της πλευράς ΑΒ,                                         

δ) τις συντεταγμένες της κορυφής Β,

ε) την εξίσωση της διαμέσου ΒΜ,                                     

στ) την εξίσωση της μεσοκαθέτου της πλευράς ΒΓ.

7.66 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image323.wmf](

)

Α5,5

 και  
[image: image324.wmf](
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Β9,7
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 ενώ το ορθόκεντρό του είναι το σημείο 
[image: image325.wmf](
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Να βρείτε:

α) τις εξισώσεις των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ,

β) τις συντεταγμένες της κορυφής Γ,

γ) την εξίσωση της μεσοκαθέτου της πλευράς ΒΓ.
7.75 Δίνονται τα σημεία 
[image: image326.wmf](
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 και 
[image: image327.wmf](
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, με 
[image: image328.wmf]λ, μ
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α) Να αποδείξετε ότι το σημείο Α κινείται σε ευθεία ε και το σημείο Β κινείται σε ευθεία ζ.

β) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ε και ζ είναι κάθετες και να βρείτε το σημείο τομής τους.

7.77 Δίνονται τα σημεία 
[image: image329.wmf](
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 και 
[image: image330.wmf](
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, με 
[image: image331.wmf]λ
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Να αποδείξετε ότι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ κινείται σε ευθεία.

7.78 Δίνεται το σημείο 
[image: image332.wmf](
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 και η ευθεία 
[image: image333.wmf]ε: y4x5
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. Αν το σημείο Β κινείται στην ευθεία ε, να αποδείξετε ότι το μέσο Μ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ κινείται σε ευθεία ζ παράλληλη στην ε.

7.79 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image334.wmf]ε: y3x7
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 και 
[image: image335.wmf]1

ζ: yx2
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. Έστω 
[image: image336.wmf](
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 ένα σημείο της ευθείας ε και Β το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ζ.

α) Να εκφράσετε τις συντεταγμένες του Β συναρτήσει του λ.

β) Να αποδείξετε ότι το σημείο Β κινείται σε ευθεία.

7.80 Ένα επιβατηγό πλοίο εκτελεί το δρομολόγιο Πειραιάς – Χανιά. Σε κάθε χρονική στιγμή t του ταξιδιού η θέση Μ του πλοίου ως προς ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 
[image: image337.wmf]Oxy

 είναι 
[image: image338.wmf](
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, όπου 
[image: image339.wmf]κ, λ
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. Τη χρονική στιγμή 
[image: image340.wmf]t5
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 το πλοίο διέρχεται από το σημείο 
[image: image341.wmf](
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α) Να βρείτε τις τιμές των κ, λ.

β) Να αποδείξετε ότι το πλοίο διαγράφει γραμμή που βρίσκεται πάνω στην ευθεία 
[image: image342.wmf]ε: y2x1
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.

γ) Ένα δελφίνι κινείται παράλληλα προς το πλοίο. Να βρείτε ένα διάνυσμα μήκους 1, κάθετο προς την ευθεία πάνω στην οποία κινείται το δελφίνι.
7.86 Θεωρούμε τα σημεία 
[image: image343.wmf](
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 και 
[image: image344.wmf](
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 του καρτεσιανού επιπέδου Οxy.

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζεται από την αρχή των αξόνων Ο και το μέσο Δ του τμήματος ΑΒ.

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Δ και είναι κάθετη στην ευθεία ΟΔ.

γ) Έστω Μ τυχαίο σημείο της παραπάνω ευθείας ε. Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση 
[image: image345.wmf]222
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7.87 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image346.wmf]1

ε: yx5

=+

 και 
[image: image347.wmf]2

ε: y10
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. Έστω Α το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image348.wmf]1

ε

 και 
[image: image349.wmf]2

ε

. Θεωρούμε τα σημεία 
[image: image350.wmf](
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 και 
[image: image351.wmf](
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Δ10,10

, τα οποία ανήκουν στις ευθείες 
[image: image352.wmf]1

ε

 και 
[image: image353.wmf]2

ε

 αντίστοιχα. 

Να βρείτε:

α) ένα σημείο 
[image: image354.wmf](
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 της ευθείας 
[image: image355.wmf]2

ε

 έτσι ώστε να ισχύει: 
[image: image356.wmf]ΒΑΒΓ0

×=

uuruur

,

β) τη γωνία των διανυσμάτων 
[image: image357.wmf]ΑΒ

uur

 και 
[image: image358.wmf]ΑΔ

uur

,

γ) την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image359.wmf](
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 και είναι κάθετη 
στην ευθεία 
[image: image360.wmf]1

ε

.

	Παράγραφος 2.2: Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


8.1 – Η εξίσωση
[image: image361.wmf]¹¹

Αx+By+Γ=0,  με  Α0  ή  Β0

  

	Θεώρημα:

Κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της μορφής 
[image: image362.wmf]ΑxByΓ0,μεΑ0ή Β0

++=¹¹

       

  (1)  και αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της μορφής (1) παριστάνει ευθεία γραμμή.

                                       Απόδειξη

Ευθύ:

Έστω ε μια ευθεία στο καρτεσιανό επίπεδο. 

Υπάρχουν οι εξής περιπτώσεις:

· Αν η ευθεία ε έχει συντελεστή διεύθυνσης λ και τέμνει τον άξονα 
[image: image363.wmf]yy

¢

 στο σημείο 
[image: image364.wmf](
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Σ0,β

, τότε έχει εξίσωση 
[image: image365.wmf]y

λxβ
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 η οποία γράφεται 
[image: image366.wmf](
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λx1yβ0
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. Δηλαδή είναι της μορφής 
[image: image367.wmf]ΑxByΓ0,μεΑλ, Β1 και Γβ

++===-=

      

.

· Αν η ευθεία ε είναι κατακόρυφη και διέρχεται από το σημείο 
[image: image368.wmf](
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00

Ρx,y

, τότε έχει εξίσωση: 
[image: image369.wmf]0

xx

=

 η οποία γράφεται: 
[image: image370.wmf]0

x0yx0

+×-=

. Δηλαδή είναι της μορφής 
[image: image371.wmf]0

ΑxByΓ0,μεΑ10, Β0 και Γx

++==¹==-

      

.

Άρα σε κάθε περίπτωση η εξίσωση της ευθείας ε παίρνει τη μορφή 
[image: image372.wmf]ΑxByΓ0,μεΑ0ή Β0

++=¹¹

       

. 

[image: image944.png]
[image: image945.png]P(x4,%0)



Αντίστροφο:

Θα αποδείξουμε ότι κάθε εξίσωση της μορφής 
[image: image373.wmf]ΑxByΓ0,μεΑ0ή Β0

++=¹¹

       

 παριστάνει ευθεία.

Έχουμε τις εξής περιπτώσεις:

· Αν 
[image: image374.wmf]B0

¹

, τότε η εξίσωση γράφεται: 
[image: image375.wmf]A
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 η οποία είναι εξίσωση ευθείας που έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image376.wmf]A

λ

B
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 και τέμνει τον άξονα 
[image: image377.wmf]yy

¢

 στο σημείο 
[image: image378.wmf]Γ
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.

· Αν 
[image: image379.wmf]Β0
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, τότε από την υπόθεση είναι 
[image: image380.wmf]Α0
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 και η εξίσωση γράφεται: 
[image: image381.wmf]Γ
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 η οποία είναι εξίσωση ευθείας κάθετης στον άξονα 
[image: image382.wmf]xx
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 στο σημείο του 
[image: image383.wmf]Γ
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Άρα σε κάθε περίπτωση η εξίσωση 
[image: image384.wmf]ΑxByΓ0,μεΑ0ή Β0

++=¹¹

       

, παριστάνει ευθεία.

Παρατηρήσεις

1) Η εξίσωση 
[image: image385.wmf]ΑxByΓ0

++=

:

· παριστάνει ευθεία, αν και μόνο αν 
[image: image386.wmf]Α0ή Β0

¹¹

   

,

· δεν παριστάνει ευθεία, αν και μόνο αν 
[image: image387.wmf]Α0και Β0

==

   

.  

2) Αν 
[image: image388.wmf]Β0

¹

, τότε η ευθεία 
[image: image389.wmf]ΑxByΓ0
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 έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image390.wmf]A
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3) Η εξίσωση 
[image: image391.wmf]ΑxByΓ0,μεΑ0ή Β0
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, παριστάνει ευθεία:

· παράλληλη στον άξονα 
[image: image392.wmf]xx
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, αν και μόνο αν 
[image: image393.wmf]Α0και Β0
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,

· παράλληλη στον άξονα 
[image: image394.wmf]yy
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, αν και μόνο αν 
[image: image395.wmf]Β0και Α0

=¹
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	Μεθοδολογία:

Έστω μια εξίσωση της μορφής 
[image: image396.wmf](
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 (1).

Για να βρούμε για ποιες τιμές του 
[image: image397.wmf]λ
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 η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία, εργαζόμαστε ως εξής:

· Βρίσκουμε τις κοινές λύσεις των εξισώσεων 
[image: image398.wmf](
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 και 
[image: image399.wmf](
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· Για τις παραπάνω τιμές του λ, η εξίσωση (1) δεν παριστάνει ευθεία, οπότε για οποιεσδήποτε άλλες τιμές του λ παριστάνει ευθεία. 


· Εφαρμογή

Δίνεται η εξίσωση 
[image: image400.wmf](
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 (1), με 
[image: image401.wmf]λ
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Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση (1):

α) παριστάνει ευθεία,

β) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον άξονα x’x,

γ) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον άξονα y’y,

δ) παριστάνει ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
8.2 – Παραμετρική εξίσωση – Ευθείες που διέρχονται από το ίδιο σημείο 

	Μεθοδολογία:

Για να αποδείξουμε ότι μια παραμετρική εξίσωση της μορφής 
[image: image402.wmf](
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 (1) παριστάνει ευθείες που διέρχονται από σταθερό σημείο (ανεξάρτητο της παραμέτρου), εργαζόμαστε με έναν από τους παρακάτω τρόπους:

1ος τρόπος:

· Δίνουμε στην παράμετρο λ δύο τυχαίες τιμές και βρίσκουμε τις ευθείες που προκύπτουν.

· Βρίσκουμε το σημείο τομής Μ των παραπάνω ευθειών.

· Ελέγχουμε αν οι συντεταγμένες του σημείου Μ επαληθεύουν την παραμετρική εξίσωση για κάθε τιμή της παραμέτρου.

· Το σημείο Μ είναι το σταθερό σημείο από το οποίο διέρχονται όλες οι ευθείες που παριστάνει η (1).

2ος τρόπος:

· Θεωρούμε 
[image: image403.wmf](
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 το κοινό σημείο των ευθειών που παριστάνει η εξίσωση (1).

· Αντικαθιστούμε τις συντεταγμένες του Μ στην εξίσωση (1).

· Μετατρέπουμε την εξίσωση που προκύπτει σε πολυωνυμική, με άγνωστο την παράμετρο.

· Για να αληθεύει η προηγούμενη εξίσωση για οποιαδήποτε τιμή της παραμέτρου, πρέπει οι συντελεστές του πολυωνύμου να είναι όλοι ίσοι με το μηδέν.

· Από τις παραπάνω σχέσεις βρίσκουμε τα 
[image: image404.wmf]0
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 και 
[image: image405.wmf]0
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, άρα και το σταθερό σημείο Μ. 


· Εφαρμογή

Δίνεται η εξίσωση 
[image: image406.wmf](
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 (1), με 
[image: image407.wmf]λ
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. Να αποδείξετε ότι:

α) η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε 
[image: image408.wmf]λ
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,

β) οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1) για τις διάφορες τιμές του λ διέρχονται από σταθερό σημείο.

8.3 – Σχετική θέση δύο ευθειών

	Μεθοδολογία:

Για να βρούμε τη σχετική θέση δύο ευθειών, λύνουμε το σύστημα των εξισώσεών τους. Συγκεκριμένα:

· Αν το σύστημα έχει μοναδική λύση, τότε οι δύο ευθείες τέμνονται (δηλαδή έχουν μοναδικό κοινό σημείο).

· Αν το σύστημα είναι αδύνατο, τότε οι ευθείες δεν έχουν κοινά σημεία, δηλαδή είναι παράλληλες.

· Αν το σύστημα έχει άπειρες λύσεις, τότε οι ευθείες ταυτίζονται.

Παρατήρηση:

Αν οι εξισώσεις των ευθειών είναι παραμετρικές, τότε για να λύσουμε το σύστημά τους, επιλέγουμε τη μέθοδο των οριζουσών.


· Εφαρμογή

Δίνονται οι ευθείες 
[image: image409.wmf](
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  και  
[image: image410.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες 
[image: image411.wmf]12
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 τέμνονται (έχουν μοναδικό κοινό σημείο) για κάθε 
[image: image412.wmf]λ
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.
β) Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του 
[image: image413.wmf]λ
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, το σημείο τομής Μ των 
[image: image414.wmf]12

ε και ε

 κινείται πάνω σε ευθεία.

8.4 – Διάνυσμα παράλληλο ή κάθετο σε ευθεία

	Πρόταση:

Η ευθεία με εξίσωση 
[image: image415.wmf]ΑxByΓ0
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 είναι:

α) παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image416.wmf](
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,

β) κάθετη στο διάνυσμα 
[image: image417.wmf](
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                                           Απόδειξη

α) 
[image: image418.wmf]·

 Αν 
[image: image419.wmf]Β0
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, τότε:

· η ευθεία 
[image: image420.wmf]ε: ΑxByΓ0
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 έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image421.wmf]ε
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· το διάνυσμα 
[image: image422.wmf](
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 έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image423.wmf]δ
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Ισχύει ότι 
[image: image424.wmf]ε
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[image: image425.wmf]εδ
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[image: image426.wmf]·

 Αν 
[image: image427.wmf]Β0
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, τότε η ευθεία 
[image: image428.wmf]ε: ΑxByΓ0
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 είναι παράλληλη στον άξονα 
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 και το διάνυσμα  

         
[image: image430.wmf](
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 είναι επίσης παράλληλο στον άξονα 
[image: image431.wmf]yy
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, οπότε ισχύει 
[image: image432.wmf]εδ
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Επομένως σε κάθε περίπτωση η ευθεία 
[image: image433.wmf]ε: ΑxByΓ0

++=

 είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image434.wmf](
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β) Για τα διανύσματα 
[image: image435.wmf](
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 ισχύει ότι: 
[image: image437.wmf](
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 Επομένως είναι 
[image: image438.wmf]δη
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. Άρα και η ευθεία 
[image: image439.wmf]ε: ΑxByΓ0
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 είναι κάθετη στο διάνυσμα 
[image: image440.wmf](

)

ηΑ,Β

=

r

.           


	Μεθοδολογία:

Όταν έχουμε δύο ευθείες 
[image: image441.wmf]1
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 και 
[image: image442.wmf]2
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 με παραμετρικές εξισώσεις και αναζητούμε την τιμή της παραμέτρου, ώστε 
[image: image443.wmf]12
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 ή 
[image: image444.wmf]12
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, τότε εργαζόμαστε ως εξής:

· Θεωρούμε διανύσματα 
[image: image445.wmf]11
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 και 
[image: image446.wmf]22
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· Τότε, ισχύουν τα παρακάτω:

· 
[image: image447.wmf]121212
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· 
[image: image448.wmf](
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Προσοχή: 

Όταν οι ευθείες 
[image: image449.wmf]1

ε

 και 
[image: image450.wmf]2

ε

 έχουν παραμετρικές εξισώσεις, τότε δεν μπορούμε να βρούμε πάντοτε τον συντελεστή διεύθυνσης τους από τον τύπο 
[image: image451.wmf]ε
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· Εφαρμογή

Δίνονται οι ευθείες 
[image: image452.wmf](
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Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image454.wmf]λ
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 ισχύει:  α) 
[image: image455.wmf]12
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              β) 
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5 – Γωνία ευθειών (1)

	Μεθοδολογία:

Για να βρούμε την οξεία γωνία φ που σχηματίζουν δύο ευθείες 
[image: image457.wmf]1

ε

 και 
[image: image458.wmf]2

ε

, εργαζόμαστε ως εξής:

· [image: image946.png]


[image: image947.png]


Θεωρούμε διανύσματα 
[image: image459.wmf]11
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 και 
[image: image460.wmf]22
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· Βρίσκουμε τη γωνία 
[image: image461.wmf]·
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, χρησιμοποιώντας τη σχέση: 
[image: image462.wmf]·
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· Αν 
[image: image463.wmf]·
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, τότε είναι 
[image: image464.wmf]·
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 και η ζητούμενη γωνία είναι η 
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· Αν 
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 και η ζητούμενη γωνία είναι η 
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· Εφαρμογή

Να βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image469.wmf]1

ε:  3xy50
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 και 
[image: image470.wmf]2

ε:  2xy10
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.
8.6 – Γωνία ευθειών (2)

	Μεθοδολογία:

· Όταν μια ευθεία ε διέρχεται από ένα γνωστό σημείο 
[image: image471.wmf](
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 και επιπλέον έχει μια ιδιότητα 
[image: image472.wmf]I

, τότε εργαζόμαστε ως εξής:

· Η ευθεία ε έχει εξίσωση της μορφής 
[image: image473.wmf]0
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  ή  
[image: image474.wmf](
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· Εξετάζουμε αν η ευθεία με εξίσωση 
[image: image475.wmf]0
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 έχει την ιδιότητα 
[image: image476.wmf]I

. Αν την έχει, τότε η 
[image: image477.wmf]0
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 είναι μία από τις ζητούμενες ευθείες.

· Θεωρούμε ότι η ευθεία με εξίσωση 
[image: image478.wmf](
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 έχει την ιδιότητα 
[image: image479.wmf]I

 και βρίσκουμε (αν υπάρχουν) τις τιμές του λ και τις αντίστοιχες ευθείες. 

· Αν έχουμε ως δεδομένο ότι οι ευθείες 
[image: image480.wmf]1111

ε: ΑxByΓ0

++=

 και 
[image: image481.wmf]2222

ε: ΑxByΓ0

++=

 σχηματίσουν γωνία ω, τότε για τα διανύσματα 
[image: image482.wmf](
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  και  
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 μπορεί να ισχύει ότι: 
[image: image484.wmf]·
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· Εφαρμογή

Δίνεται η ευθεία 
[image: image486.wmf]ε:  3xy20
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 και το σημείο 
[image: image487.wmf](
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. Να βρείτε ευθεία ζ που διέρχεται από το σημείο Ρ και σχηματίζει με την ευθεία ε οξεία γωνία ίση με 
[image: image488.wmf]30
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.

8.7  – Εξισώσεις της μορφής 
[image: image489.wmf]22
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	Μεθοδολογία

Για να αποδείξουμε ότι μια εξίσωση της μορφής 
[image: image490.wmf]22
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 (1) παριστάνει δύο ευθείες, εργαζόμαστε ως εξής:

· Θεωρούμε την εξίσωση (1) σαν εξίσωση δευτέρου βαθμού ως προς x (ή ως προς y), δηλαδή: 
[image: image491.wmf](
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 (τότε, το y θεωρείται σταθερό)

· Λύνουμε την παραπάνω εξίσωση, με τη βοήθεια του τύπου της διακρίνουσας, και βρίσκουμε δύο σχέσεις ανάμεσα στα x και y, οι οποίες είναι οι εξισώσεις των ζητούμενων ευθειών. 


· Εφαρμογή

Δίνεται η εξίσωση 
[image: image492.wmf]22

x2yxy3x9y40
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 (1). 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο ευθείες, των οποίων να βρείτε τις εξισώσεις.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
8.8 Δίνεται η ευθεία 
[image: image493.wmf]ε:  3xy10
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. 

Να βρείτε:

α) ευθεία ζ που είναι κάθετη στην ε και διέρχεται από το σημείο 
[image: image494.wmf](
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Α2,3
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,

β) το σημείο τομής των ευθειών ε και ζ.
8.9 Δίνεται η ευθεία 
[image: image495.wmf]ε: 6x2y50
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. Να βρείτε:

α) ευθεία ζ που είναι παράλληλη στην ε και διέρχεται από το σημείο 
[image: image496.wmf](
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,

β) τα σημεία τομής της ευθείας ζ με τους άξονες.
8.10 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image497.wmf](
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Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image498.wmf]λ
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 η εξίσωση (1):

α) παριστάνει ευθεία,

β) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον άξονα x’x,

γ) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον άξονα y’y,

δ) παριστάνει ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
8.11 Δίνεται η ευθεία 
[image: image499.wmf](
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. Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image500.wmf]α

Î

¡

, η ευθεία ε:

α) είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image501.wmf]1

ζ:  5x10y130
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,

β) είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image502.wmf]2

ζ:  6x3y10
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,

γ) σχηματίζει γωνία 
[image: image503.wmf]45

o

 με τον άξονα x’x,

δ) διέρχεται από το σημείο 
[image: image504.wmf](
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8.12 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image505.wmf](
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 (1). Να αποδείξετε ότι:

α) η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε 
[image: image506.wmf]λ
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, 

β) όλες οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1) για τις διάφορες τιμές του 
[image: image507.wmf]λ

Î
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 διέρχονται από το ίδιο  σημείο, το οποίο και να βρείτε.

8.13 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image508.wmf](
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α)  Να αποδείξετε ότι για κάθε 
[image: image509.wmf]μ
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 η εξίσωση (1)  παριστάνει ευθεία.

β) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1) για τις διάφορες τιμές του 
[image: image510.wmf]μ

Î
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 διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο και να βρείτε.

γ) Να βρείτε το μ, ώστε η ευθεία ε που έχει εξίσωση την (1) να είναι παράλληλη στην 
[image: image511.wmf]ζ:  4x2y130

++=

.

8.14 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image512.wmf](
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. (1)

α) Να αποδείξετε ότι για κάθε 
[image: image513.wmf]α
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 η εξίσωση (1)  παριστάνει ευθεία.

β) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1) για τις διάφορες τιμές του 
[image: image514.wmf]α
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 διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο και να βρείτε.

γ) Να βρείτε το α, ώστε η ευθεία ε που έχει εξίσωση την (1) να είναι κάθετη στην ευθεία 
[image: image515.wmf]ζ:  x3y70
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.

8.15 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image516.wmf](
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α) Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image517.wmf]λ
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 η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία.

β) Έστω ε μια ευθεία που έχει εξίσωση την (1) και διέρχεται από το σημείο 
[image: image518.wmf](
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. Να βρείτε:

i. τον αριθμό λ,

ii. την ευθεία 
[image: image519.wmf]1
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 που είναι παράλληλη στην ε και διέρχεται από το σημείο 
[image: image520.wmf](
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,

iii. την ευθεία 
[image: image521.wmf]2
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 που είναι κάθετη στην ε και διέρχεται από το σημείο 
[image: image522.wmf](
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,

iv. το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image523.wmf]1
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 και 
[image: image524.wmf]2
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8.16 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image525.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1)  παριστάνει ευθεία για οποιεσδήποτε τιμές των 
[image: image526.wmf]α, β
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¡

.

β) Να βρείτε τις τιμές των α και β, ώστε η ευθεία ε με εξίσωση την (1) να διέρχεται από το σημείο 
[image: image527.wmf](
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 και να έχει συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image528.wmf]1
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8.19 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image529.wmf](
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  και  
[image: image530.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες 
[image: image531.wmf]1

ε

 και 
[image: image532.wmf]2
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 έχουν μοναδικό κοινό σημείο για κάθε 
[image: image533.wmf]λ
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.

β) Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του 
[image: image534.wmf]λ
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 το σημείο τομής Μ των ευθειών 
[image: image535.wmf]1

ε

 και 
[image: image536.wmf]2
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 κινείται πάνω σε ευθεία.

8.20 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image537.wmf](
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  και  
[image: image538.wmf](
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.

α) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες 
[image: image539.wmf]1
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 και 
[image: image540.wmf]2
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 έχουν μοναδικό κοινό σημείο για κάθε 
[image: image541.wmf]λ
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.

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image542.wmf]λ
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, το σημείο τομής Μ των ευθειών 
[image: image543.wmf]1

ε

 και 
[image: image544.wmf]2

ε

 απέχει από την αρχή  των αξόνων απόσταση ίση με 5.

8.21 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image545.wmf](
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  και  
[image: image546.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι για κάθε 
[image: image547.wmf]λ
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 οι ευθείες 
[image: image548.wmf]1

ε

 και 
[image: image549.wmf]2
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 έχουν μοναδικό κοινό σημείο Μ, του οποίου να βρείτε τις συντεταγμένες συναρτήσει του λ.

β) Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image550.wmf]λ
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, το σημείο Μ:

i. απέχει από τον άξονα y’y απόσταση ίση με 7,

ii. απέχει από τον άξονα x’x απόσταση μικρότερη του 5.

8.22 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image551.wmf](
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  και  
[image: image552.wmf](

)

(

)

2

ε: λ3xλ4y20

-+-+=

.

Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image553.wmf]λ
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 ισχύει:  α) 
[image: image554.wmf]12
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,                    β) 
[image: image555.wmf]12
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8.23 Οι ευθείες 
[image: image556.wmf](
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  και  
[image: image557.wmf](
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 είναι κάθετες. Να βρείτε:

α) τον πραγματικό αριθμό λ,                                          

β) το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image558.wmf]1

ε

 και 
[image: image559.wmf]2

ε

.

8.24 Οι ευθείες 
[image: image560.wmf](
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  και  
[image: image561.wmf](
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 είναι παράλληλες, ενώ οι ευθείες: 
[image: image562.wmf](
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  και  
[image: image563.wmf](
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 είναι κάθετες. 

α) Να βρείτε τις τιμές των λ και μ.

β) Αν Α είναι το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image564.wmf]1

ε

 και 
[image: image565.wmf]3

ε

 και Β είναι το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image566.wmf]2

ε

 και 
[image: image567.wmf]4

ε

, να βρείτε το μέτρο του διανύσματος 
[image: image568.wmf]ΑΒ

uur

.

8.25 Οι ευθείες 
[image: image569.wmf](
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  και  
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 είναι παράλληλες.

α) Να βρείτε τον αριθμό λ.

β) Έστω ότι η 
[image: image571.wmf]1

ε

 τέμνει τους άξονες x’x και y’y στα σημεία Α και Β αντίστοιχα και η 
[image: image572.wmf]2

ε

 τέμνει τους άξονες  x’x και y’y στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. 
Να βρείτε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.

8.26 Οι ευθείες 
[image: image573.wmf](
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  και  
[image: image574.wmf](
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 είναι κάθετες.

α) Να βρείτε τον αριθμό λ.

β) Θεωρούμε την εξίσωση: 
[image: image575.wmf](
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i. Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image576.wmf]μ
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 η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία.

ii. Να βρείτε τον αριθμό μ, ώστε η ευθεία ζ που έχει εξίσωση την (1) να διέρχεται από το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image577.wmf]1

ε

 και 
[image: image578.wmf]2

ε

.

8.27 Να βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image579.wmf]1

ε: 3xy70

-+=

 και 
[image: image580.wmf]2

ε: 3x3y130

-+=

.

8.30 Οι ευθείες 
[image: image581.wmf](
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1

ε:  λxλ6y20
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  και  
[image: image582.wmf](
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2

ε: λ5xλ7y130
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 είναι παράλληλες. 

Να βρείτε:

α) τον πραγματικό αριθμό λ,

β) την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image583.wmf]1

ε

 και 
[image: image584.wmf]3

ε:  3x2y50

+-=

.

8.31 Οι ευθείες 
[image: image585.wmf](
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1

ε:  αxα8y70
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  και  
[image: image586.wmf](
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2

ε: α5xα11y130
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 είναι παράλληλες, ενώ οι ευθείες 
[image: image587.wmf](
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ε:  βx5βy210
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  και  
[image: image588.wmf](
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ε: β3xβ8y40
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 είναι κάθετες. 

Να βρείτε:

α) τους αριθμούς α και β,              

β) την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image589.wmf]1

ε

 και 
[image: image590.wmf]3

ε

.

8.32 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image591.wmf]1

ε:  αxy30

++=

  και  
[image: image592.wmf]2

ε:  5x3y80

-+=

. 

Να βρείτε τον αριθμό 
[image: image593.wmf]α

Î

¡

, ώστε οι ευθείες 
[image: image594.wmf]1

ε

 και 
[image: image595.wmf]2

ε

 να σχηματίζουν οξεία γωνία ίση με 
[image: image596.wmf]45

o

.

8.33 Δίνεται η ευθεία 
[image: image597.wmf]ε:  3x3y50

×-+=

  και το σημείο 
[image: image598.wmf](
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Να βρείτε ευθεία ζ που διέρχεται από το σημείο Ρ και σχηματίζει με την ευθεία ε οξεία γωνία ίση με 
[image: image599.wmf]60

o

.

8.34 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image600.wmf]22

2x2y3xy7xy30

----+=

.  (1)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο ευθείες, οι οποίες είναι κάθετες.

β) Να βρείτε το σημείο τομής των δύο ευθειών του ερωτήματος (α).

8.35 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image601.wmf]22

xy2xy2x2y30

+--+-=

.  (1)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο παράλληλες ευθείες 
[image: image602.wmf]1

ε

 και 
[image: image603.wmf]2

ε

.

β) Έστω ότι οι ευθείες 
[image: image604.wmf]1

ε

 και 
[image: image605.wmf]2

ε

 τέμνουν τον άξονα y’y στα σημεία Α και Β και έστω Μ 
το μέσο του ΑΒ. 
 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ζ που διέρχεται από το Μ και είναι παράλληλη 
στις 
[image: image606.wmf]1

ε

 και 
[image: image607.wmf]2

ε

.
8.37 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image608.wmf]22

3x2y7xy2xy10

+++--=

.  (1)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο ευθείες, των οποίων να βρείτε τις εξισώσεις.

β) Να βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες του ερωτήματος (α).

8.39 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image609.wmf]22

4xy4xy4x2y80

+--+-=

.  (1)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο παράλληλες ευθείες 
[image: image610.wmf]1

ε

 και 
[image: image611.wmf]2

ε

.

β) Έστω Α, Β, Γ, Δ τα σημεία τομής των ευθειών 
[image: image612.wmf]1

ε

 και 
[image: image613.wmf]2

ε

 με τους άξονες x’x και y’y. 

     Να βρείτε το εμβαδόν του τετραπλεύρου που έχει κορυφές τα σημεία Α, Β, Γ, Δ.
8.42 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image614.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1)  παριστάνει ευθεία για κάθε 
[image: image615.wmf]λ

Î
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.

β) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1) για τις διάφορες τιμές του 
[image: image616.wmf]λ

Î

¡

 διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο και να βρείτε.

γ) Έστω 
[image: image617.wmf]1

ε

 και 
[image: image618.wmf]2

ε

 οι ευθείες με εξισώσεις που προκύπτουν από την (1) για 
[image: image619.wmf]λ2

=

 και 
[image: image620.wmf]λ3

=

 αντίστοιχα. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image621.wmf]1

ε

 και 
[image: image622.wmf]2

ε

.

8.43 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image623.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1)  παριστάνει ευθεία για κάθε 
[image: image624.wmf]λ
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.

β) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1) για τις διάφορες τιμές του 
[image: image625.wmf]λ

Î
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 διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο και να βρείτε.

γ) Να βρείτε για ποιες τιμές του 
[image: image626.wmf]λ

Î
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, η ευθεία ε που έχει εξίσωση την (1) και η ευθεία 
[image: image627.wmf]ζ:  3xy40
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 σχηματίζουν οξεία γωνία ίση με 
[image: image628.wmf]45

o

.

8.45 Έστω 
[image: image629.wmf]1

ε

 η ευθεία που διέρχεται από το σημείο 
[image: image630.wmf](
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Ρ1,3
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 και τέμνει τους άξονες x’x και y’y στα σημεία Α και Β αντίστοιχα, έτσι ώστε το Ρ να είναι το μέσο του ΑΒ.

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας 
[image: image631.wmf]1

ε

.

β) Θεωρούμε τα σημεία 
[image: image632.wmf](
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 και 
[image: image633.wmf](

)
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. 

     Αν το σημείο Δ ανήκει στην ευθεία 
[image: image634.wmf]1

ε

, να βρείτε:

i. τον αριθμό α,

ii. τη μεσοκάθετο 
[image: image635.wmf]2

ε

 του ευθυγράμμου τμήματος ΓΔ,

iii. την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image636.wmf]1

ε

 και 
[image: image637.wmf]2

ε

.

8.46 Δίνεται η εξίσωση: 
[image: image638.wmf]22

x2yxy5x2y40
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.  (1)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο ευθείες 
[image: image639.wmf]1

ε

 και 
[image: image640.wmf]2

ε

.

β) Έστω ότι η ευθεία 
[image: image641.wmf]ζ: x2y8λ0

+-=

 τέμνει τις ευθείες 
[image: image642.wmf]1

ε

 και 
[image: image643.wmf]2

ε

 στα σημεία Α και Β. 

      Αν Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ, τότε:

i. να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ συναρτήσει του λ,

ii. να αποδείξετε ότι καθώς το λ μεταβάλλεται στο 
[image: image644.wmf]¡

, το σημείο Μ κινείται πάνω σε ευθεία, της οποίας να βρείτε την εξίσωση

	Παράγραφος 2.3: Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


9.1 – Απόσταση σημείου από ευθεία 

	[image: image948.png]deye)

5%



Ορισμός:

Έστω 
[image: image645.wmf]ε: ΑxByΓ0
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 μια ευθεία του καρτεσιανού επιπέδου και 
[image: image646.wmf](
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Μx,y

 ένα σημείο εκτός αυτής. Η απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία ε συμβολίζεται με 
[image: image647.wmf](
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dM,
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 και αποδεικνύεται ότι είναι ίση με 
[image: image648.wmf](
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.  


· Εφαρμογή

Να βρείτε την απόσταση του σημείου 
[image: image649.wmf](
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Μ1,2

 από την ευθεία 
[image: image650.wmf]ε: 5x12y70

--=

.

9.2 – Προσδιορισμός εξίσωσης ευθείας

	Μεθοδολογία:

Οι ευθείες που διέρχονται από το σημείο 
[image: image651.wmf](
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 είναι οι 
[image: image652.wmf]0

ε: xx
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  ή  
[image: image653.wmf](
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· Εφαρμογή

Να βρείτε ευθεία που διέρχεται από το σημείο 
[image: image654.wmf](
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 και απέχει από το σημείο 
[image: image655.wmf](
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Β3,2

-

 απόσταση ίση με 2.
9.3 – Απόσταση παράλληλων ευθειών

	Μεθοδολογία:

[image: image949.png]d(M.g)



Έστω 
[image: image656.wmf]11

ε: yλxβ
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 και 
[image: image657.wmf]22

ε: yλxβ
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 δύο παράλληλες ευθείες. 

Η απόσταση των ευθειών 
[image: image658.wmf]1

ε

 και 
[image: image659.wmf]2

ε

 συμβολίζεται με 
[image: image660.wmf](
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 και μπορεί να βρεθεί ως εξής:

1ος τρόπος

Αποδεικνύεται ότι είναι ίση με 
[image: image661.wmf](
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2ος τρόπος

Βρίσκουμε τυχαίο σημείο Μ της μιας από της δύο, έστω της 
[image: image662.wmf]1

ε

, και βρίσκουμε την απόσταση του Μ από την 
[image: image663.wmf]2

ε

.   


· Εφαρμογή

Oι ευθείες 
[image: image664.wmf](
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1

ε: αxα6yα20
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 και 
[image: image665.wmf](
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ε: α2xα5yα30
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 είναι παράλληλες.

α) Να βρείτε τον αριθμό 
[image: image666.wmf]α
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.

β) Να βρείτε την απόσταση των παραλλήλων ευθειών 
[image: image667.wmf]1

ε

 και 
[image: image668.wmf]2

ε

.

9.4 – Μεσοπαράλληλη δύο παράλληλων ευθειών

	Ορισμός:

Μεσοπαράλληλη δύο παραλλήλων ευθειών 
[image: image669.wmf]1

ε

 και 
[image: image670.wmf]2

ε

 είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που ισαπέχουν από τις 
[image: image671.wmf]1

ε

 και 
[image: image672.wmf]2

ε
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Μεθοδολογία:

Για να βρούμε τη μεσοπαράλληλη δύο παραλλήλων ευθειών, εργαζόμαστε με έναν από τους παρακάτω τρόπους:

1ος τρόπος

[image: image950.png]


Το σημείο 
[image: image673.wmf](
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 ανήκει στη μεσοπαράλληλη ε των παραλλήλων ευθειών 
[image: image674.wmf]1

ε

 και 
[image: image675.wmf]2

ε

, αν και μόνο αν 
[image: image676.wmf](
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Η παραπάνω σχέση μας οδηγεί στην εξίσωση της μεσοπαράλληλης ε.

2ος τρόπος

Έστω 
[image: image677.wmf]11

ε: yλxβ
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 και 
[image: image678.wmf]22

ε: yλxβ
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 δύο παράλληλες ευθείες, οι οπο[image: image951.png]


ίες τέμνουν τον άξονα 
[image: image679.wmf]yy

¢

 στα σημεία 
[image: image680.wmf](
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β

 και 
[image: image681.wmf](
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 αντίστοιχα. Η μεσοπαράλληλη των 
[image: image682.wmf]1

ε

 και 
[image: image683.wmf]2

ε

 είναι παράλληλη στις 
[image: image684.wmf]1

ε

, 
[image: image685.wmf]2

ε

 (άρα έχει συντελεστή διεύθυνσης λ) και διέρχεται από το μέσο Μ του ΑΒ το οποίο έχει συντεταγμένες 
[image: image686.wmf]12
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Άρα η εξίσωση της μεσοπαράλληλης ε είναι 
[image: image687.wmf](
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· Εφαρμογή

Να βρείτε τη μεσοπαράλληλη των ευθειών 
[image: image688.wmf]1

ε: 2xy50
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 και 
[image: image689.wmf]2

ε: 2xy30
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.

9.5 – Διχοτόμος γωνίας δύο ευθειών

	Ορισμός:

[image: image952.png]


Διχοτόμος μιας γωνίας είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που ισαπέχουν από τις πλευρές της γωνίας.

Μεθοδολογία:

Για να βρούμε τις διχοτόμους των γωνιών που σχηματίζουν δύο ευθείες, εργαζόμαστε ως εξής:

Το σημείο 
[image: image690.wmf](
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 ανήκει στη διχοτόμο μιας γωνίας που σχηματίζουν δύο ευθείες 
[image: image691.wmf]1

ε

 και 
[image: image692.wmf]2

ε

, αν και μόνο αν 
[image: image693.wmf](
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Η παραπάνω σχέση μας οδηγεί σε εξισώσεις δύο ευθειών 
[image: image694.wmf]1

δ

 και 
[image: image695.wmf]2

δ

.

Η μία από αυτές είναι η εξίσωση της διχοτόμου της οξείας γωνίας και η άλλη της διχοτόμου της αμβλείας γωνίας που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image696.wmf]1

ε

 και 
[image: image697.wmf]2

ε

.

Για να βρούμε ποια από τις δύο εξισώσεις αντιστοιχεί στην οξεία και ποια στην αμβλεία γωνία, εργαζόμαστε ως εξής:

· Επιλέγουμε τυχαίο σημείο Α της 
[image: image698.wmf]1

ε

.

· Βρίσκουμε τις αποστάσεις 
[image: image699.wmf](
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 και 
[image: image700.wmf](
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· Αν ισχύει 
[image: image701.wmf](
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, τότε η 
[image: image702.wmf]1

δ

 είναι η διχοτόμος της οξείας γωνίας και η 
[image: image703.wmf]2

δ

 είναι η διχοτόμος της αμβλείας γωνίας των 
[image: image704.wmf]1

ε

 και 
[image: image705.wmf]2

ε

.

[image: image953.png]


Αν προκύψει ότι 
[image: image706.wmf](
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, αυτό σημαίνει ότι οι ευθείες 
[image: image707.wmf]1

ε

 και 
[image: image708.wmf]2

ε

 είναι κάθετες.     


· Εφαρμογή
Δίνονται οι ευθείες 
[image: image709.wmf]1

ε: 2xy30

-+=

 και 
[image: image710.wmf]2

ε: 3x6y50
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. 
Να βρείτε:

α) τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image711.wmf]12

ε και ε

.

β) ποια από τις παραπάνω διχοτόμους αντιστοιχεί στην οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image712.wmf]12

ε και ε

.

9.6 – Εμβαδόν τριγώνου

	Πρόταση:

Το εμβαδόν ενός τριγώνου ΑΒΓ αποδεικνύεται ότι είναι ίσο με 
[image: image713.wmf](
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· Εφαρμογή

Δίνονται τα σημεία 
[image: image714.wmf](
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[image: image715.wmf](
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 και 
[image: image716.wmf](
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. 
Να βρείτε:

α) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ,

β) σημείο Δ της ευθείας 
[image: image717.wmf]ε: 2xy30

--=

, ώστε το τρίγωνο ΒΓΔ να έχει εμβαδόν ίσο με 19 τ.μ.

9.7 – Γεωμετρικός τόπος και εμβαδόν τριγώνου

Δίνονται τα σημεία 
[image: image718.wmf](
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 και 
[image: image719.wmf](
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Β4,3

. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου, ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να έχει εμβαδόν 3 τ.μ.

9.8 – Προσδιορισμός σημείου ευθείας που απέχει ελάχιστη απόσταση από σταθερό σημείο

	Μεθοδολογία:

Έστω 
[image: image720.wmf]ε: ΑxByΓ0
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 μια ευθεία και Μ ένα σημείο εκτός αυτής.

· Η ελάχιστη απόσταση που απέχει ένα σημείο της ευθείας ε από το σημείο Μ είναι 
[image: image721.wmf](
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· Για να βρούμε το σημείο Δ της ευθείας ε που απέχει τη μικρότερη απόσταση από το σημείο Μ, εργαζόμαστε ως εξής:

· Βρίσκουμε την ευθεία ζ που διέρχεται από το Μ και είναι κάθετη στην ε.

· [image: image954.png]


Το ζητούμενο σημείο Δ είναι το σημείο τομής των ευθειών ε και ζ, οπότε λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων τους και βρίσκουμε τις συντεταγμένες του Δ.


· Εφαρμογή

Δίνεται η ευθεία 
[image: image722.wmf]ε: 3x4y50
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 και το σημείο 
[image: image723.wmf](
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.

α) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση που απέχει ένα σημείο της ευθείας ε από την αρχή των αξόνων.

β) Να βρείτε ποιο σημείο της ευθείας ε απέχει τη μικρότερη απόσταση από το σημείο Μ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

9.9 Δίνεται η ευθεία 
[image: image724.wmf]ε: 4x3y20

-+=

. 

Να βρείτε τις αποστάσεις των σημείων 
[image: image725.wmf](

)

A2,5

 και 
[image: image726.wmf](

)

B4,2

-

 από την ευθεία ε.
9.10 Να βρείτε τις αποστάσεις του σημείου 
[image: image727.wmf](

)

A1,4

 από τις ευθείες:

α) 
[image: image728.wmf]1

ε: y2x8

=-

                        β) 
[image: image729.wmf]2

ε: y3x9

=-

                      γ) 
[image: image730.wmf]3

ε: y5

=

                      δ) 
[image: image731.wmf]4

ε: x7

=

      

9.11 Να δείξετε ότι το σημείο 
[image: image732.wmf](

)

Α1,3

-

 ισαπέχει από τις ευθείες 
[image: image733.wmf]ε: 12x5y100

++=

, 
[image: image734.wmf]ζ: 3x4y140

+-=


9.12 Δίνονται τα σημεία 
[image: image735.wmf](

)

A4,2

-

, 
[image: image736.wmf](

)

B2,8

-

 και 
[image: image737.wmf](

)

Γ1,13

-

. 

Να βρείτε:

α) την εξίσωση της ευθείας ΒΓ,                  

β) την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ΒΓ.

9.13 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image738.wmf]1

ε: 2xy10

+-=

, 
[image: image739.wmf]2

ε: 7x2y40

++=

 και 
[image: image740.wmf]3

ε: 3xy90

--=

.

Να βρείτε την απόσταση του σημείου τομής των 
[image: image741.wmf]1

ε

 και 
[image: image742.wmf]2

ε

 από την ευθεία 
[image: image743.wmf]3

ε

.
9.14 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image744.wmf]1

ε: 5xy90

+-=

, 
[image: image745.wmf]2

ε: 3x2y80

--=

 και 
[image: image746.wmf]ζ: λx3y3λ60

+--=

.

Να βρείτε για ποια τιμή του 
[image: image747.wmf]λ

Î

¡

, το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image748.wmf]1

ε

 και 
[image: image749.wmf]2

ε

 απέχει από την ευθεία ζ απόσταση ίση με 
[image: image750.wmf]10

.


[image: image751.wmf]
9.15 Δίνεται η ευθεία 
[image: image752.wmf]ε: y2x3

=-

. 

Να βρείτε:

α) την απόσταση του σημείου 
[image: image753.wmf](

)

A6,1

-

 από την ευθεία ε,

β) τα σημεία της ευθείας ε που απέχουν από την ευθεία 
[image: image754.wmf]ζ: 12x5y70

-+=

 απόσταση ίση με 2.
9.17 Οι ευθείες 
[image: image755.wmf](

)

1

ε: λxλ14yλ20

+-++=

  και  
[image: image756.wmf](

)

(

)

2

ε: λ3xλ10y42λ0

-+-+-=

 είναι παράλληλες. 

Να βρείτε:  

α) τον αριθμό λ,

β) σε ποια από τις ευθείες 
[image: image757.wmf]1

ε

 και 
[image: image758.wmf]2

ε

 βρίσκεται πλησιέστερα το σημείο 
[image: image759.wmf](

)

Α3,2

.

9.18 Το σημείο 
[image: image760.wmf](

)

Α3,1

 απέχει από την ευθεία 
[image: image761.wmf]ε: λx4y8λ0

-+-=

 απόσταση ίση με 2. 

Να βρείτε:

α) τον αριθμό λ,

β) τα σημεία της ευθείας 
[image: image762.wmf]ζ: yx3

=-

, τα οποία απέχουν από την ευθεία ε απόσταση ίση με 3.

9.20 Η ευθεία 
[image: image763.wmf]ε: λx4yλ20

-++=

 απέχει από την αρχή των αξόνων απόσταση ίση με 1. 

Να βρείτε:

α) τον αριθμό λ,

β) τα σημεία του άξονα x’x που απέχουν από την ευθεία ε απόσταση ίση με 2,

γ) τα σημεία του άξονα y’y που ισαπέχουν από την ευθεία ε και από την αρχή των αξόνων.

9.21 Να βρείτε τις ευθείες που είναι παράλληλες στην ευθεία 
[image: image764.wmf]ζ: 3xy20110

+-=

 και απέχουν από το σημείο 
[image: image765.wmf](

)

Α4,2

-

 απόσταση ίση με 
[image: image766.wmf]210

.
9.23 Δίνεται η ευθεία 
[image: image767.wmf]ζ: x2y250

+-=

 και το σημείο 
[image: image768.wmf](

)

Α3,1

. 

Να βρείτε:

α) την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ζ,

β) τις ευθείες που είναι κάθετες στη ζ και απέχουν από το Α απόσταση ίση με 
[image: image769.wmf]20

.

9.24 Να βρείτε τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο 
[image: image770.wmf](

)

Ρ6,5

 και απέχουν από το σημείο 
[image: image771.wmf](

)

Α3,1

-

 απόσταση ίση με 3.

9.25 Να βρείτε την ευθεία ε που είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image772.wmf]ζ: 6x3y130

--=

 και ισαπέχει από τα σημεία 
[image: image773.wmf](

)

Α1,4

-

 και 
[image: image774.wmf](

)

Β5,2

. 
9.26 Να βρείτε τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο 
[image: image775.wmf](

)

Ρ2,1

 και ισαπέχουν από τα σημεία 
[image: image776.wmf](

)

Α1,3

 και 
[image: image777.wmf](

)

Β3,7

. 
9.27 Δίνονται τα σημεία 
[image: image778.wmf](

)

Αα,β

 και 
[image: image779.wmf](

)

Ββ1,2α

-

 με 
[image: image780.wmf]α, β

Î
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, για τα οποία ισχύει 
[image: image781.wmf](

)

ΑΒ4,8

=-
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.

Να βρείτε: 

α) τους αριθμούς α και β,

β) τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο 
[image: image782.wmf](

)

Ρ2,3

--

 και ισαπέχουν από τα σημεία Α και Β.
9.28 Να βρείτε την απόσταση των ευθειών 
[image: image783.wmf]ε: y2x7

=+

 και 
[image: image784.wmf]ζ: y2x3

=-

.

9.29 Οι ευθείες 
[image: image785.wmf](

)

1

ε: λx2λy240

+--=

  και  
[image: image786.wmf](

)

(

)

2

ε: λ4x5λy180

-+-+=

 είναι παράλληλες. 

Να βρείτε: 

α) τον αριθμό λ,                        

β) την απόσταση των ευθειών 
[image: image787.wmf]1

ε

 και 
[image: image788.wmf]2

ε

.

9.30 Δίνεται η εξίσωση 
[image: image789.wmf]22

4xy4xy6x3y40

+--+-=

.  (1)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο παράλληλες ευθείες 
[image: image790.wmf]1

ε

 και 
[image: image791.wmf]2

ε

.

β) Να βρείτε την απόσταση των ευθειών 
[image: image792.wmf]1

ε

 και 
[image: image793.wmf]2

ε

.
9.32 Έστω ε η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία 
[image: image794.wmf](

)

Α2,1

-

 και 
[image: image795.wmf](

)

Β4,3

. 

Να βρείτε:

α) την εξίσωση της ευθείας ε,

β) τις ευθείες που είναι παράλληλες στην ε και απέχουν από αυτήν απόσταση ίση με 
[image: image796.wmf]25

.

9.33 Δίνονται οι παράλληλες ευθείες 
[image: image797.wmf]1

ε: yλxλ

=-

  και 
[image: image798.wmf]2

ε: yλx43λ

=+-

, με 
[image: image799.wmf]λ

Î
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,  των οποίων η απόσταση είναι ίση με 2. Να βρείτε: 

α) τον αριθμό λ,                

β) τα σημεία του άξονα y’y που απέχουν από την ευθεία 
[image: image800.wmf]2

ε

 απόσταση ίση με 3.

9.34 Δίνονται οι παράλληλες ευθείες 
[image: image801.wmf]1

ε: y3x1

=-

  και  
[image: image802.wmf]2

ε: y3x9

=+

. 

Να βρείτε την εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών 
[image: image803.wmf]1

ε

 και 
[image: image804.wmf]2

ε

.

9.35 Δίνονται οι ευθείες 
[image: image805.wmf]1

ε: 3x4y10

-+=

 και 
[image: image806.wmf]2

ε: 8x6y50

-+=

. 

Να βρείτε:

α) τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image807.wmf]1

ε

 και 
[image: image808.wmf]2

ε

. 

β) ποια από τις παραπάνω διχοτόμους αντιστοιχεί στην οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image809.wmf]1

ε

 και 
[image: image810.wmf]2

ε

.

9.36 Δίνονται τα σημεία 
[image: image811.wmf](

)

Α3,1

 και 
[image: image812.wmf](

)

Β13,6

. Έστω 
[image: image813.wmf]1

ε

 η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α και είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image814.wmf](

)

v3,6

=

r

 και 
[image: image815.wmf]2

ε

 η ευθεία που διέρχεται από τα Α και Β. 

Να βρείτε:

α) τις εξισώσεις των ευθειών 
[image: image816.wmf]1

ε

 και 
[image: image817.wmf]2

ε

,                        

β) την απόσταση του σημείου Β από την ευθεία 
[image: image818.wmf]1

ε

,

γ) τις διχοτόμους των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image819.wmf]1

ε

 και 
[image: image820.wmf]2

ε

.

9.37 Οι ευθείες 
[image: image821.wmf](

)

1

ε: λ1xλy13λ0

-++-=

  και  
[image: image822.wmf](

)

(

)

2

ε: 4λx6λyλ0

-+--=

 είναι παράλληλες.

Να βρείτε: 
α) τον αριθμό λ,

β) ευθεία 
[image: image823.wmf]3

ε

, ώστε η 
[image: image824.wmf]2

ε

 να είναι η μεσοπαράλληλη των ευθειών 
[image: image825.wmf]1

ε

 και 
[image: image826.wmf]3

ε

.

9.38 Δύο παράλληλες ευθείες απέχουν απόσταση ίση με 8 και έχουν ως μεσοπαράλληλη την ευθεία 
[image: image827.wmf]ζ: 3x4y120

-+=

. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών αυτών.

9.39 Οι ευθείες 
[image: image828.wmf](

)

1

ε: λxλ12y2λ0

+--=

  και  
[image: image829.wmf](

)

(

)

2

ε: λ2xλ6y3λ10

-+-++=

 είναι παράλληλες.

Να βρείτε:

α) τον αριθμό λ,

β) τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία ισχύει 
[image: image830.wmf](

)

(

)

12

d

Μ,ε2dΜ,ε

=

.

9.40 Δίνονται τα σημεία 
[image: image831.wmf](

)

Α2,1

-

, 
[image: image832.wmf](

)

Β3,4

 και 
[image: image833.wmf](

)

Γ1,6

-

. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

9.41 Δίνονται τα σημεία 
[image: image834.wmf](

)

Α8,3

 και 
[image: image835.wmf](

)

Β6,1

-

. Να βρείτε σημείο Γ του άξονα x’x, ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να έχει εμβαδόν 7 τ.μ.

9.42 Θεωρούμε τα σημεία 
[image: image836.wmf](

)

Α2,1

-

 και 
[image: image837.wmf](

)

Β4,5

 και έστω Γ σημείο της ευθείας 
[image: image838.wmf]ε: 2xy10

--=

. 

Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ, ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να έχει εμβαδόν 4 τ.μ.

9.43 Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με 
[image: image839.wmf](

)

Α1,2

-

, 
[image: image840.wmf](

)

Β2,4

, 
[image: image841.wmf](

)

Γ3,2

-

 και 
[image: image842.wmf](

)

Δ2,1

--

. 

Να βρείτε το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.

9.45 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ. 

Αν ισχύει ότι 
[image: image843.wmf](

)

ΒΓ8,4

=

uur

 και 
[image: image844.wmf](

)

ΑΜ1,3

=-
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, να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

9.46 Δίνονται τα σημεία 
[image: image845.wmf](

)

Α1,2

-

 και 
[image: image846.wmf](

)

Β3,4

. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να έχει εμβαδόν 4 τ.μ.

9.47 Δίνονται τα σημεία 
[image: image847.wmf](

)

Α3,4

-

, 
[image: image848.wmf](

)

Β1,6

 και 
[image: image849.wmf](

)

Γ5,2

-

. 

Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει 
[image: image850.wmf](

)

(

)

ΑΒΓ

ΜΑΒ

2

=

.

9.48 Δίνεται η ευθεία 
[image: image851.wmf]ε: x2y60

+-=

. 

Να βρείτε:

α) τη μικρότερη απόσταση που απέχει ένα σημείο της ευθείας ε από την αρχή των αξόνων,

β) ποιο σημείο της ευθείας ε απέχει τη μικρότερη απόσταση από το σημείο 
[image: image852.wmf](

)

Μ2,3

-

.

9.49 Δίνονται τα σημεία 
[image: image853.wmf](

)

Α2,4

-

 και 
[image: image854.wmf](

)

Β8,1

-

.

α) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ, όπου Ο η αρχή των αξόνων,

β) Έστω ε η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α και Β. Να βρείτε:

i. την εξίσωση της ευθείας ε,

ii. ποιο σημείο της ευθείας ε απέχει τη μικρότερη απόσταση από το σημείο 
[image: image855.wmf](

)

Γ5,3

.

9.50 Θεωρούμε τα σημεία 
[image: image856.wmf](

)

Μλ4,3λ2

--

, με 
[image: image857.wmf]λ

Î

¡

.

α) Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του 
[image: image858.wmf]λ

Î

¡

 τα σημεία Μ κινούνται σε ευθεία ε, 
της οποίας να βρείτε την εξίσωση,

β) Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση που απέχει ένα σημείο της ευθείας ε από την αρχή τ
ων αξόνων.

9.51 Οι ευθείες 
[image: image859.wmf](

)

1

ε: λxλ1y50

+--=

  και  
[image: image860.wmf](

)

(

)

2

ε: λ1xλ4y150

+-+-=

 είναι κάθετες. 

Να βρείτε: 

α) τον αριθμό λ,

β) το σημείο τομής των ευθειών 
[image: image861.wmf]1

ε

 και 
[image: image862.wmf]2

ε

, 

γ) την ελάχιστη απόσταση που απέχει ένα σημείο της ευθείας 
[image: image863.wmf]1

ε

 από την αρχή των αξόνων Ο, καθώς και ποιο είναι το σημείο αυτό.

9.52 Δίνεται η ευθεία 
[image: image864.wmf]ε: 3xyα0

-+=

, με 
[image: image865.wmf]α

Î
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 και τα σημεία 
[image: image866.wmf](

)

Α4,2

 και 
[image: image867.wmf](

)

Β7,1

--

 τα οποία απέχουν από την ε αποστάσεις 
[image: image868.wmf]210

 και 
[image: image869.wmf]10

 αντίστοιχα.

α) Να βρείτε τον αριθμό α.

β) Αν Γ είναι το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα y’y, να βρείτε το εμβαδόν 
του τριγώνου ΑΒΓ.

γ) Να βρείτε ποιο σημείο της ευθείας ε απέχει τη μικρότερη από την αρχή των αξόνων.
9.53 Δίνονται τα σημεία 
[image: image870.wmf](

)

Α2,3

, 
[image: image871.wmf](

)

Β5,λ

 και 
[image: image872.wmf](

)

Γλ6,5

--

 με 
[image: image873.wmf]λ

Î

¡

,  για τα οποία ισχύει ότι 
[image: image874.wmf]ΑΒΑΓ35

×=-

uuruur

. Να βρείτε:

α) τον αριθμό λ,

β) την απόσταση του σημείου Γ από την ευθεία ΑΒ,

γ) τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο Α και ισαπέχουν από τα σημεία Β και Γ.

9.54 Οι παράλληλες ευθείες 
[image: image875.wmf]1

ε: yλxλ

=+

  και  
[image: image876.wmf]2

ε: yλx2

=+

 απέχουν απόσταση ίση με 1.

α) Να βρείτε τον αριθμό λ.

β) Να βρείτε τη μεσοπαράλληλη των 
[image: image877.wmf]1

ε

 και 
[image: image878.wmf]2

ε

.

γ) Έστω 
[image: image879.wmf]3

ε

, η ευθεία που διέρχεται από το σημείο 
[image: image880.wmf](

)

Α4,2

 και τέμνει την 
[image: image881.wmf]1

ε

 σε σημείο 
με τετμημένη 7.

Να βρείτε: 

i. την εξίσωση της ευθείας 
[image: image882.wmf]3

ε

, 

ii.τις διχοτόμους των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image883.wmf]2

ε

 και 
[image: image884.wmf]3

ε

.

9.55 Οι ευθείες 
[image: image885.wmf](

)

1

ε: λxλ4y20

+-+=

  και  
[image: image886.wmf](

)

(

)

2

ε: λ1x3λy30

-+--=

 είναι κάθετες. 

Να βρείτε: 

α) τον αριθμό λ,

β) τις ευθείες που διέρχονται από το σημείο 
[image: image887.wmf](

)

Ρ2,1

-

 και σχηματίζουν με τις 
[image: image888.wmf]1

ε

 και 
[image: image889.wmf]2

ε

 τρίγωνο με 

     εμβαδόν 1 τ.μ.

9.56 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image890.wmf](

)

Γ2,1

--

, στο οποίο η πλευρά ΑΒ βρίσκεται πάνω στην ευθεία με εξίσωση 
[image: image891.wmf]2xy100

+-=

 και το ύψος ΑΔ βρίσκεται πάνω στην ευθεία με εξίσωση 
[image: image892.wmf]x3y150
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. Να βρείτε:

α) τις συντεταγμένες της κορυφής Α,

β) τις εξισώσεις των πλευρών ΑΓ και ΒΓ,

γ) τις συντεταγμένες της κορυφής Β,

δ) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΒΑΣΙΚΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Η ΕΥΘΕΙΑ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.1: ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΥΘΕΙΑΣ

1. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 1
Για να προσδιορίσουμε το συντελεστή διεύθυνσης ευθείας χρειαζόμαστε :

ι) τη γωνία που σχηματίζει η ευθεία με τον άξονα x΄x ή

ιι) δύο σημεία της ευθείας ή

ιιι) παραλληλία ή καθετότητα της ευθείας με μια άλλη ευθεία .

Παρατήρηση : Αν γνωρίζουμε την εξίσωση μιας ευθείας , 

        ο συντελεστής διεύθυνσης λ είναι ο συντελεστής του x , 

        όταν η εξίσωση είναι λυμένη ως προς y .

π.χ. 

Η ευθεία 3x + 2y = 5 γίνεται : y = 
[image: image893.wmf]2
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-

x + 
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 και έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λ = 
[image: image895.wmf]2

3

-


ΑΣΚΗΣΗ 1

Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης ευθείας (ε) η οποία :

ι) Σχηματίζει με τον άξονα x΄x γωνία 
[image: image896.wmf]4

p

.

ιι) Διέρχεται από τα σημεία : Α(3 , 1) , Β(6 , 5)

ιιι) Διέρχεται από τα σημεία : Α(5 , 1) , Β(– 3 , 1)

ιv) Διέρχεται από τα σημεία : Α(6 , 1) , Β(6 , – 4)
v) Είναι κάθετη στην ευθεία (ζ): y = 2x + 1 

vι) Είναι παράλληλη στην ευθεία (η): 2x + y = 4
2. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 2
Για να βρούμε την εξίσωση μιας ευθείας (ε) χρειαζόμαστε :

ι) Τις συντεταγμένες ενός σημείου της και το συντελεστή διεύθυνσής της ή

ιι) Τις συντεταγμένες δύο σημείων της .

Παρατήρηση : Οι συντεταγμένες σημείου που ανήκει σε δύο ευθείες προσδιορίζονται από τη λύση του συστήματος των εξισώσεων των δύο ευθειών .

ΑΣΚΗΣΗ 2

Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζουν τα σημεία στις παρακάτω περιπτώσεις :

ι) Α(1 , 2) και Β(1 , – 3)

ιι) Α(1 , 2) και Β(– 3 , 2)

ιιι) Α(1 , 2) και Β(– 2 , 4)

ΑΣΚΗΣΗ 3

Οι κορυφές του τριγώνου ΑΒΓ είναι Α(– 1 , 2) , Β(3 , 4) , Γ(– 5 , 6) . 

Να βρεθούν :

ι) Η εξίσωση του ύψους υα
ιι) Η εξίσωση της διαμέσου μα
ιιι) Η εξίσωση της μεσοκαθέτου δ της πλευράς ΒΓ του τριγώνου . 

3. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 3
Για να βρούμε την εξίσωση μιας ευθείας (ε):

Α) που διέρχεται από γνωστό σημείο Ρ(xo , yο) και έχει επιπλέον μία ιδιότητα , γράφουμε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το Ρ(xο , yο):

δ: x = xο  και  η: y – yο = λ(x – xο) , λ
[image: image897.wmf]R
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ι) Εξετάζουμε αν η γνωστή ευθεία δ: x = xο έχει ή όχι την αναφερόμενη ιδιότητα.
ιι) Απαιτούμε οι ευθείες (η) να έχουν την ιδιότητα και έτσι προσδιορίζουμε το λ
[image: image898.wmf]R

Î

.

Β) όταν ξέρουμε το συντελεστή διεύθυνσης λ της ευθείας και έχει επιπλέον 
μία ιδιότητα: 

ι) γράφουμε την εξίσωση της ευθείας ε στη μορφή: y = λx + β
ιι) βρίσκουμε για ποια β η ευθεία ε έχει την αναφερόμενη ιδιότητα.
ΑΣΚΗΣΗ 4

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε , η οποία διέρχεται από το σημείο A(-1,3) 

και απέχει από το σημείο Μ(2,1) 3 μονάδες.

Απάντηση: x = -1 , 5x – 12y + 41 = 0

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΑΣΚΗΣΗ 5

Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει με τον άξονα x΄x η καθεμία 

από τις παρακάτω ευθείες :

ι) Η ευθεία που περνά από τα σημεία Α(– 3 , 2) , Β(– 7 , 6)

ιι) Η ευθεία που περνά από τα σημεία Α(10 , 1) , Β(– 10 , 1)

ιιι) Η ευθεία που είναι κάθετη προς την ευθεία (ζ): y = 
[image: image899.wmf]3

3

-

x + 1

ιv) Η ευθεία που περνά από τα σημεία Α(7 , 3) , Β(7 , 1)

v) Η ευθεία που περνά από την αρχή των αξόνων και το σημείο Α(– 2 , – 2)

ΑΣΚΗΣΗ 6

Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) η οποία διέρχεται από το σημείο Α(1 , 3) 

και :

ι) Είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image900.wmf]a

= (5 , 2) 

ιι) Είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image901.wmf]b

= (0 , 6)

ιιι) Διέρχεται από την αρχή των αξόνων .

ΑΣΚΗΣΗ 7

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με Α(2 , – 1) , Β(4 , 1) και Γ(2 , 7). Να βρείτε τις εξισώσεις :

ι) Της πλευράς ΒΓ 

ιι) Του ύψους ΑΔ

ιιι) Της διαμέσου ΒΜ

ιv) Της μεσοκαθέτου της πλευράς ΑΓ

ΑΣΚΗΣΗ 8

Να δείξετε ότι τα σημεία Α(– 1 , – 2) , Β(3 , – 1) , Γ(4 , 2) , Δ(0 , 1) 

είναι κορυφές παραλληλογράμμου . 

Να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου του Κ .

ΑΣΚΗΣΗ 9

ι) Να δείξετε ότι τα σημεία Α(1 , 3) , Β(2 , 6) , Γ(– 5 , – 15) είναι συνευθειακά .

ιι) Το ίδιο για τα σημεία Α(5 , – 4) , Β(– 2 , 3) , Γ(ω , 1 – ω) , ω
[image: image902.wmf]R
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ιιι) Το ίδιο για τα σημεία Α(1 , 3) , Β(1 , – 2) , Γ(1 , 1)

ΑΣΚΗΣΗ 10

Δίνεται η ευθεία (ε): y = x + 1 και το σημείο Α(3 , 1) . Να βρείτε :

ι) Την προβολή του Α πάνω στην ευθεία (ε) .

ιι) Το συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία (ε) .

ΑΣΚΗΣΗ 11

Δίνονται οι εξισώσεις δύο πλευρών παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ , (ε1): y = x – 5 και (ε2): y = 2x + 1 , καθώς και οι συντεταγμένες μίας κορυφής του (1 , 4) .

Να βρείτε :

ι) Τις εξισώσεις των δύο άλλων πλευρών .

ιι) Τις συντεταγμένες των κορυφών του .

ΑΣΚΗΣΗ 12

Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που περνούν από το σημείο Μ(2 , 3) 

και σχηματίζουν με τους άξονες τρίγωνο εμβαδού 
[image: image903.wmf]2
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 .

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.2:ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ  ΕΥΘΕΙΑΣ

4. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 4
Για να δείξουμε ότι μία εξίσωση της μορφής : Αx + Βy + Γ = 0 , 

(όπου τα Α , Β , Γ δίνονται συναρτήσει μιας παραμέτρου) , παριστάνει ευθεία , πρέπει να δείξουμε ότι τα Α και Β δεν μηδενίζονται ταυτόχρονα 

(δηλαδή για την ίδια τιμή της παραμέτρου) .

ΑΣΚΗΣΗ 13

Δίνεται η εξίσωση (λ2 – 1)x + (λ + 1)y + (λ2 – 3λ + 2) = 0 , λ
[image: image904.wmf]R

Î

. 

ι) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία . 

ιι) Πότε είναι παράλληλη στον άξονα x΄x ;

ιιι) Πότε είναι παράλληλη στον άξονα y΄y ;

ιv) Πότε διέρχεται από την αρχή των αξόνων ;

5. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 5
Για να αποδείξουμε ότι ένα σύνολο ευθειών της μορφής : ε1 + λ ε2 = 0 , λ
[image: image905.wmf]R
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 διέρχονται από το ίδιο σημείο μετασχηματίζουμε την εξίσωση που δίνεται 

σε πολυωνυμική ως προς λ (αν δεν δίνεται έτσι) . 

Για να είναι πολυώνυμο ως προς λ ίσο με μηδέν θα πρέπει οι συντελεστές του 

να είναι ίσοι με μηδέν .

ΑΣΚΗΣΗ 14

Δίνεται η εξίσωση : – x – 2 + λ (2x + 3y – 1) = 0 , λ
[image: image906.wmf]R
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 (1) .

α) Να αποδειχθεί ότι :

ι) Για κάθε λ
[image: image907.wmf]R
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 η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία .

ιι) Όλες οι ευθείες που ορίζονται από την (1) διέρχονται από το ίδιο σημείο .

β) Ποια από τις παραπάνω ευθείες είναι κάθετη στην ευθεία (η): y = 
[image: image908.wmf]2

1

x + 3 ;

6. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 6
Πως υπολογίζουμε την οξεία γωνία δύο ευθειών :

Έστω ότι οι ευθείες ε1 , ε2 έχουν συντελεστές διεύθυνσης λ1 , λ2 αντίστοιχα . Θεωρούμε διανύσματα 
[image: image909.wmf]1

d

 , 
[image: image910.wmf]2

d

 τέτοια ώστε : 
[image: image911.wmf]1

d

//ε1 και 
[image: image912.wmf]2

d

//ε2 .

Υπολογίζουμε τη γωνία των διανυσμάτων 
[image: image913.wmf]1

d

 , 
[image: image914.wmf]2

d

 από τον τύπο :

συνφ = 
[image: image915.wmf]2
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2

1
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d

d

d

×

×


Τότε η οξεία γωνία θ των ευθειών θα είναι ίση ή παραπληρωματική 

της γωνίας φ των δύο διανυσμάτων .

ΑΣΚΗΣΗ 15

Να βρεθεί η οξεία γωνία των ευθειών με εξισώσεις :

(ε1): – x + 2y = 3  και  (ε2): 4x + 3y = 5

Δίνεται ότι: συν80ο 
[image: image916.wmf]25

25

;


7. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 7
Για να βρούμε τη σχετική θέση δύο ευθειών επιλύουμε το σύστημα 

των εξισώσεών τους .

Αν οι εξισώσεις των ευθειών έχουν κάποια παράμετρο , κάνουμε διερεύνηση του συστήματος , συνήθως με ορίζουσες .

ΑΣΚΗΣΗ 16

Να βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών (ε1): λx – y = λ + 1 και (ε2): x – y = 2 , λ
[image: image917.wmf]R
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 .

8. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 8
Εύρεση γεωμετρικού τόπου :

Όταν ζητείται ο γεωμετρικός τόπος σημείου Μ(x , y)  του οποίου 

οι συντεταγμένες είναι εκφρασμένες συναρτήσει μίας παραμέτρου , 

κάνουμε απαλοιφή της παραμέτρου και βρίσκουμε τη σχέση μεταξύ 

των συντεταγμένων x και y  του σημείου Μ .

ΑΣΚΗΣΗ 17

Να βρεθεί η γραμμή επάνω στην οποία κινείται το σημείο Μ(3λ + 1 , 2λ) , λ
[image: image918.wmf]R
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 .

9. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 9
Όταν σε μία ευθεία γνωρίζουμε το συντελεστή διεύθυνσης λ , τη γράφουμε 

στη μορφή : y = λx + β και υπολογίζουμε το β από τα υπόλοιπα δεδομένα 

της άσκησης .

ΑΣΚΗΣΗ 18

Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες προς την ευθεία 
(ε): 9x + y – 1 = 0 και ορίζουν με τους άξονες τρίγωνο με εμβαδόν ίσο με 2m2.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΑΣΚΗΣΗ 19

Να αποδείξετε ότι για κάθε λ
[image: image919.wmf]R

Î

 , η εξίσωση x + 2y – 5 + λ(x – 3y) = 0  

παριστάνει ευθεία , η οποία διέρχεται από σταθερό σημείο .

ΑΣΚΗΣΗ 20

Δίνονται οι ευθείες (ε1): λx + (λ – 1)y – 1 = 0 και (ε2): 4x + λy + λ – 2 = 0 .

Να βρείτε για ποια τιμή του λ
[image: image920.wmf]R
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 ισχύει :

ι) ε1//ε2
ιι) ε1
[image: image921.wmf]^

ε2
ΑΣΚΗΣΗ 21

Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών :

(ε1): 3x + 4y – 10 = 0  και  (ε2): 3x + 4y – 20 = 0

ΑΣΚΗΣΗ 22

Δίνεται η εξίσωση (ε): (λ2 – 1)x + (2λ2 + λ – 3)y – 5 = 0 , λ
[image: image922.wmf]R

Î

 .

ι) Για ποιες τιμές του λ η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία ;

ιι) Για ποιες τιμές του λ η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία :

α) παράλληλη στον άξονα x΄x ;

β) παράλληλη στον άξονα y΄y ;

ΑΣΚΗΣΗ 23

Να βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες με εξισώσεις :

(ε1): y = λx  και  (ε2): (λ + 1)x = (1 – λ)y , λ
[image: image923.wmf]R
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.

ΑΣΚΗΣΗ 24

Να υπολογισθεί ο κ
[image: image924.wmf]R
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 έτσι ώστε η ευθεία (η): – κx + y – 3 = 0 να διέρχεται από το σημείο τομής των ευθειών (ε1): 2x + 5y = 12  και  (ε2): x – y + 1 = 0

ΑΣΚΗΣΗ 25
Να δείξετε ότι :

ι) Η εξίσωση 6x2 – xy – y2 = 0 παριστάνει δύο ευθείες .

ιι) Η οξεία γωνία που σχηματίζουν είναι 45ο .

ΑΣΚΗΣΗ 26

Δίνονται οι ευθείες με εξισώσεις :


[image: image925.wmf]1
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b
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  και  
[image: image926.wmf]1
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 , με αβ 
[image: image927.wmf]¹

0 και α
[image: image928.wmf]±
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β .

ι) Να βρείτε το κοινό τους σημείο , έστω Μ .

ιι) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΟΜ , όπου Ο η αρχή των αξόνων .

ιιι) Βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΜ με Α(α , β) .

ΑΣΚΗΣΗ 27

 ι) Να βρεθεί η οξεία γωνία θ που σχηματίζουν μεταξύ τους οι ευθείες :

(ε): x – y 
[image: image929.wmf]3

 + 4 = 0  και  (η): x = 2

ιι) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε η οποία διέρχεται από το σημείο Μ(2 , 1) και σχηματίζει με την ευθεία (ε): x – y 
[image: image930.wmf]3

 + 4 = 0   οξεία γωνία θ ίση με 30ο .

ΑΣΚΗΣΗ 28

Να αποδείξετε ότι για κάθε λ
[image: image931.wmf]R

Î

 οι ευθείες :

(ε1): λx + (2λ + 1)y = λ – 1  και  (ε2): (λ – 1)x + (2λ – 1)y = λ 

έχουν μοναδικό κοινό σημείο Μ . 

Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος του Μ , όταν το λ μεταβάλλεται ;

ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 2.3: ΕΜΒΑΔΟΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ

10. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 10
Όταν ζητείται να βρεθεί το σύνολο των σημείων Μ που ικανοποιούν κάποια ιδιότητα ή να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ , τότε :

Θεωρούμε Μ(x , y) τυχαίο σημείο του γεωμετρικού τόπου και από τα δεδομένα της άσκησης προσπαθούμε να βρούμε μία εξίσωση μεταξύ των συντεταγμένων x και y .
ΑΣΚΗΣΗ 29

Δίνονται τα σημεία Α(– 2 , 1) και Β(4 , 6). Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ είναι ίσο με 2τ.μ.

ΑΣΚΗΣΗ 30

Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών με εξισώσεις :

(ε1): 3x + 4y + 12 = 0   και   (ε2): 3x + 4y + 22 = 0
11. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 11
Η εύρεση των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν δύο ευθείες , 

ανάγεται στην εύρεση του γεωμετρικού τόπου των σημείων , που ισαπέχουν 

από τις δύο ευθείες , αφού η διχοτόμος γωνίας είναι ο γεωμετρικός τόπος 

των σημείων , που ισαπέχουν από τις πλευρές της γωνίας .

ΑΣΚΗΣΗ 31

Να βρεθούν οι εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν 
οι ευθείες με εξισώσεις : x + y – 2 = 0   και   3x – 3y – 1 = 0
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΑΣΚΗΣΗ 32

Να βρεθεί η απόσταση των ευθειών :

(ε1): 3x – 4y + 2 = 0   και   (ε2): – 6x + 8y + 5 = 0

ΑΣΚΗΣΗ 33

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε , η οποία διέρχεται από το σημείο Μ(2 , – 1) και απέχει από την αρχή των αξόνων 2 μονάδες .

ΑΣΚΗΣΗ 34

Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από την αρχή των αξόνων και απέχουν από το σημείο Α(2 , 1) απόσταση ίση με 1.

ΑΣΚΗΣΗ 35

Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών με εξισώσεις :

(ε1): 5x + 12y – 1 = 0   και   (ε2): 5x + 12y + 15 = 0
ΑΣΚΗΣΗ 36

Δύο παράλληλες ευθείες απέχουν απόσταση ίση με 4 και έχουν 
ως μεσοπαράλληλο την ευθεία ε: y = 
[image: image932.wmf]3

4

x + 6 . Να βρεθούν οι εξισώσεις 

των ευθειών αυτών .

ΑΣΚΗΣΗ 37

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν από τις ευθείες :

(ε1): 3x + 4y + 5 = 0   και   (ε2): 4x + 3y – 3 = 0

ΑΣΚΗΣΗ 38

Να βρεθούν τα σημεία της ευθείας x + y – 1 = 0 που απέχουν από την ευθεία 

με εξίσωση (ε): 3x + 4y – 2 = 0 απόσταση ίση με 2 .

ΑΣΚΗΣΗ 39

Να βρεθούν οι εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν 

οι ευθείες με εξισώσεις : 

(ε1): 3x – 4y + 1 = 0   και   (ε2): 5x + 12y – 2 = 0

ΑΣΚΗΣΗ 40

Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου με κορυφές τα σημεία Α(– 2 , 3) , Β(–1 , 5) και Γ(6 , 13) .

ΑΣΚΗΣΗ 41

Δίνονται τα σημεία Α(1 , – 3) και Β(5 , 0) . Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ για τα οποία ισχύει (ΜΑΒ) = 12 .  

ΑΣΚΗΣΗ 42

Να βρεθεί το εμβαδόν του παραλληλογράμμου , του οποίου οι τρεις κορυφές είναι :

Α(– 3 , 1) , Β(4 , – 5) , Γ(– 2 , 3)

ΑΣΚΗΣΗ 43

Θεωρούμε τα σημεία Α(– 4 , 0) , Β(2 , 0) και Γ(– 1 , 4) . 

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(x , y) για τα οποία ισχύει : 

(ΜΒΓ) = 
[image: image933.wmf]2
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