	Παράγραφος 3.4: Βασική θεωρία – Βασικές ασκήσεις της ενότητας


14.1 – Εξίσωση και στοιχεία υπερβολής 

	[image: image328.png]


Ορισμός υπερβολής:

Έστω Ε’  και Ε δύο σημεία ενός επιπέδου. Υπερβολή με εστίες τα σημεία Ε΄ και Ε ονομάζεται ο γεωμετρικός τόπος C των σημείων του επιπέδου των οποίων η απόλυτη τιμή της διαφοράς των αποστάσεων από τα Ε΄ και Ε  είναι σταθερή και μικρότερη του 
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· Την παραπάνω σταθερή απόλυτη τιμή της διαφοράς την παριστάνουμε με 2α.

· Η απόσταση 
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 ονομάζεται εστιακή απόσταση και την παριστάνουμε με 2γ.

· Ισχύει 
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, δηλαδή 
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Εξίσωση υπερβολής:

1) [image: image329.png]


Εστίες στον άξονα x’x
Η εξίσωση της υπερβολής C με εστίες 
[image: image8.wmf](

)

Εγ,0

¢

-

 και 
[image: image9.wmf](

)

Εγ,0

 και σταθερή διαφορά 2α είναι: 
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· Τα σημεία 
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 λέγονται κορυφές της υπερβολής και οι συντεταγμένες τους προκύπτουν αν θέσουμε 
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 στην εξίσωση της υπερβολής C. Ισχύει ότι: 
[image: image15.wmf](

)

AA2

α

¢

=

.

· Η υπερβολή C δεν τέμνει τον άξονα y’y (αν θέσουμε 
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 στην εξίσωση της, προκύπτει η εξίσωση 
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, η οποία είναι αδύνατη στο 
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· Από την εξίσωση 
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 έχουμε ότι: 
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. Επομένως τα σημεία της υπερβολής βρίσκονται εκτός της ταινίας που ορίζουν οι ευθείες 
[image: image21.wmf]x
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 και 
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, γεγονός που σημαίνει ότι η υπερβολή αποτελείται από δύο ξεχωριστούς κλάδους.

2) Εστίες στον άξονα y’y
Η εξίσωση της υπερβολής C με εστίες 
[image: image23.wmf](
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 και σταθερή διαφορά 2α είναι: 
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· Τα σημεία 
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 λέγονται κορυφές της υπερβολής και οι συντεταγμένες τους προκύπτουν αν θέσουμε 
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 στην εξίσωση της υπερβολής C. Ισχύει ότι: 
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· Η υπερβολή C δεν τέμνει τον άξονα x’x (αν θέσουμε 
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 στην εξίσωση της, προκύπτει η εξίσωση 
[image: image32.wmf]22

x

β

=-

, η οποία είναι αδύνατη στο 
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· Όμοια με πριν, τα σημεία της υπερβολής βρίσκονται εκτός της ταινίας που ορίζουν οι ευθείες 
[image: image34.wmf]y
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 και 
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, γεγονός που σημαίνει ότι η υπερβολή αποτελείται από δύο ξεχωριστούς κλάδους.

Ισοσκελής υπερβολή:

Αν είναι 
[image: image36.wmf]αβ
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, τότε η υπερβολή λέγεται ισοσκελής και η εξίσωσή της γράφεται: 
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Συμμετρίες υπερβολής:

Αν 
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 είναι ένα σημείο της υπερβολής C, τότε και τα σημεία 
[image: image40.wmf](
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 ανήκουν επίσης στην υπερβολή C, αφού οι συντεταγμένες των σημείων αυτών επαληθεύουν την εξίσωση της C. Αυτό σημαίνει ότι η υπερβολή C έχει τους άξονες x’x και y’y ως άξονες συμμετρίας και την αρχή των αξόνων ως κέντρο συμμετρίας. Το σημείο Ο που είναι μέσο της 
[image: image41.wmf]ΕΕ
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 λέγεται κέντρο της υπερβολής. 
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Ασύμπτωτες υπερβολής:

· Μια ευθεία ε λέγεται ασύμπτωτη μιας γραμμής C, όταν έχει την εξής ιδιότητα:

[image: image331.png]


Όταν η τετμημένη (το x) ενός σημείου της C αυξάνεται απεριόριστα κατ’ απόλυτη τιμή, τότε η απόσταση του σημείου αυτού από την ευθεία ε τείνει προς το μηδέν.

· Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
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 είναι οι ευθείες 
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Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
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 είναι οι ευθείες: 
[image: image46.wmf]α

yx

β

=

  και  
[image: image47.wmf]α

yx

β

=-

. 

· Ένας μνημονικός κανόνας για να βρίσκουμε τις ασύμπτωτες μιας υπερβολής είναι ο εξής:

· Θέτουμε στην εξίσωση της όπου 1 το 0. 

· Παραγοντοποιούμε το πρώτο μέλος.

· Εξισώνουμε κάθε παράγοντα με μηδέν, λύνουμε ως προς y και προκύπτουν οι εξισώσεις των ασύμπτωτων.

Ορθογώνιο βάσης υπερβολής:

· Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
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 είναι οι φορείς των διαγωνίων του ορθογωνίου ΚΛΜΝ, με: 
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Το ορθογώνιο αυτό λέγεται ορθογώνιο βάσης της υπερβολής C.

· Το ορθογώνιο βάσης ΚΛΜΝ της υπερβολής 
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Εκκεντρότητα υπερβολής:

Έστω C μια υπερβολή με εξίσωση 
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Εκκεντρότητα της υπερβολής C (συμβολικά ε) ονομάζουμε τον λόγο 
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· Επειδή ισχύει 
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· Γεωμετρικά, όσο πιο μικρή είναι εκκεντρότητα της υπερβολής, τόσο πιο επίμηκες είναι το ορθογώνιο βάσης και κατά συνέπεια, τόσο πιο κλειστή είναι η υπερβολή.
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· Μια ισοσκελής υπερβολή έχει εκκεντρότητα 
[image: image58.wmf]ε2
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· Εφαρμογή

Nα βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει:

α) εστίες 
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 και η απόσταση των κορυφών της είναι ίση με 8,

β) εστίες 
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 και ασύμπτωτες τις ευθείες 
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γ) εστίες 
[image: image63.wmf](
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 και είναι ισοσκελής,

δ) εστίες δύο σημεία του άξονα x’x συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων, εκκεντρότητα 
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    διέρχεται από το σημείο 
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14.2 – Προσδιορισμός στοιχείων υπερβολής από την εξίσωση της

Για καθεμία από τις παρακάτω υπερβολές να βρείτε τις εστίες, τις κορυφές, τις ασύμπτωτες, τις κορυφές 
του ορθογωνίου βάσης και την εκκεντρότητα: α) 
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14.3 – Εξίσωση χορδής υπερβολής με γνωστό μέσο

Δίνεται η υπερβολή 
[image: image68.wmf]22
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  Να βρείτε:

α) τις εστίες και την εκκεντρότητα της υπερβολής C,

β) την εξίσωση της χορδής της υπερβολής C, που έχει ως μέσο το σημείο 
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14.4 – Εφαπτομένη υπερβολής

	Πρόταση:

· Η εφαπτομένη της υπερβολής 
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Ειδικότερα, οι ευθείες 
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 είναι κατακόρυφες εφαπτομένες της υπερβολής C στις κορυφές της 
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·  Η εφαπτομένη της υπερβολής 
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[image: image78.wmf](

)

11

Mx,y

 έχει εξίσωση 
[image: image79.wmf]11

22

yyxx

ε: 1

αβ

-=

.

Ειδικότερα, οι ευθείες 
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 είναι οριζόντιες εφαπτομένες της υπερβολής C στις κορυφές της 
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· Εφαρμογή

Δίνεται η υπερβολή 
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. Να βρείτε:
α) την εφαπτομένη της υπερβολής C στο σημείο της 
[image: image85.wmf](
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β) τις εφαπτομένες της υπερβολής C που είναι παράλληλες στην ευθεία 
[image: image86.wmf]ζ:  6x3y20110
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γ) τις εφαπτομένες της υπερβολής C που διέρχονται από το σημείο 
[image: image87.wmf](
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14.5 – Κοινές εφαπτομένες υπερβολής και κύκλου

	Μεθοδολογία:

Για να βρούμε τις κοινές εφαπτομένες μιας υπερβολής 
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, εργαζόμαστε ως εξής:

· Θεωρούμε 
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 το σημείο επαφής της κοινής εφαπτομένης με την υπερβολή 
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· Το σημείο Μ ανήκει στην υπερβολή 
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· Η εφαπτομένη της  υπερβολής 
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 στο σημείο Μ έχει εξίσωση: 
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· Η ευθεία ε εφάπτεται στον κύκλο 
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 αν και μόνο αν: 
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· Από τις σχέσεις  (1) και (2) βρίσκουμε τις τιμές των 
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 και συνεπώς τις αντίστοιχες κοινές εφαπτομένες της υπερβολής και του κύκλου.         


· Εφαρμογή

Να βρείτε τις κοινές εφαπτομένες της υπερβολής 
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 και του κύκλου 
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14.7 – Γεωμετρικός τόπος

Δίνονται τα σημεία 
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η αρχή των αξόνων. Να αποδείξετε ότι:

α) το σημείο Μ κινείται σε υπερβολή C, της οποίας να βρείτε την εξίσωση, 

β) το σημείο 
[image: image106.wmf]2
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14.8 – Θεωρητική άσκηση

Δίνεται η υπερβολή 
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α) 
[image: image113.wmf](

)

(

)

2

ΑΓΑΓβ

¢¢

×=

,                

β) 
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 εστία της υπερβολής C.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
14.9 Για καθεμία από τις παρακάτω υπερβολές να βρείτε τις εστίες, τις κορυφές, την εκκεντρότητα, τις ασύμπτωτες και τις κορυφές και του ορθογωνίου βάσης:

α) 
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             β) 
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             γ) 
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             δ) 
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14.10 Δίνεται ισοσκελής υπερβολή C, της οποίας οι εστίες είναι σημεία του άξονα x’x συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων. Αν η υπερβολή διέρχεται από το σημείο 
[image: image121.wmf](
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, να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) τις εστίες, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της υπερβολής C.
14.11 Δίνεται υπερβολή C, της οποίας οι εστίες είναι σημεία του άξονα x’x συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων. Αν η εστιακή απόσταση είναι 12 και η απόσταση των κορυφών της υπερβολής C είναι ίση με 6, να βρείτε:

α) τις εστίες και την εκκεντρότητα της υπερβολής C,

β) την εξίσωση της υπερβολής C.
14.12 Δίνεται υπερβολή C, της οποίας οι εστίες είναι σημεία του άξονα y’y συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων. Αν η υπερβολή C διέρχεται από τα σημεία 
[image: image122.wmf](
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 και 
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, να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,
β) τις εστίες, τις κορυφές και την εκκεντρότητα της υπερβολής C.
14.13 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image124.wmf](
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Να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) τις κορυφές και τις ασύμπτωτες της υπερβολής C,

γ) το εμβαδόν του ορθογωνίου βάσης της υπερβολής C.

14.14 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image126.wmf](
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 η οποία διέρχεται από το σημείο 
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Να βρείτε: 
α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της υπερβολής C.

14.15 Δίνεται υπερβολή 
[image: image128.wmf]1
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, της οποίας οι εστίες είναι σημεία του άξονα x’x συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων. Επίσης, η υπερβολή
[image: image129.wmf]1
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 έχει ασύμπτωτες τις ευθείες 
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[image: image131.wmf]y2x

=

 και η απόσταση των κορυφών της είναι ίση με 4.

α) Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής 
[image: image132.wmf]1

C

.

β) Θεωρούμε υπερβολή 
[image: image133.wmf]2

C

 που έχει τις ίδιες εστίες με τη 
[image: image134.wmf]1

C

 και επιπλέον διέρχεται από το σημείο  

     
[image: image135.wmf](

)

M6,4

. Να βρείτε:  

i. την εξίσωση της υπερβολής 
[image: image136.wmf]2

C

,

ii. την εκκεντρότητα και τις κορυφές της υπερβολής C.

14.17 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image137.wmf](

)

(

)

Ε΄3,0 και Ε3,0

-

, στην οποία η απόσταση των κορυφών είναι ίση με 4. Να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) την εξίσωση της χορδής της C, που έχει ως μέσο το σημείο 
[image: image138.wmf](

)

Μ8,5

.

14.18 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image139.wmf](

)

(

)

Ε΄0,5 και Ε0,5

-

 και εκκεντρότητα 
[image: image140.wmf]5

ε

3

=

.

α) Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής C.

β) Να βρείτε τις κορυφές Α΄, Α  και τις ασύμπτωτες 
[image: image141.wmf]12

ζ και ζ

 της υπερβολής C.

γ) Να βρείτε την απόσταση της εστίας Ε από τις ασύμπτωτες 
[image: image142.wmf]12

ζ και ζ

 της υπερβολής C.

δ) Το σημείο 
[image: image143.wmf](

)

Μ4λ2,3λ

-

 ανήκει στην υπερβολή C. Να βρείτε:

i. τον αριθμό λ,

ii. το άθροισμα 
[image: image144.wmf](

)

(

)

12

dM,

ζdM,ζ

+

, όπου 
[image: image145.wmf]12

ζ και ζ

 οι ασύμπτωτες της υπερβολής C.

14.20 Δίνεται η υπερβολή 
[image: image146.wmf]22

yx

C: 1

2512

-=

. Να βρείτε:

α) τις εφαπτομένες της υπερβολής C στα σημεία της με τετμημένη 6, 

β) το σημείο τομής των παραπάνω εφαπτομένων.

14.21 Δίνεται υπερβολή C με εστίες: 
[image: image147.wmf](

)

(

)

Ε΄3,0 και Ε3,0

-

 και εκκεντρότητα 
[image: image148.wmf]18

ε

2

=

. Να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) τις εφαπτομένες της υπερβολής C στα σημεία της με τεταγμένη 7, 

γ) το σημείο τομής των παραπάνω εφαπτομένων.

14.22 Δίνεται η υπερβολή 
[image: image149.wmf]22

xy

C: 1

163

-=

. Να βρείτε τις εφαπτομένες της υπερβολής C οι οποίες:

α) είναι παράλληλες στην ευθεία 
[image: image150.wmf]ζ:  5x10y20120

+-=

,

β) διέρχονται από το σημείο 
[image: image151.wmf](

)

Ρ4,1

.

14.23 Δίνεται η υπερβολή 
[image: image152.wmf]22

yx

C: 1

84
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. Να βρείτε τις εφαπτομένες της υπερβολής C οι οποίες:

α) διέρχονται από το σημείο 
[image: image153.wmf](

)

Ρ1,1

--

,                

β) σχηματίζουν γωνία 
[image: image154.wmf]45

o

 με τον άξονα x’x.

14.24 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image155.wmf](

)

(

)

Ε΄2,0 και Ε2,0

-

 και εκκεντρότητα 
[image: image156.wmf]ε2

=

. 

Να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) τις εφαπτομένες της υπερβολής C που είναι κάθετες στην ευθεία 
[image: image157.wmf]ζ:  3x6y20110

-+=

,  

γ) τις εφαπτομένες της υπερβολής C που διέρχονται από το σημείο 
[image: image158.wmf](

)

Ρ3,5

.

14.25 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image159.wmf](

)

(

)

Ε΄5,0 και Ε5,0

-

 και εκκεντρότητα 
[image: image160.wmf]5

ε

2

=

. 

Να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) τις εφαπτομένες της υπερβολής C, των οποίων η απόσταση από την εστία Ε είναι ίση με 5.

14.26 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image161.wmf](

)

(

)

Ε΄3,0 και Ε3,0

-

 η οποία διέρχεται από το σημείο 
[image: image162.wmf](

)

Ν5,4

.

Να βρείτε:

α) την εξίσωση της υπερβολής C,

β) την εφαπτομένη ζ την υπερβολής C στο σημείο Ν,

γ) τις εφαπτομένες της υπερβολής C που είναι κάθετες στην παραπάνω ευθεία ζ,

δ) τις εφαπτομένες της C που σχηματίζουν με τους άξονες x’x και y’y τρίγωνο με εμβαδόν ίσο με 4 τ.μ.

14.27 Δίνεται η υπερβολή 
[image: image163.wmf]22

22
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C:  1
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 και της οποίας οι εστίες είναι 
[image: image164.wmf](

)

(

)

Ε΄213,0 και Ε213,0

-


α) Να αποδείξετε ότι 
[image: image165.wmf]2

λ16

=

.

β) Να βρείτε τις κορυφές και τις ασύμπτωτες της υπερβολής 
[image: image166.wmf]1

C

.

γ) Θεωρούμε υπερβολή 
[image: image167.wmf]2

C

 της οποίας οι εστίες είναι σημεία του άξονα x’x συμμετρικά ως προς 
την αρχή των αξόνων. Αν η 
[image: image168.wmf]2

C

 διέρχεται από το σημείο 
[image: image169.wmf]10

Μ,4

3

æö

ç÷
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 και έχει την ίδια εκκεντρότητα 
με την 
[image: image170.wmf]1

C

, να βρείτε:  
i. την εξίσωση της υπερβολής 
[image: image171.wmf]2

C

,

ii. την εφαπτόμενη ε της υπερβολής 
[image: image172.wmf]2

C

 στο Μ,

iii. τις εφαπτομένες της υπερβολής 
[image: image173.wmf]1

C

 που είναι παράλληλες στην παραπάνω ευθεία ζ.
14.28 Δίνεται το σημείο 
[image: image174.wmf](

)

Ε8,0

 και η ευθεία 
[image: image175.wmf]ζ:  x2

=

.

α) Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων 
[image: image176.wmf](

)

Μx,y

 του επιπέδου για τα οποία ισχύει:   

    
[image: image177.wmf](

)

(

)

ΜΕ

2

dM,

ζ

=

 είναι υπερβολή.

β) Να αποδείξετε ότι το σημείο 
[image: image178.wmf]4

Κ,43εφθ

συνθ

æö

×
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èø

, με 
[image: image179.wmf]π

θ0,

2

æö

Î

ç÷
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 ανήκει στην παραπάνω υπερβολή.

14.29 Δίνονται τα σημεία 
[image: image180.wmf](

)

Μx,y

, 
[image: image181.wmf](

)

(

)

Ε5,0 και Ε5,0

¢

-

, για τα οποία ισχύουν 
[image: image182.wmf]2

ΟΜΜΕ΄ΜΕ7

-×=

uuuruuuruuur

, όπου Ο η αρχή των αξόνων. Να αποδείξετε ότι:

α) το σημείο Μ κινείται σε υπερβολή C, της οποίας να βρείτε την εξίσωση,

β) το σημείο 
[image: image183.wmf]23t3

Κ2t,

t22t

æö

+-

ç÷

èø

, με 
[image: image184.wmf]*

t

Î

¡

, ανήκει στην παραπάνω υπερβολή.

14.30 Έστω Ν ένα μεταβλητό σημείο της υπερβολής 
[image: image185.wmf]22

xy

C: 1

1636

-=

. Αν Ο είναι η αρχή των αξόνων, να αποδείξετε ότι το μέσο Μ του τμήματος ΟΝ ανήκει σε άλλη υπερβολή της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

14.31 Να αποδείξετε ότι καθώς το θ μεταβάλλεται, με 
[image: image186.wmf]π

θ0,

2

æö
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, το σημείο 
[image: image187.wmf]5
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εφθ
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æö
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 ανήκει σε υπερβολή, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.
14.34 Δίνεται η υπερβολή 
[image: image188.wmf]22

22
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 και ένα σημείο της 
[image: image189.wmf](

)

11

Μx,y

 διαφορετικό από τις κορυφές της. Η εφαπτομένη ε της C στο Μ τέμνει τον άξονα x’x στο Κ.

α) Αν Λ είναι η προβολή του Μ στον άξονα x’x, να αποδείξετε ότι 
[image: image190.wmf](

)

(

)

2

ΟΚΟΛα

×=

.

β) Αν η κάθετη της ε στο Μ τέμνει τον άξονα x’x στο Ν, να αποδείξετε ότι 
[image: image191.wmf](

)

(

)

2

ΟΚΟΝγ

×=

.

14.35 Θεωρούμε την ισοσκελή υπερβολή: 
[image: image192.wmf]222

C: xy

α

-=

 και τα σημεία της 
[image: image193.wmf](

)

11

Κx,y

 και 
[image: image194.wmf](

)

11

Λx,y

-

.

 Έστω επίσης ε η εφαπτομένη της C στο Κ.

α) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ε και ΟΛ είναι κάθετες, όπου Ο η αρχή των αξόνων.

β) Αν οι ευθείες ε και ΟΛ τέμνονται στο Μ, να αποδείξετε ότι: 
[image: image195.wmf](
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(
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2

ΟΛΟΜα

×=

.

14.36 Δίνεται η υπερβολή 
[image: image196.wmf]22

22

xy
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αβ
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 και μια ευθεία ζ που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και τέμνει την C στα σημεία Μ και Ν. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτομένες της C στα Μ και Ν είναι παράλληλες.

14.40 Δίνεται υπερβολή C με εστίες 
[image: image197.wmf](

)

(

)

Ε΄25,0 και Ε25,0

-

 και κορυφές 
[image: image198.wmf](

)

(

)

Α΄2,0 και Α2,0

-

. 

α) Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής C.

β) Να βρείτε  τις ασύμπτωτες της υπερβολής C.

γ) Έστω ότι το σημείο 
[image: image199.wmf](

)

Μλ,2λ8

-+

 ανήκει στην υπερβολή C. Να βρείτε:

i. τον αριθμό λ,

ii. το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζουν οι ασύμπτωτες της C και η εφαπτομένη της C στο Μ.

14.41 Δίνεται η υπερβολή 
[image: image200.wmf]22

1

xy

C: 1

43

-=

 και η εξίσωση 
[image: image201.wmf]22

xy2y10

++-=

 (1).

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο, του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.

β) Έστω 
[image: image202.wmf]2

C

 ο κύκλος που παριστάνει η εξίσωση (1). Να βρείτε:

i. τις εφαπτομένες της υπερβολής 
[image: image203.wmf]1

C

 που διέρχονται από το κέντρο του κύκλου 
[image: image204.wmf]2

C

,

ii. τις κοινές εφαπτομένες των κωνικών τομών 
[image: image205.wmf]12

C 

και C

.

14.43 Δίνεται υπερβολή 
[image: image206.wmf]1

C

 με εστίες: 
[image: image207.wmf](

)

(

)

Ε΄4,0 και Ε4,0

-

 και εκκεντρότητα 
[image: image208.wmf]ε2

=

.

Θεωρούμε επίσης την εξίσωση 
[image: image209.wmf]22

xy12x40

+--=

 (1).

α) Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής 
[image: image210.wmf]1

C

.

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο, του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.

γ) Έστω 
[image: image211.wmf]2

C

 ο κύκλος που παριστάνει η εξίσωση (1). 

i. Να βρείτε τα κοινά σημεία των κωνικών τομών 
[image: image212.wmf]12

C 

και C

.

ii. Έστω 
[image: image213.wmf]12

ε και ε

 οι εφαπτομένες των 
[image: image214.wmf]12

C 

και C

 αντίστοιχα στο κοινό τους σημείο του 1ου 

τεταρτημορίου. Να βρείτε τις εξισώσεις των 
[image: image215.wmf]12

ε και ε

 και στη συνέχεια την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι δύο αυτές ευθείες.

14.44 Δίνεται η έλλειψη 
[image: image216.wmf]22

1
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C: 1

6448

+=

 και η υπερβολή 
[image: image217.wmf]2

C

 που έχει εκκεντρότητα 
[image: image218.wmf]ε2

=

 και τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 
[image: image219.wmf]1

C

.

α) Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής 
[image: image220.wmf]2

C

,

β) Να βρείτε τα κοινά σημεία των κωνικών τομών 
[image: image221.wmf]12

C 

και C

.

γ) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτομένες των 
[image: image222.wmf]12

C 

και C

 στο κοινό τους σημείο του 1ου τεταρτημορίου είναι 

     κάθετες.

δ) Να βρείτε της εφαπτομένες της υπερβολής 
[image: image223.wmf]2

C

 που διέρχονται από το σημείο 
[image: image224.wmf](

)

Ρ2,6

-

.

ε) Έστω 
[image: image225.wmf]1

ζ

 η εφαπτομένη της έλλειψης 
[image: image226.wmf]1

C

 στο 
[image: image227.wmf](

)

Ν4,6

-

 και  
[image: image228.wmf]2

ζ

 η εφαπτομένη της υπερβολής 
[image: image229.wmf]2

C

 στο 

    
[image: image230.wmf](

)

Μ4,6
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. Να βρείτε: 

i. τις εξισώσεις των 
[image: image231.wmf]12

ζ και ζ

,

ii. τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες 
[image: image232.wmf]12

ζ και ζ

.

14.45 Δίνεται η παραβολή 
[image: image233.wmf]2

1

C: y8x
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 και η υπερβολή 
[image: image234.wmf]2

C

με εστίες 
[image: image235.wmf](

)

(

)

Ε΄8,0 και Ε8,0

-

 και κορυφές 
[image: image236.wmf](

)

(

)

Α΄4,0 και Α4,0

-

.

α) Να βρείτε την εστία 
[image: image237.wmf]1

Ε

 και τη διευθετούσα δ της παραβολής 
[image: image238.wmf]1

C

.

β) Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής 
[image: image239.wmf]2

C

.

γ) Να βρείτε τις εφαπτομένες της υπερβολής 
[image: image240.wmf]2

C

 που είναι παράλληλες στο διάνυσμα 
[image: image241.wmf](

)

v3,6

=-

r

.

δ) Έστω ε η εφαπτομένη της υπερβολής 
[image: image242.wmf]2

C

 στο σημείο της 
[image: image243.wmf](

)

Μ8,12

 και Κ το σημείο τομής της ευθείας 

     ΟΜ με τη διευθετούσα δ της 
[image: image244.wmf]1

C

. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ε και ΚΕ είναι κάθετες. 

ε) Έστω ζ  η εφαπτομένη της παραβολής 
[image: image245.wmf]1

C

 στο σημείο της με τεταγμένη 
[image: image246.wmf]12

-

. Να βρείτε:

i. την εξίσωση της εφαπτομένης ζ,

ii. την οξεία γωνία που σχηματίζουν η εφαπτομένη ζ και η εφαπτομένη ε της 
[image: image247.wmf]2

C

 στο 
[image: image248.wmf](
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Μ8,12

.

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΒΑΣΙΚΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
ΠΑΡΑΓΡΑΦΟΣ 3.4: Η ΥΠΕΡΒΟΛΗ
15. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 15
Για να βρούμε την εξίσωση μιας υπερβολής πρέπει να προσδιορίσουμε τις τιμές των α , β . Δεδομένου , ότι έχουμε τη σχέση  β2 = γ2 – α2 (
[image: image249.wmf]2

2

a

g

b
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=

) ή

γ2 = α2 + β2 , αρκεί να βρούμε άλλες δύο σχέσεις .

· Όταν μας δίνονται οι εστίες , γνωρίζουμε το γ .

· Όταν μας δίνονται οι κορυφές , γνωρίζουμε το α .

· Όταν μας δίνεται η εκκεντρότητα ε = 
[image: image250.wmf]a

g

 έχουμε μια σχέση ανάμεσα στα α , γ.

· Όταν μας δίνονται οι ασύμπτωτες , έχουμε μια σχέση ανάμεσα στα α , β.

ΑΣΚΗΣΗ 63

Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις :

ι) Όταν έχει εστίες Ε΄(– 10 , 0) , Ε(10 , 0) και η απόσταση των κορυφών είναι 16 

ιι) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε΄(– 5, 0) , Ε(5 , 0) και εκκεντρότητα ε = 
[image: image251.wmf]3
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Απάντηση : ι) 
[image: image252.wmf]1
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16. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 16
Για να προσδιορίσουμε την εξίσωση εφαπτομένης της υπερβολής με εξίσωση 
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2

2

2

2

=

-

b

a

y

x

 (ή 
[image: image255.wmf]22

22

1

yx

ab

-=

) , όταν μας δίνεται ο συντελεστής διεύθυνσης 

της εφαπτομένης (ε) , εργαζόμαστε ως εξής :
Γράφουμε την εξίσωση της εφαπτομένης σε τυχαίο σημείο (σημείο επαφής)

της έλλειψης έστω Μ(x1 , y1) που είναι : 
[image: image256.wmf]1
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[image: image257.wmf]11
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Για να προσδιορίσουμε τα x1 , y1 πρέπει να φτιάξουμε σύστημα δύο εξισώσεων με αγνώστους x1 , y1 .

· Η μια εξίσωση είναι πάντοτε η : 
[image: image258.wmf]1
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 (ή 
[image: image259.wmf]22
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αφού το σημείο M(x1 , y1) ανήκει στην υπερβολή και 

· η δεύτερη εξίσωση προκύπτει εύκολα από τα δεδομένα της άσκησης .
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Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής (C): 
[image: image260.wmf]1
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οι οποίες είναι παράλληλες προς την ευθεία (δ): 
[image: image261.wmf]2

x – 2y + 1 = 0

Απάντηση : 
[image: image262.wmf]2

x – 2y – 2 = 0 και  
[image: image263.wmf]2

x – 2y + 2 = 0

17. ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ – ΜΕΘΟΔΟΣ 17
Για να βρούμε την εξίσωση εφαπτομένης της υπερβολής 
[image: image264.wmf]1

2

2

2

2

=

-

b

a

y

x

 

(ή 
[image: image265.wmf]22
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) που διέρχεται από γνωστό σημείο Α(xo , yo) , 

εργαζόμαστε ως εξής :

Γράφουμε την εξίσωση της εφαπτομένης σε τυχαίο σημείο (σημείο επαφής)

Μ(x1 , y1) της υπερβολής , που είναι :


[image: image266.wmf]1

2

1

2

1

=

-

b

a

yy

xx

 (ή 
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Για να προσδιορίσουμε τα x1 , y1 πρέπει να φτιάξουμε σύστημα δύο εξισώσεων με αγνώστους x1 , y1 :

· Αφού η εφαπτομένη διέρχεται από το σημείο Α(xo , yo) , θα ισχύει :
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) και

· Αφού το σημείο Μ(x1 , y1) ανήκει στην υπερβολή , θα ισχύει :
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Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής (C): 
[image: image272.wmf]1
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η οποία διέρχεται από το σημείο Α
[image: image273.wmf]÷
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Απάντηση : 15x – 16 y – 36 = 0 και 15x + 16y + 36 = 0

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
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Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής , η οποία έχει :

ι) Εστίες τα σημεία Ε΄(– 5 , 0) , Ε(5 , 0) και η απόσταση των κορυφών της 

είναι 6

ιι) Εστίες τα σημεία Ε΄(0 , – 10) , Ε(0 , 10) και εκκεντρότητα 
[image: image274.wmf]4
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ιιι) Εστίες τα σημεία Ε΄(– 5 , 0) , Ε(5 , 0) και διέρχεται από το σημείο 

Μ(– 4
[image: image275.wmf]3

 , 3)

Απάντηση : ι) 
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Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής , που έχει εστίες τα σημεία Ε΄(– 
[image: image279.wmf]5

 , 0) , Ε(
[image: image280.wmf]5

, 0) και διέρχεται από το σημείο Μ(2
[image: image281.wmf]2

 , 1)

Απάντηση : 
[image: image282.wmf]1
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Να βρείτε τις εστίες , την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της υπερβολής 

με εξίσωση :

ι) 25x2 – 16y2 = 400

ιι) 4x2 – y2 = 4

ιιι) 64y2 – 169x2 = 64 ∙ 169

Απάντηση : ι) Ε΄(
[image: image283.wmf]41
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, 0) , Ε(
[image: image284.wmf]41

, 0) , ε = 
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 , y = 
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 , y = – 2x  και  y = 2x

    ιιι) Ε΄(0 ,
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Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 16x2 – 9y2 = 144 παριστάνει υπερβολή 

της οποίας να βρείτε τις κορυφές , τις εστίες και τις ασύμπτωτες .

Απάντηση : Α΄(– 3 , 0) , Α(3 , 0) , Ε΄(– 5 , 0) , Ε(5 , 0) , y = 
[image: image296.wmf]3
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Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με κέντρο το Ο(0 , 0) και τις εστίες 

στον άξονα x΄x και διέρχεται από τα σημεία Μ(3 , 2) και Ν
[image: image298.wmf]÷
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Απάντηση : x2 – 2y2 = 1
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Να γράψετε την εξίσωση της υπερβολής που έχει κέντρο το Ο(0 , 0) , 

άξονα τον x΄x , διέρχεται από το σημείο Μ(8 , 2) και έχει ασύμπτωτες 

τις ευθείες με εξισώσεις :

y = 
[image: image299.wmf]2
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Απάντηση : 
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Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής , που έχει τις εστίες της στον άξονα x΄x , 

συμμετρικές ως προς την αρχή των αξόνων και επίσης :

ι) Έχει εστιακή απόσταση (ΕΕ΄) = 6 και εκκεντρότητα ε = 
[image: image302.wmf]2
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ιι) Έχει εστιακή απόσταση (ΕΕ΄) = 4 και ασύμπτωτες τις διχοτόμους 

των γωνιών των αξόνων .

Απάντηση : ι) 
[image: image303.wmf]1
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   ιι) x2 – y2 = 2
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Να βρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες 
με την έλλειψη C: 169x2 + 25y2 = 25 ∙ 169

Απάντηση : y2 – x2 = 72
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Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής C: 3x2 – y2 = 12 

που είναι παράλληλη στην ευθεία η: y = 3x + 1

Απάντηση: 3
[image: image304.wmf]6

x – 
[image: image305.wmf]6

y – 12 = 0  και  3
[image: image306.wmf]6

x – 
[image: image307.wmf]6

y + 12 = 0 
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Να βρείτε την εκκεντρότητα ε = 
[image: image308.wmf]a

g

 της υπερβολής C: 
[image: image309.wmf]1
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 , α > β , 

αν η οξεία γωνία που σχηματίζουν οι ασύμπτωτες είναι 60ο .

Απάντηση : ε = 2
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Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής C1: 
[image: image310.wmf]1
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 που έχει κορυφές 

τις εστίες της έλλειψης C2: 
[image: image311.wmf]1
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 και εστίες τις κορυφές της έλλειψης .

Απάντηση : 
[image: image312.wmf]1
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Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής (C): 8x2 – 3y2 = 24 , 

η οποία είναι παράλληλη στην ευθεία (η): 2x – y + 1 = 0
Απάντηση : 2x – y + 2 = 0  και  2x – y – 2 = 0
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Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής (C): 4x2 – 5y2 = 20 , 

η οποία είναι κάθετη στην ευθεία (η): x + 2y – 6 = 0

Απάντηση : 2x – y + 4 = 0  και  2x – y – 4 = 0
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Να βρεθούν οι εφαπτόμενες της υπερβολής C: 9x2 – y2 = 32 που διέρχονται 

από το σημείο Α(0 , – 16)

Απάντηση : 9x – y – 16 = 0  και  9x + y + 16 = 0
ΑΣΚΗΣΗ 80

Να βρεθούν οι εφαπτόμενες της υπερβολής C: 
[image: image313.wmf]1
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 που διέρχονται 

από το σημείο Α(1 , 0)
Απάντηση : 3x – 
[image: image314.wmf]3

y – 3 = 0  και  3x + 
[image: image315.wmf]3

y – 3 = 0
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ι) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Μ(2 , 1) 

της υπερβολής x2 – 2y2 = 2 .

ιι) Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών 

από την εφαπτομένη είναι 1 .

Απάντηση : ι) x – y – 1 = 0
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Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων ενός σημείου Μ(x1 , y1) 

της υπερβολής C: 
[image: image316.wmf]1

2

2

2

2

=

-

b

a

y

x

 από τις ασύμπτωτες είναι ίσο με 
[image: image317.wmf]2
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Δίνεται η έλλειψη (C1): 
[image: image318.wmf]1
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 . Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής 

(C2): 
[image: image319.wmf]1
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 η οποία έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη και εφάπτεται 

στην ευθεία (ε): x – y + 1 = 0

Απάντηση : 
[image: image320.wmf]1
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Δίνεται η υπερβολή 
[image: image321.wmf]1
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. Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου 

που σχηματίζεται από την ευθεία y = 4 και τις ασύμπτωτες της υπερβολής .

Απάντηση : 12 τ.μ.
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Δίνεται η υπερβολή x2 – y2 = 1 και το σημείο Μ(1 , 2). Από το Μ φέρνουμε 

τις εφαπτόμενες προς την υπερβολή και έστω Β , Γ είναι τα σημεία επαφής .

ι) Να προσδιορισθεί η εξίσωση της ΒΓ 

ιι) Να υπολογισθεί η απόσταση του Μ από τη ΒΓ

ιιι) Να υπολογισθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΜΒΓ

Απάντηση : ι) x – 2y – 1 = 0   ιι) 
[image: image322.wmf]5
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[image: image323.wmf]3
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Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με τις εστίες στον άξονα y΄y , 

όταν διέρχεται από το σημείο Μ(4 , 
[image: image324.wmf]2

) και έχει ασύμπτωτες τις ευθείες 

(δ1): y = 
[image: image325.wmf]4
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Απάντηση : 
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