4ο ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ
Θέμα 1ο
Δίνονται οι συναρτήσεις:
g: g(x) = 
[image: image1.wmf]x
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 , x>0
f: f(x) = ex + x
[image: image2.wmf](
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α) Να δειχθεί ότι η g(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα τη x = 1
β) Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

γ) Να υπολογίσετε την τιμή του ορίου:
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Θέμα 2ο
Δίνεται η παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση f για την οποία ισχύει:
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   και   f(0) = e + 1
α) Αφού βρείτε τον τύπο της f να δείξετε ότι αντιστρέφεται και να βρείτε την τιμή 
[image: image6.wmf](
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β) Να βρείτε το όριο: 
[image: image7.wmf](
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γ) Να δείξετε ότι η f είναι κυρτή στο R
Θέμα 3ο
Έστω οι συναρτήσεις:
f(x) = x
και
g(x) = 
[image: image8.wmf]nx
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,  x>0

α) Να δείξετε ότι:

f(x)
[image: image9.wmf]³

 g(x) + 1, για κάθε x>0

β) Να βρείτε το εμβαδόν Ε(t) που περικλείεται από τις Cf, Cg 
και τις ευθείες x = 1, x = t, t >1
γ) Να βρείτε τα όρια:
ι) 
[image: image10.wmf](
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)

1

1

t

Et

im

t

®

-

l

 

δ) Να δείξετε ότι: 

Ε(12) + Ε(1000) + Ε(1001) 
[image: image12.wmf]³

 2010
Θέμα 4ο
Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image13.wmf]()
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α) Να μελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

β) Αν 0<α<β<1, να δείξετε ότι αeβ < βeα
γ) Να λυθεί η ανίσωση:
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δ) Να βρεθούν τα κ, λ
[image: image15.wmf]Î

R  ώστε η εφαπτομένη της Cf στο σημείο Μ(κ,λ) 

να περνά από την αρχή των αξόνων.
Θέμα 5ο
Δίνεται οι συναρτήσεις 
[image: image16.wmf]2
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α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f και να αποδείξετε ότι: 
ex > 2x, για κάθε 
[image: image19.wmf]xR

Î


γ) Να μελετήσετε την g ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

δ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της g.

ε) Να λύσετε την ανίσωση:

g(e2x) < g(4x2 + 1)
Θέμα 6ο
Δίνονται οι συναρτήσεις:

[image: image20.wmf]2
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 , x >0

και
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α) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image22.wmf](
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β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα.

γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα και να βρείτε 

ένα διάστημα πλάτους 
[image: image23.wmf]1
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 στο οποίο περιέχεται.

δ) Να αποδείξετε ότι η g έχει μοναδικό σημείο καμπής. 
Θέμα 7ο
Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image24.wmf]2
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α) Να προσδιορίσετε τα α, β ώστε η f να είναι συνεχής 
και η Cf  να έχει πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία  y = x + 3 στο 
[image: image25.wmf]-¥

.

β) Για α = 1 και β = 8, να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία 
και τα ακρότατα.

γ) Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, τις ευθείες x = 1, x = 3 και τον άξονα x΄x.

Θέμα 8ο
Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image26.wmf]1
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α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία, ακρότατα, κοίλα, σημεία καμπής, 

να γίνει ο πίνακας μεταβολών της και να βρεθεί το σύνολο τιμών της.

β) Να δείξετε ότι υπάρχει μόνο ένα 
[image: image28.wmf](
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 με την ιδιότητα:
3f(α) = (1 – f(α))∙eα
γ) Να δείξετε ότι υπάρχουν 
[image: image29.wmf](
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Θέμα 9ο
Δίνεται η συνάρτηση h: 
[image: image31.wmf](

)

22

hxxnxx

=-+

l

 , 
[image: image32.wmf](

]

0,

xe

Î

.
α) Να μελετήσετε τη μονοτονία και το πρόσημο της συνάρτησης h.
β) Για τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις f, g ισχύει:

f(x) – g(x) = h(x), για κάθε 
[image: image33.wmf](
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ι) Να δείξετε ότι οι Cf, Cg έχουν ένα μόνο κοινό σημείο.

ιι) Να βρείτε το εμβαδόν που περικλείεται από τις Cf, Cg και τις ευθείες 
x = 1, x = e.
Θέμα 10ο
Θεωρούμε τις συναρτήσεις f:
[image: image34.wmf](
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  και  g: 
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)

0,

R

+¥®

  με

[image: image36.wmf](

)

1

x

fx

x

-

=

 

και
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α) Να βρείτε το όριο:  
[image: image38.wmf](
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β) Να δείξετε ότι: 
[image: image39.wmf](
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γ) Να δείξετε ότι: 
[image: image40.wmf]3
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δ) Αν α>β>0, να δείξετε ότι:
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Θέμα 11ο
Έστω η συνάρτηση f: 
[image: image42.wmf](
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α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.
β) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της.

γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση: 

[image: image44.wmf](
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έχει μοναδική ρίζα στο 
[image: image45.wmf][
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δ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:

Ι = 
[image: image46.wmf](
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όπου α = 1 + e  και  β = e – 1 + ee
Θέμα 12ο
Δίνεται συνάρτηση f με 
[image: image47.wmf](
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α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

β) Να λύσετε την εξίσωση: 
[image: image49.wmf](
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γ) Να αποδείξετε ότι:
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και να βρείτε το όριο:


[image: image53.wmf](
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δ) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(2x) + x2 = f(x) + 4
έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα [0,2]
Θέμα 13ο
α) Να δείξετε ότι: 
[image: image54.wmf]1
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(εφαρμογή 2ιι σελίδα 266 σχολικού βιβλίου)

β) Αν 
[image: image55.wmf](
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 , x >0, να μελετήσετε τη μονοτονία της g 

και να προσδιορίσετε το πρόσημό της.

γ) Έστω f:
[image: image56.wmf](
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Να μελετήσετε τη μονοτονία της f.

δ) Να δείξετε ότι η ευθεία με εξίσωση y = x – 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf.
ε) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf που είναι παράλληλη 
στην πλάγια ασύμπτωτη.

ζ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν που περικλείεται από τη γραφικά παράσταση της f
και τις ευθείες y = 0, x = 1, x = e.
Θέμα 14ο
Θεωρούμε τη συνάρτηση f:
[image: image57.wmf]RR

®

  με: f(x) = x4 + x3 + x
α) Να βρείτε τις τιμές του λ
[image: image58.wmf]R

Î

 ώστε η εξίσωση f(x) = λ 
να έχει ακριβώς δύο λύσεις.

β) Δίνεται η συνάρτηση g: 
[image: image59.wmf](
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Να δείξετε ότι η y = x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cg στο 
[image: image60.wmf]+¥

 και 
ότι δεν έχει κοινά σημεία με τη Cg.
γ) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται στο διάστημα 
[image: image61.wmf][
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να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Ι =
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δ) Αν για τη συνάρτηση h(x) ισχύει: 
[image: image63.wmf](
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για κάθε x
[image: image64.wmf]³
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Θέμα 15ο
Θεωρούμε τη συνάρτηση f:
[image: image66.wmf](
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α) Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

β) Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του Α >0 ώστε να ισχύει:
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γ) Να υπολογίσετε το όριο:

L = 
[image: image69.wmf](
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