5ο ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ
Θέμα 1ο
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R
[image: image1.wmf]®

R για την οποία ισχύουν f(0) = 0 

και f΄(x) + f(x) = 
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 για κάθε x
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R.
α) Να αποδείξετε ότι f(x) = 
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x

, x
[image: image5.wmf]Î

R.
β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία , τα ακρότατα και τα σημεία καμπής .

γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f .

δ) Να υπολογίσετε το 
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Απάντηση: γ) 
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Θέμα 2ο
Έστω η συνεχής συνάρτηση f:R
[image: image9.wmf]®

R για την οποία ισχύουν f(0) = 1 και
f΄(x) – f(x) = ex για κάθε x
[image: image10.wmf]Î

R.
α) Να αποδείξετε ότι f(x) = (x + 1)ex
β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία , τα ακρότατα και τα σημεία καμπής.

γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

δ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf, 

τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = -2 και x = -1 .

Απάντηση: γ) 
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Θέμα 3ο
Έστω η συνάρτηση f:
[image: image13.wmf](
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R ,  με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύει:
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  για κάθε t >0

Να αποδείξετε ότι :

α) f(1) = 0 και f΄(1) = 1

β) η εξίσωση 
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 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα (1 , 2)
(εκτός ύλης)
Θέμα 4ο
Έστω η συνάρτηση f:
[image: image17.wmf](
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[image: image18.wmf]®

R ,  με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύουν:
f(1) = 0 και 2f(x) – xf΄(x) = x για κάθε x > 0 .

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g με g(x) = 
[image: image19.wmf]2
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 είναι γνησίως φθίνουσα στο 
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)

+¥

,

0

.

β) Να βρείτε τον τύπο της f .

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf, τον άξονα x΄x 
και τις ευθείες x = 
[image: image21.wmf]2

1

 και x = 2 .

Απάντηση: β) f(x) = x – x2   γ) 
[image: image22.wmf]12
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Θέμα 5ο
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R
[image: image23.wmf]®

R για την οποία ισχύουν f(0) = 0 

και f΄(x) - f(x) = 2xex για κάθε x
[image: image24.wmf]Î

R.
α) Να βρείτε τον τύπο της f.
β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία , τα ακρότατα και τα σημεία καμπής.

γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε(t) του χωρίου που περικλείεται από τη Cf,  

τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 0 και x = t, t > 0.
δ) Να βρείτε το 
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf])
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Απάντηση: α) f(x) = x2ex   γ) et(t2 – 2t + 2) – 2   δ) -2
Θέμα 6ο
Έστω η συνάρτηση f:
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 , παραγωγίσιμη συνάρτηση, η οποία έχει σύνολο τιμών το 
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf](
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α) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1 – 1 .

β) Να βρείτε τον τύπο της αντίστροφης f-1
γ) Να λύσετε τις εξισώσεις f(x) = 1 και f(x) = 4

δ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf, τον άξονα x΄x 
και τις ευθείες x = e + 1 και x = e4 + 2

Απάντηση : β) f(x) = ex + 
[image: image35.wmf]x
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 ,    γ) e + 1 , e4 + 2 ,   δ) 3e4 + 
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Θέμα 7ο
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
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R για την οποία ισχύει f(1) = 0 και:

f΄(x) = 
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 για κάθε x > 0

α) Αν g(x) = f(x) - 
[image: image41.wmf]2
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  για κάθε x > 0, να αποδείξετε ότι η g είναι σταθερή.
β) Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι f(x) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf](
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γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

δ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf, τον άξονα x΄x 
και τις ευθείες x = 1 και x = e .

Απάντηση: γ) 
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Θέμα 8ο
α) Να αποδείξετε ότι 3ex > 4x για κάθε x
[image: image47.wmf]Î

R.
β) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x) = 3ex – 2x2 + 2 .

ι) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1 – 1 στο R.

ιι) Να αποδείξετε ότι f([0,1]) = [5,3e]

ιιι) Αν η f-1 είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου 
που περικλείεται από τη 
[image: image48.wmf]1
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, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 5 και x = 3e .

Απάντηση: β) ιιι) 
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Θέμα 9ο
Έστω η συνάρτηση f:R
[image: image50.wmf]®

R με τύπο f(x) = x + 
[image: image51.wmf]1
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α) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

γ) Να βρείτε την αντίστροφη f-1 της f.

δ) Να βρείτε τη συνάρτηση g , αν ισχύει f΄(x) = f(x) g(x), x
[image: image52.wmf]Î

R.
ε) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cg , τον άξονα x΄x 
και τις ευθείες x = 0 και x = 1 .
Απάντηση: β) 
[image: image53.wmf](

)

+¥

,

0

   γ) 
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   δ) g(x) = 
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Θέμα 10ο
Έστω η συνάρτηση f:[0,1] 
[image: image59.wmf]®

R, δύο φορές παραγωγίσιμη, για την οποία ισχύουν 
f(x) > 0, f(0) = 1, f΄(0) = 0 και:
f(x) f΄΄(x) – 2[f΄(x)]2 = f3(x), x
[image: image60.wmf]Î

[0,1]
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g με τύπο g(x) = 
[image: image61.wmf]x

x

f

x

f

-

¢

)

(

)

(

2

 είναι σταθερή στο διάστημα [0,1].

β) Να αποδείξετε ότι f(x) = 
[image: image62.wmf]2
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[0,1].

γ) Να βρείτε το είδος μονοτονίας της f στο διάστημα [0,1]

δ) Να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή στο [ 0,1]

Θέμα 11ο
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
[image: image64.wmf](
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[image: image65.wmf]®

R για την οποία ισχύει f(1) = 1

και 
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α) Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι f(x) = 
[image: image67.wmf]x
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, x > 0.
β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
γ) Να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη στο 
[image: image68.wmf](
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δ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf, 
την εφαπτομένη της στο (1,f(1)) και την ευθεία x = e.

Απάντηση: β) 
[image: image69.wmf](
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Θέμα 12ο
Θεωρούμε τη συνάρτηση f με τύπο:

f(x) = 2x2007 + x2005 + x + 1 , x
[image: image71.wmf]Î

R
α) Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία και να αποδείξετε ότι είναι 1 – 1.

β) Να λύσετε την εξίσωση 2x2007 + x2005 + x = 4
γ) Να λύσετε την ανίσωση (fof)(x)
[image: image72.wmf]³
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δ) Να αποδείξετε ότι 
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Απάντηση: β) x = 1   γ) x
[image: image74.wmf]³
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Θέμα 13ο
Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R , για την οποία ισχύει ότι f(1) = 2 και
f΄(x) + f(x) = 1  για κάθε x
[image: image75.wmf]Î

R .
α) Να αποδείξετε ότι f(x) = 1 + e1 – x , x
[image: image76.wmf]Î

R
β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f
γ) Να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή στο R
δ) Να αποδείξετε ότι για κάθε α , β
[image: image77.wmf]Î

R , με α < β, ισχύει:

(α – β) e1 – α  < e1 – β – e1 – α  < (α – β) e1 – β 
Απάντηση : β) 
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Θέμα 14ο
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: R
[image: image79.wmf]®

R τέτοια , ώστε f(0) = 1  
και 2xf(x) + (x2 + 1) f΄(x) = ex   για κάθε x
[image: image80.wmf]Î

R.
α) Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι 
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[image: image82.wmf]Î

R
β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f 
γ) Να αποδείξετε ότι δεν μπορεί η ευθεία με εξίσωση y = - x + 2007 να έχει με τη Cf  
δύο κοινά σημεία.

δ) Να βρείτε το  
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 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf](
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Απάντηση: β) 
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   δ) 
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Θέμα 15ο
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R
[image: image87.wmf]®

R, η οποία έχει σύνολο τιμών το R 
και ικανοποιεί τη σχέση:  f5(x) + 2f(x) = x – 1 για κάθε x
[image: image88.wmf]Î

R.

α) Να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα – κυρτά και τα σημεία καμπής.

β) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο σημείο καμπής της.

γ) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε τον τύπο της f-1.

δ) Αν g(x) = 
[image: image89.wmf](
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 ,  να βρείτε την ασύμπτωτη της Cg στο 
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ε) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cg, 
την ασύμπτωτη που βρήκατε στο ερώτημα (δ) και τις ευθείες x = 1 και x = 2.

Απάντηση: β) y = 
[image: image91.wmf]2
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x - 
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   γ) f-1(x) = x5 + 2x + 1   δ) y = x   ε) 
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Θέμα 16ο
Θεωρούμε τη συνάρτηση f με τύπο f(x) = x5 + x3 + x, x
[image: image94.wmf]Î

R. 
Να αποδείξετε ότι:

α) η f είναι γνησίως αύξουσα στο R
β) υπάρχει μοναδικός αριθμός ξ
[image: image95.wmf]Î

(-1,1) τέτοιος, ώστε: f(ξ) = 0
γ) υπάρχουν δύο τουλάχιστον x1, x2
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(-1,1) τέτοια, ώστε:    
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δ) η εφαπτομένη της Cf στο σημείο (-1,f(-1)) είναι κάθετη στην ευθεία με εξίσωση 
y = 
[image: image98.wmf]9
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ε) για κάθε x < 0  ισχύει f(x)
[image: image99.wmf]£
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Θέμα 17ο
Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image100.wmf]x
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α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Α της f.

β) Να δείξετε ότι για κάθε x
[image: image101.wmf]Î

Α ισχύει f(x) = x + f(-x) .

γ) Να βρείτε τα όρια 
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 EMBED Equation.3  [image: image107.wmf](
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δ) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

ε) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
στ) Να εξετάσετε αν η f είναι 1 – 1.

ζ) Να εξετάσετε αν υπάρχει εφαπτομένη της Cf παράλληλη στην ευθεία y = x + 1.

Απάντηση: α) Α = 
[image: image108.wmf](
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   γ) 
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   ε) f(Α) = 
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Θέμα 18ο
Δίνεται η συνάρτηση :
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α) Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής.

β) Να βρείτε το 
[image: image113.wmf]+¥
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 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf](
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γ) Να εξετάσετε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο xo = 0.

δ) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο xo = 1 .

ε) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf , τον άξονα x΄x 
και τις ευθείες x = 1 και x = 3.
Απάντηση: β) 1   γ) όχι   δ) 
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Θέμα 19ο
Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex + 
[image: image117.wmf]n
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x + x – 1.
α) Να βρείτε τα όρια  
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 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf](
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β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
δ) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = α έχει μοναδική ρίζα για κάθε α
[image: image122.wmf]Î

R .

ε) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = e 

στ) Να λύσετε την εξίσωση:
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Απάντηση: α) 
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   γ) f(Α) = 
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