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Για κάθε γωνία ω να αποδείξετε ότι  : ημ2ω + συν2ω = 1   

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αν M (x, y) είναι το σημείο στο οποίο η τελική πλευρά  

της γωνίας ω τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο, τότε θα είναι : 

x = συνω και y = ημω 

Επειδή όμως , 

(OM) =1 και (OM)2 = |x|2 + |y|2 = x2 + y2 

θα ισχύει :   x2 + y2 = 1  οπότε θα έχουμε : ημ2ω + συν2ω = 1 

Για κάθε γωνία ω να αποδείξετε ότι  : 

 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Στο ίδιο σχήμα έχουμε : 

 
Για κάθε γωνία ω να αποδείξετε ότι  :    εφω∙σφω = 1 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
Είναι : 

 
Επομένως : 

 
 
 
 
 
 

3.2 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ
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Για κάθε γωνία ω να αποδείξετε ότι  :    

 
 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
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1. Να εξετάσετε αν υπάρχουν τιμές του x για τις οποίες είναι 
i. ημx=-1   και συνx =-1          ii. ημx=0   και συνx =0        

iii. ημx=1   και συνx =1       iv. ημx=-1   και συνx =1    
 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Ξέρουμε ότι Για κάθε γωνία x ισχύει ότι  : 𝛈𝛍𝟐𝐱 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝐱 = 𝟏 
i. οπότε αν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=-1   και συνx =-1         τότε θα πρέπει 

𝛈𝛍𝟐𝐱 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝐱 = 𝟏(−𝟏)𝟐 + (−𝟏)𝟐 = 𝟏 𝟐 = 𝟏  ά𝝉𝝄𝝅𝝄  

Άρα δεν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=-1   και συνx =-1          

ii. οπότε αν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=0    και συνx =0         τότε θα πρέπει 

𝛈𝛍𝟐𝐱 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝐱 = 𝟏(𝟎)𝟐 + (𝟎)𝟐 = 𝟏𝟎 = 𝟏  ά𝝉𝝄𝝅𝝄  

Άρα δεν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=-1   και συνx =-1          

iii. οπότε αν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=1   και συνx =1         τότε θα πρέπει 

𝛈𝛍𝟐𝐱 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝐱 = 𝟏(𝟏)𝟐 + (𝟏)𝟐 = 𝟏 𝟐 = 𝟏  ά𝝉𝝄𝝅𝝄  

Άρα δεν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=1   και συνx =1          

iv. οπότε αν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=-1   και συνx =1         τότε θα πρέπει 

𝛈𝛍𝟐𝐱 + 𝛔𝛖𝛎𝟐𝐱 = 𝟏(−𝟏)𝟐 + (𝟏)𝟐 = 𝟏 𝟐 = 𝟏  ά𝝉𝝄𝝅𝝄  

Άρα δεν υπάρχει τέτοια  γωνία x  για την οποία ισχύει ημx=-1   και συνx =1          

 

 

2. Αν συνx=
12

13
  και  0 < 𝑥 <

𝜋

2
, να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  Α= 4𝜀𝜑𝑥 + 5𝜎𝜑𝑥 − 13(𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜂𝜇𝑥) 

Λύση 

Είναι  0 < 𝑥 <
𝜋

2
, (πρώτο τεταρτημόριο ΟΗΕΣ) άρα {

𝜂𝜇𝑥 > 0
𝜎𝜐𝜈𝑥 > 0
𝜀𝜑𝑥 > 0
𝜎𝜑𝑥 > 0

 

ισχύει ότι  𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1𝜂𝜇2𝑥 + (
12

13
)

2

= 1
144

169
+ 𝜂𝜇2𝑥 = 1𝜂𝜇2𝑥 = 1 −

144

169
 

𝜂𝜇2𝑥 =
169 − 144

169
𝜂𝜇2𝑥 =

25

169
𝜂𝜇𝑥 = ±√

25

169
𝜂𝜇𝑥 =

5

13
 𝛿𝜀𝜅𝜏ή   ή  𝜂𝜇𝑥 = −

5

13
  𝛼𝜋𝜊𝜌 

 

𝜀𝜑𝑥 =
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
=

5
13
12
13

=
13 ∙ 5

13 ∙ 12
=

5

12
 

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
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𝜎𝜑𝑥 =
𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

12
13
5

13

=
13 ∙ 12

13 ∙ 5
=

12

5
 

Α= 4𝜀𝜑𝑥 + 5𝜎𝜑𝑥 − 13(𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜂𝜇𝑥) = 4
5

12
+ 5

12

5
− 13 (

12

13
+

5

13
) =

5

3
+ 12 − 13

17

13
=

5

3
+ 12 − 17 =

5

3
− 5 =

5−15

3
= −

10

3
 

 

 
 

3. Αν ημx=
3

5
  και  

𝛱

2
< 𝑥 < 𝜋, να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  Α= √3𝜀𝜑𝑥 + 3√3𝜎𝜑𝑥 − 2𝜎𝜐𝜈  𝑥 

Λύση 

Είναι 
𝛱

2
< 𝑥 < 𝜋 (δεύτερο τεταρτημόριο ΟΗΕΣ) άρα {

𝜂𝜇𝑥 > 0
𝜎𝜐𝜈𝑥 < 0
𝜀𝜑𝑥 < 0
𝜎𝜑𝑥 < 0

 

ισχύει ότι  𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 (
3

5
)

2

+ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1
9

25
+ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 −

9

25
 

𝜎𝜐𝜈2𝑥 =
25

25
−

9

25
𝜎𝜐𝜈2𝑥 =

16

25
𝜎𝜐𝜈  𝑥 = ±√

16

25
𝜎𝜐𝜈  𝑥 =

4

5
 𝛼𝜋𝜊𝜌  ή 𝜎𝜐𝜈  𝑥 = −

4

5
   

 

𝜀𝜑𝑥 =
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
=

3
5

−
4
5

= −
3 ∙ 5

4 ∙ 5
= −

3

4
 

𝜎𝜑𝑥 =
𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

−
4
5

3
5

= −
4 ∙ 5

3 ∙ 5
= −

4

3
 

Α= 4𝜀𝜑𝑥 + 3𝜎𝜑𝑥 − 5𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 = −4
3

4
− 3

4

3
− 5 (−

4

5
) +

3

5
= −3 − 4 + 4 +

3

5
= −3 +

3

5
=

−15+3

5
= −

12

5
 

 

 

4. Αν ημx=
√3

2
  και  

𝛱

2
< 𝑥 < 𝜋, να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  Α= √3𝜀𝜑𝑥 + 3√3𝜎𝜑𝑥 − 2𝜎𝜐𝜈  𝑥 

Λύση 

Είναι 
𝛱

2
< 𝑥 < 𝜋 (δεύτερο τεταρτημόριο ΟΗΕΣ) άρα {

𝜂𝜇𝑥 > 0
𝜎𝜐𝜈𝑥 < 0
𝜀𝜑𝑥 < 0
𝜎𝜑𝑥 < 0

 

ισχύει ότι  𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 (
√3

2
)

2

+ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1
3

4
+ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 −

3

4
 

𝜎𝜐𝜈2𝑥 =
4

4
−

3

4
𝜎𝜐𝜈2𝑥 =

1

4
𝜎𝜐𝜈  𝑥 = ±√

1

4
𝜎𝜐𝜈  𝑥 =

1

2
𝛼𝜋𝜊𝜌  ή 𝜎𝜐𝜈  𝑥 = −

1

2
   

 

𝜀𝜑𝑥 =
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
=

√3
2

−
1
2

= −
2√3

2.1
= −√3 

𝜎𝜑𝑥 =
𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

−
1
2

√3
2

= −
2.1

2√3
= −

1

√3
= −

1√3

√3√3
= −

√3

3
 

Α= √3𝜀𝜑𝑥 + 3√3𝜎𝜑𝑥 − 2𝜎𝜐𝜈𝑥 = √3(−√3) + 3√3 (−
√3

3
) − 2 (−

1

2
) = −3 − 3 + 1 = −5 

 
 
 
 
 
 

 

Ασκήσεις προτεινόμενες
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Αν ημω=
1

2
  και  

𝛱

2
< 𝜔 < 𝜋, να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

Αν συνω=−
√2

2
  και  

𝛱

2
< 𝜔 < 𝜋, να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

Αν συνω=
√3

2
  και  0 < 𝜔 <

𝛱

2
,  να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

Αν εφω=
√3

3
  και  0 < 𝜔 <

𝛱

2
,  να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

 
 
 

5. Αν εφω=
√3

3
  και  0 < 𝜔 <

𝛱

2
,  να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 

 

Είναι   0 < 𝜔 <
𝛱

2
,  (πρώτο  τεταρτημόριο ΟΗΕΣ) άρα {

𝜂𝜇𝑥 > 0
𝜎𝜐𝜈𝑥 > 0

𝜀𝜑𝑥. 0
𝜎𝜑𝑥 > 0

 

𝜎𝜐𝜈2𝜔 =
1

1 +  𝜀𝜑2𝜔
=

1

1 +  (
√3
3

)

2 =
1

1 +  
3
9

=
1

9
9

+ 
3
9

=
1

12
9

=
9

12
=

3

4
  ά𝜌𝛼  

𝜎𝜐𝜈2𝜔 =
3

4
 𝜎𝜐𝜈  𝜔 =

√3

2
  ή 𝜎𝜐𝜈  𝜔 = −

√3

2
  𝛼𝜋𝜊𝜌  

 

Είναι   𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 (
√3

2
)

2

+ 𝜂𝜇2𝜔 = 1
3

4
+ 𝜂𝜇2𝜔 = 1𝜂𝜇2𝜔 = 1 −

3

4
 

𝜂𝜇2𝜔 =
4

4
−

3

4
𝜂𝜇2𝜔 =

1

4
𝜂𝜇2𝜔 = ±√

1

4
𝜂𝜇 𝜔 =

1

2
𝛼𝜋𝜊𝜌  ή 𝜎𝜐𝜈  𝜔 = −

1

2
   

 

 

 

 

 
6. Να αποδείξετε τις ταυτότητες 

i. 𝜎𝜐𝜈2𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+ 𝜂𝜇𝑥 = 1 ii. 𝜎𝜐𝜈𝑥 (

𝜎𝜐𝜈𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+ 𝜀𝜑𝑥) = 1 

iii. (
𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
+ 1) 𝜂𝜇2𝑥 = 1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥   iv. 𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
+ 1 −

𝜎𝜑𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

1

𝜂𝜇2𝑥
 

 

Λύση 

i. 𝜎𝜐𝜈2𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+ 𝜂𝜇𝑥 =

𝜎𝜐𝜈2𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+

𝜂𝜇𝑥(1+𝜂𝜇𝑥)

(1+𝜂𝜇𝑥)
=

𝜎𝜐𝜈2𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+

𝜂𝜇𝑥+𝜂𝜇2𝑥

(1+𝜂𝜇𝑥)
=

𝜎𝜐𝜈2𝑥+𝜂𝜇𝑥+𝜂𝜇2𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
=

1+𝜂𝜇𝑥

(1+𝜂𝜇𝑥)
= 1 

ii. 𝜎𝜐𝜈𝑥 (
𝜎𝜐𝜈𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+ 𝜀𝜑𝑥)  = 𝜎𝜐𝜈𝑥 (

𝜎𝜐𝜈𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+

𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
)  =

𝜎𝜐𝜈2𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+ 𝜂𝜇𝑥 =

𝜎𝜐𝜈2𝑥

1+𝜂𝜇𝑥
+

𝜂𝜇𝑥(1+𝜂𝜇𝑥)

(1+𝜂𝜇𝑥)
= 

=
𝜎𝜐𝜈2𝑥

1 + 𝜂𝜇𝑥
+

𝜂𝜇𝑥 + 𝜂𝜇2𝑥

(1 + 𝜂𝜇𝑥)
=

𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 + 𝜂𝜇2𝑥

1 + 𝜂𝜇𝑥
=

1 + 𝜂𝜇𝑥

(1 + 𝜂𝜇𝑥)
= 1 

iii. (
𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
+ 1) 𝜂𝜇2𝑥 = (

𝜎𝜐𝜈𝑥(1+𝜎𝜐𝜈𝑥)

(1−𝜎𝜐𝜈𝑥)(1+𝜎𝜐𝜈𝑥)
+ 1) 𝜂𝜇2𝑥 = (

𝜎𝜐𝜈𝑥+𝜎𝜐𝜈2𝑥

1−𝜎𝜐𝜈2𝑥
+ 1) 𝜂𝜇2𝑥 = 

= (
𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
+

𝜂𝜇2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
) 𝜂𝜇2𝑥 = (

𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 𝜂𝜇2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
) 𝜂𝜇2𝑥 =  1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥   

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
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iv.  

𝜎𝜐𝜈𝑥

1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥
+ 1 −

𝜎𝜑𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

𝜎𝜐𝜈𝑥(1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥)

(1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥)(1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥)
+ 1 −

𝜎𝜐𝜈𝑥
𝜂𝜇𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥

1 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥
+ 1 −

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇2𝑥
= 

=
𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
+

𝜂𝜇2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
−

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇2𝑥
 

=
𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 𝜂𝜇2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
=

1

𝜂𝜇2𝑥
 

7. Να αποδείξετε την ταυτότητα 

i. 𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
−

𝜎𝜑𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

1−𝜂𝜇2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
= 𝜀𝜑2𝑥 ii. (

𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
+ 1)

𝜂𝜇2𝑥

1+𝜎𝜐𝜈𝑥
= 1 

 

Λύση 

i. 
𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
−

𝜎𝜑𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

𝜎𝜐𝜈𝑥(1+𝜎𝜐𝜈𝑥)

(1−𝜎𝜐𝜈𝑥)(1+𝜎𝜐𝜈𝑥)
−

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

𝜎𝜐𝜈𝑥+𝜎𝜐𝜈2𝑥

1−𝜎𝜐𝜈2𝑥
−

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇2𝑥
= 

=
𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
−

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇2𝑥
=

𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
=

𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
= 𝜀𝜑2𝑥 

ii. (
𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
+ 1)

𝜂𝜇2𝑥

1+𝜎𝜐𝜈𝑥
=  (

𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
+

1−𝜎𝜐𝜈𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
)

𝜂𝜇2𝑥

1+𝜎𝜐𝜈𝑥
=   

=  (
𝜎𝜐𝜈𝑥 + 1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥

1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥
)

𝜂𝜇2𝑥

1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥
=

1

1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇2𝑥

1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥
=

𝜂𝜇2𝑥

(1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥)(1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥)
= 

=
𝜂𝜇2𝑥

1 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥
=

𝜂𝜇2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
= 1 

8. Να αποδείξετε την ταυτότητα 

𝜂𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜑𝑥
𝜎𝜑2𝑥 =

𝜎𝜐𝜈𝑥 + 1

𝜂𝜇𝑥 + 1
 

Λύση  

𝜂𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜎𝜑𝑥
𝜎𝜑2𝑥 =

𝜂𝜇𝑥 +
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥 +
𝜎𝜐𝜈𝑥
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜑2𝑥 =
𝜂𝜇𝑥 (1 +

1
𝜎𝜐𝜈𝑥)

𝜎𝜐𝜈𝑥 (1 +
1

𝜂𝜇𝑥)

𝜎𝜐𝜈2𝑥

𝜂𝜇2𝑥
=

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥

(1 +
1

𝜎𝜐𝜈𝑥)

(1 +
1

𝜂𝜇𝑥)
=

𝜎𝜐𝜈𝑥 + 1

𝜂𝜇𝑥 + 1
 

 

 

9. να αποδείξετε την ανισότητα 

−√2 ≤ 𝜂𝜇𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ √2 

Λύση 

−√2 ≤ −√2 ≤≤ 𝜂𝜇𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ √2 
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−√2 ≤ 𝜂𝜇𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ √2|𝜂𝜇𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥| ≤ 2|𝜂𝜇𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥|2 ≤ 2 

𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 − 2 ∙ ( 𝜂𝜇𝑥)(𝜎𝜐𝜈𝑥) ≤ 2𝜂𝜇2𝑥 + 2𝜎𝜐𝜈2𝑥 

− 2 ∙ ( 𝜂𝜇𝑥)(𝜎𝜐𝜈𝑥) ≤ 2𝜂𝜇2𝑥 + 2𝜎𝜐𝜈2𝑥 − 𝜂𝜇2𝑥 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥 

− 2𝜂𝜇𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ 𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 

0 ≤ 𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 2𝜂𝜇𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 

0 ≤ ( 𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥)2 

Ισχύει για κάθε x𝜖IR 

10. να αποδείξετε την ανισότητα 

−5 ≤ 3𝜂𝜇𝑥 + 4𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ 5 

Λύση 

−5 ≤ 3𝜂𝜇𝑥 + 4𝜎𝜐𝜈𝑥 ≤ 5|3𝜂𝜇𝑥 + 4𝜎𝜐𝜈𝑥| ≤ 5|3𝜂𝜇𝑥 + 4𝜎𝜐𝜈𝑥|2 ≤ 25 

9𝜂𝜇2𝑥 + 16𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 2. (3 𝜂𝜇𝑥)(4𝜎𝜐𝜈𝑥) ≤ 25𝜂𝜇2𝑥 + 25𝜎𝜐𝜈2𝑥 

0 ≤ 25𝜂𝜇2𝑥 + 25𝜎𝜐𝜈2𝑥 − 9𝜂𝜇2𝑥 − 16𝜎𝜐𝜈2𝑥 − 2. (3 𝜂𝜇𝑥)(4𝜎𝜐𝜈𝑥)  

0 ≤ 16𝜂𝜇2𝑥 + 9𝜎𝜐𝜈2𝑥 − 2. (4 𝜂𝜇𝑥)(3𝜎𝜐𝜈𝑥)  

0 ≤ (4 𝜂𝜇𝑥 − 3𝜎𝜐𝜈𝑥)2 

11. Αν   𝛾2 + 𝛽2 = 𝛼2 τότε να δείξετε ότι  

−𝛼 ≤ 𝛾𝜂𝜇 𝑥 + 𝛽𝜎𝜐𝜈  𝑥 ≤ 𝛼 

Λύση 

−𝛼 ≤ 𝛾𝜂𝜇 𝑥 + 𝛽𝜎𝜐𝜈  𝑥 ≤ 𝛼|𝛾𝜂𝜇 𝑥 + 𝛽𝜎𝜐𝜈  𝑥| ≤ 𝛼|𝛾𝜂𝜇 𝑥 + 𝛽𝜎𝜐𝜈  𝑥|2 ≤ 𝛼2
 

𝛾2𝜂𝜇2𝑥 + 𝛽2𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 2(𝛾𝜂𝜇 𝑥)(𝛽𝜎𝜐𝜈  𝑥) ≤ 𝛼2𝜂𝜇2𝑥 + 𝛼2𝜎𝜐𝜈2𝑥 

𝛾2𝜂𝜇2𝑥 + 𝛽2𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 2(𝛾𝜂𝜇 𝑥)(𝛽𝜎𝜐𝜈  𝑥) − 𝛼2𝜂𝜇2𝑥 − 𝛼2𝜎𝜐𝜈2𝑥 ≤ 0 

(𝛾2 − 𝛼2)𝜂𝜇2𝑥 + (𝛽2 − 𝛼2)𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 2(𝛾𝜂𝜇 𝑥)(𝛽𝜎𝜐𝜈  𝑥) ≤ 0 

(−𝛽2)𝜂𝜇2𝑥 + (−𝛾2)𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 2(𝛽𝜂𝜇 𝑥)(𝛾𝜎𝜐𝜈  𝑥) ≤ 0 

𝛽2𝜂𝜇2𝑥 + 𝛾2𝜎𝜐𝜈2𝑥 − 2(𝛽𝜂𝜇 𝑥)(𝛾𝜎𝜐𝜈  𝑥) ≥ 0 

(𝛽𝜂𝜇 𝑥 + 𝛾𝜎𝜐𝜈  𝑥)2 ≥ 0 

 

 

 

 


