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Πρόλογος 

Στο παρόν αρχείο περιλαμβάνονται οι λύσεις των Πανελλαδικών Εξετάσεων 2021 στο 

μάθημα Μαθηματικά Προσανατολισμού Θετικών Σπουδών Οικονομίας και 

Πληροφορικής. Η παρουσίαση των λύσεων είναι πλήρης και αναλυτική στο μέγιστο 

δυνατό, προκειμένου οι μαθητές να μπορούν να μελετήσουν και να επεξεργαστούν 

εύκολα το αρχείο.  

 

Η εργασία αυτή εκπονήθηκε αποκλειστικά από τη γνωστή διαδικτυακή ομάδα 

Μαθηματικών από διάφορα μέρη της Ελλάδος, τη lisari team. Φέτος εστιάσαμε στη 

ποικιλία των λύσεων και όσο στο χρόνο που θα αναρτηθούν οι λύσεις.  

 

Την αρχική συγγραφή των λύσεων ακολούθησαν ενδελεχείς έλεγχοι, διορθώσεις και 

βελτιώσεις με στόχο μια πληρέστερη και πιο ποιοτική παρουσίαση. Ζητούμε 

συγνώμη για τυχόν παραλείψεις, λάθη ή αστοχίες που ενδεχομένως θα έχουν διαφύγει 

της προσοχής μας, γεγονός αναπόφευκτο δεδομένων των στενών χρονικών 

περιθωρίων. Θα ακολουθήσουν επόμενες εκδόσεις, όπου η εν λόγω παρουσίαση θα 

βελτιωθεί, ίσως εμπλουτιστεί και με εναλλακτικές λύσεις. Οποιαδήποτε σχόλια, 

παρατηρήσεις, διορθώσεις και βελτιώσεις επί των λύσεων είναι ευπρόσδεκτα στην 

ηλεκτρονική διεύθυνση lisari.blogspot@gmail.com.  

 

       Με εκτίμηση 

lisari
team  

            16 Ιουνίου 2021  
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lisari team / Σχολικό έτος 2020 – 21 

ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: ΤΕΤΑΡΤΗ 16 ΙΟΥΝΙΟΥ 2021 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ ΣΠΟΥΔΩΝ 

ΘΕΤΙΚΗΣ,  ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ & ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΟΚΤΩ (8) 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  (Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 135) 

Έστω 
1 2x ,x Δ  με 

1 2x x . Θα δείξουμε ότι ( ) ( )1 2f x f x . Πράγματι, στο διάστημα  1 2x ,x  η f 

ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Επομένως, υπάρχει ( )1 2ξ x ,x  τέτοιο, ώστε:  

( )
( ) ( )2 1

2 1

f x f x
f ξ

x x

−
 =

−
  

οπότε έχουμε 

( ) ( ) ( )( )2 1 2 1f x f x f ξ x x− = −   

Επειδή, ( )f ξ 0   και 2 1x x 0−  , έχουμε ( ) ( )2 1f x f x 0−  , οπότε ( ) ( )1 2f x f x . 

 

Α2. (Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 51) 

Έστω οι συναρτήσεις f ,g,h . Αν  

• ( ) ( ) ( )h x f x g x   κοντά στο 0x  και  

• ( ) ( )
0 0x x x x

h x g xlim lim
→ →

= =   

τότε ( )
0x x

f xlim
→

= . 

 

Α3. (Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 23) 

Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν: 

•  έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και 

• για κάθε x A  ισχύει ( ) ( )f x g x=    

Α4. α) Σ β) Λ (το σωστό είναι ( )x f A ) γ) Σ   δ) Σ  ε) Σ 
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ΘΕΜΑ Β 

Β1. Επειδή ( ) ( ) xf x 1 x 1 e−+ = +  για κάθε x' , θέτουμε όπου x το x 1−  άρα:  

( ) 1 xf x xe −= . 

Β2. Για κάθε xR  έχουμε:    ( ) ( )1 x 1 x 1 xf x e xe 1 x e− − − = − = − . 

Το πρόσημο της ( )f x  και η μονοτονία της f φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

 

 x  −               1              +  

 1 x−           +         0        −        

 1 xe −
          +         +   

 ( )f x           +         0        −    

 

 ( )f x  

                  Τ.Μ.   

       ,<     ( )f 1 1=      .>   

 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο ( ,1−  διότι ( )f x 0   για ( )x ,1 −  και     

είναι συνεχής στο ( ,1− .  

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  )1,+  διότι ( )f x 0   για ( )x 1, +  και  

είναι συνεχής  )1,+ .  

Έχει τοπικό μέγιστο για x 1= το ( )f 1 1= .   

 

Β3. Για κάθε xR  έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )1 x 1 x 1 x 1 xf x e 1 x e e 1 1 x x 2 e− − − − = − − − = − − + = −  

x −∞              2              +∞ 

x − 2          −        0        +       

e1−x          +        +  

f ′′(x)          −        0        +   

 

f(x) 

                  Σ.Κ.   

       4    (2,
2

e
)     3  
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Η f είναι κοίλη στο ( x ,2 −  και κυρτή για  )x 2, + . Η 
fC  παρουσιάζει σημείο καμπής για 

x 2=  το σημείο 
2

2,
e

 
 
 

.  

Επειδή η f είναι συνεχής στο 'άρα δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη. Έχουμε,  

( ) ( )1 x

x 1 x 1x x x DHL x

x 1
lim f x lim x e lim lim 0

e e

+ 
 
+ 

−

− −→+ →+ →+ →+

 
= = = = 

 
 

η 
fC  έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο + την ευθεία y 0= . 

Επίσης, 

( ) 1 x

x x

f x
lim lim e

x

−

→− →−
= = +  

άρα η fC  δεν έχει πλάγια ούτε οριζόντια ασύμπτωτη στο − . 

 

Β4. (i) Είναι, 

( ) ( )1 x

x x
lim f x lim xe −

→− →−
= = −  

διότι 
x
lim x
→−

= − και 
u 1 x

1 x u

x u u
lim e lim e

= −
−

→− →− →+
= = + . 

Έστω ( 1Α ,1= −  τότε η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής άρα 

( ) ( ) ( )( ( 
x

1f A f x ,f 1 ,1lim
→−

= = −


 

και ( )2Α 1,= +  τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής άρα 

( ) ( ) ( )( ) ( )
x x 1

2f A f x , f x 0,1lim lim
+→+ →

= = . 

Επομένως, 

( ) ( ) ( ) ( 1 2f f A f A ,1=  = −R   

Άρα σύνολο τιμών της f είναι το ( ,1− . 

(ii) Για την εξίσωση ( ) ( )f x λ 1=  έχουμε,  

• Αν λ 0  τότε ( )1λ f A  και ( )2λ f A  άρα η εξίσωση (1) έχει μία ρίζα. 

• Αν 0 λ 1   τότε ( )1λ f A  και ( )2λ f A  άρα η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες. 

• Αν λ 1=  τότε ( )1λ f A  και ( )2λ f A η εξίσωση (1) έχει μοναδική ρίζα τη x 1= . 

• Αν λ 1  τότε ( )1λ f A  και ( )2λ f A άρα η εξίσωση (1) είναι αδύνατη.  
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η 
3 2αx 3x x 1− − +  είναι συνεχής στο R  ως πολυωνυμική άρα και στο ( ,0− . Η συνx  είναι 

συνεχής σε όλο το R  ως τριγωνομετρική, άρα και στο 
3π

0,
2

 
 
 

. Επίσης, 

• ( ) ( )
0

3 2

x 0 x
lim f x lim αx 13x x 1

− −→ →
− − += =   

• ( )
x 0 x 0
lim f x lim συνx 1

++→ →
= =  

• ( )f 0 1=   

άρα η f είναι συνεχής και στο 
0x 0= , επομένως είναι συνεχής στο 

3π
,

2

 
− 
 

 . 

Ακόμα,  

• 
( ) ( ) ( )

x 0 x 0 x 0

23 2 x αxf x f 0 αx
lim lim lim 1

x 0 x

3x 13x x

x

1 1
− − −→ → →

−

−

− −
=

−
=

− +
= −

−
  

• 
( ) ( )

x 0 x 0

f x f 0 συνx 1
lim lim 0

x 0 x+ +→ →

− −
= =

−
 

άρα η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0= . 

 

Γ2. (i) Έχουμε, 

• η f είναι συνεχής στο 
3π

0,
2

 
 
 

 .  

• η f είναι παραγωγίσιμη στο 
3π

0,
2

 
 
 

 με ( )f x ημx = −   

• ( )f 0 1=  και 
3π 3π

f συν 0
2 2

 
= = 

 
 άρα ( )

3π
f 0 f

2

 
  

 
  

Επομένως, η συνάρτηση f δεν ικανοποιεί την τρίτη προϋπόθεση του θεωρήματος Rolle στο 

3π
0,

2

 
 
 

.  

 

(ii) Για 
3π

ξ 0,
2

 
 
 

 έχουμε,  

( )

3π
ξ 0,

2

f ξ 0 ημξ 0 ημξ 0 ξ π

 
 
 

 =  − =  =  = . 

 

 Γ3. Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f  στο 0x 0  

είναι  

( ) 2

0 0 0f x 3αx 6x 1 = − −  

Όμως, το τριώνυμο 2

0 03αx 6x 1− −  έχει διακρίνουσα 

( )Δ 36 12α 12 3 α 0= + = +   εφόσον α 3 − , 
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άρα  

( )0f x 0   για κάθε ( )0x ,0 −  δηλαδή ( )f x 0   για κάθε x 0 .  

Επομένως, στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f δεν υπάρχουν σημεία με αρνητική 

τετμημένη στα οποία η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στον άξονα x x . 

 

Γ4. Για κάθε x 0  είναι ( ) 2f x 3αx 6x 1 0 = − −  . 

Για κάθε 
3π

0 x
2

   είναι ( )f x ημx = − . 

Το πρόσημο της ( )f x  και η μονοτονία της f φαίνεται στον παρακάτω πίνακα 

x   −               0                      π                                    
3π

2
  

( )f x   −      −  +   

f   .>,  <  

 

Άρα η f είναι: 

• γνησίως φθίνουσα στο ( ,π−  , αφού f συνεχής στο ( ,π−  και ισχύει ( )f x 0   στο 

( ) ( ),0 0,π−    

• γνησίως αύξουσα στο 
3π

π,
2

 
 
 

 αφού f συνεχής στο 
3π

π,
2

 
 
 

 και ισχύει ( )f x 0   στο 

3π
π,

2

 
 
 

 . 

Έχουμε για κάθε 
3π

x ,
2

 
 − 
 

, 

( ) ( ) ( )x π f x f π f x 1     −  

( ) ( ) ( )x π f x f π f x 1     −  

Για x π=  ισχύει  

( ) ( ) ( )f x f π f x 1=  = −  

Άρα ισχύει ( )f x 1 −  για κάθε 
3π

x ,
2

 
 − 
 

 . 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  Θεωρούμε τη συνάρτηση  

( )
1

Κ x ln x
x

= −  με x 0 . 

Η ( )K x  είναι συνεχής στο  1,e ως διαφορά συνεχών και  

( )K 1 1 0= −   , ( )
1

K e 1 0
e

= −   

άρα 

( ) ( )K 1 K e 0   
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οπότε από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )0x 1,e  τέτοιο, ώστε: 

( )0K x 0=  δηλαδή 
0

0

1
ln x

x
= . 

Επιπλέον, 

( ) 2

1 1
K x 0

x x
 = +   για κάθε x 0  

οπότε η K είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,+  άρα η ρίζα 
0x  είναι μοναδική.  

 

Δ2. Είναι, 

( ) ( )( )0f x ln x x 1 ln x 1= + − − , x 0 . 

Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,+  με : 

( ) 0

1
f x ln x

x
 = −  και ( ) 2

1
f x 0

x
 =    

άρα η συνάρτηση f   είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,+ . Οπότε,  

• ( ) ( ) ( )
f

0 0f x 0 f x f x x x


  =  =  =
<

 

• ( ) ( ) ( )
f

0 0f x 0 f x f x x x


      
<

 

• ( ) ( ) ( )
f

0 0f x 0 f x f x x x


      
<

 

Το πρόσημο της ( )f x  και η μονοτονία της f φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

 

 

 

 

 

άρα η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο  )0x ,+ και γνησίως φθίνουσα στο ( 00,x , 

συνεπώς παρουσιάζει ελάχιστο στη θέση 0x , το  

 

( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0f x ln x x 1 ln x 1 x ln x ln x= + − − = + 0ln x− 1 0− = , 

 

διότι από ερώτημα Δ1 έχουμε: 

0 0 0

0

1
ln x x ln x 1

x
=  = . 

 

Δ3. Αρχικά θα δείξουμε ότι οι γραφικές παραστάσεις των g  και h  έχουν ένα μόνο κοινό 

σημείο.  

 

Για x 0  είναι  

( ) ( )g x 0 h x   

άρα η εξίσωση ( ) ( )g x h x=  είναι αδύνατη.  

Για x 0  έχουμε:  

x   0                                          0x                                  +  

( )f x   −   +   

f   .>,  <  
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( ) ( )

( )

( )

( )( )

( )

x 1 x 1
x x x x 1 x 1 x 10 0

0 0x 1

x 1

0

0

0

0

x x
g x h x xe xe xe e x xe x

e e

ln xe ln x

ln x ln e x 1 ln x

ln x x 1 ln x 1 0

f x 0 x x

+ +
− − − + + +

+

+

 
=  =  =  =  = 

 

 =

 + = +

 + − − =

 =  =

 

διότι από το Δ2 ερώτημα η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση 
0x x=  το 

0f (x ) 0= . 

 

A΄ τρόπος (αναλυτικά) 

Για να έχουν οι g  και h κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους σημείο αρκεί να δείξουμε ότι  

 ( ) ( )0 0g x h x =  

Έχουμε, 

( ) ( )x x xg x xe e xe− − − = = −  

και 

( )  
( ) ( )1

x 1 x 1 x 1 xxΔ
0 00 0 0 0 0 0

0 x x

0

x 1 xx x x x x x 1
h x ln ln x 1 1

e e e e e e x e e

+ + +  −        
 = = = − = − =          

            

 

Οπότε 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

0

0 0

0

0

0 0

0

0 0

x

x x 0 0

0 0 0 x

x

0 00

x x

x 1,e
x x

0 0

0 0

Δ1

0

0

x 1 x
g x h x e x e

e e

x 1 x1 x

e e e

x e ln x ln e

x ln x 1

1
x 1

x

− −



−
 =  − =



−−
 =



 =  =

 =

 =

 

 

Β΄ τρόπος 

Για κάθε x 0  θα λύσουμε την εξίσωση:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x h x ln g x ln h x ln h x ln g x 0 f x 0=  =  − =  =   

Για τη συνάρτηση  

( ) ( ) ( )f x ln h x ln g x , x 0= −   

έχουμε: 

( ) ( ) ( )0 0 0f x 0 g x h x=  =   

και από το ακρότατο της f στο 0x  έχουμε:  

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
0 0g x h x

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

h x g x h x g x
f x 0 0 g x h x

h x g x h x g x

=   
  =  − =  =  = . 

Συνεπώς έχουμε ότι ( ) ( )0 0g x h x=  και ( ) ( )0 0g x h x =  άρα οι γραφικές παραστάσεις των g  

και h  έχουν ένα μόνο κοινό σημείο στο οποίο έχουν κοινή εφαπτομένη. 
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Δ4.  Η (κατακόρυφη) απόσταση των Α και Β είναι: 

( ) ( ) ( )G x f x φ x= −  και  ( ) ( )f x φ x , για κάθε x 0 ,  

άρα 

( ) ( ) ( )G x f x φ x= − , x 0  

• Αν η φ είναι παραγωγίσιμη στο 
0x  τότε και η G είναι παραγωγίσιμη στο 

0x  με  

( ) ( ) ( )0 0 0G x f x φ x  = −  

όπου στο εσωτερικό σημείο 
0x του Δ παρουσιάζει ελάχιστο, από το θεώρημα του Fermat, 

θα ισχύει ότι : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0G x 0 f x φ x 0 φ x f x    =  − =  =  (1) 

Όμως η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 
0x , άρα ( )0f x 0 = . Από τις ισότητες (1) και (2), 

προκύπτει ότι: 

( )0φ x 0 =  

που σημαίνει ότι το 
0x  είναι κρίσιμο σημείο της φ. 

• Αν η φ δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
0x , τότε το 

0x  είναι κρίσιμο σημείο της φ. 
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