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Θέμα 2ο 
α. f (3) + f (8) + f (13) + f (18) = i3z + i8z + i13z + i18z = - iz  + z + iz - z = 0. 
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13 π π f (13) = i z = i z = συν  + iημ ρ συνθ + iημθ
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π π             = ρ συν  + θ  + iημ  + θ
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π π 1 3z = ρ συνθ + iημθ  = 2 συν  + iημ  = 2  + i  = 1 + 3  i
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 z = i 1 + 3  i  = - 3  + i

  Άρα  Α (1 , 3) , Β (- 3  , 1)  και  ΟΑ  = (1 , 3)  και  ΟΒ  = (- 3  , 1)

1 31 1 1 1 (ΟΑΒ) = det(ΟΑ  ,  ΟB)  =  = 1 + 3  = 4 = 2 τ.μ.
2 2 2 2- 3 1

 

 





 

Θέμα 3ο 
α. g (x1) = g (x2)    f (g (x1)) = f (g (x2))   
     και επειδή η  fog  είναι  «1 - 1», είναι  x1 = x2. 
β. g (f (x) + x3 - x) = g (f (x) + 2x - 1)  και η  g  είναι  «1 - 1», άρα 

 f (x) + x3 - x = f (x) + 2x - 1    x3 - x - 2x + 1 = 0     x3 - 3x + 1 = 0. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  h, με  h (x) = x3 - 3x + 1. 
h΄(x) = (x3 - 3x + 1)΄ = 3x2 - 3 

x -                -1                      1                + 
h΄(x) = 3x2 - 3 + - + 

h (x)    



 

 

 Δ1 = (- , -1) 

   

1
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h  στο Δ
x - x -
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x -1 x -1

1 1 1
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h (x) = (x  - 3x + 1) = -
 h (Δ ) = (-  , 3)

h (x) = (x  - 3x + 1) = 3

0  h (Δ )  άρα η  h (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα  ρ   στο  Δ  = (-  , -1)
και  ρ  < 0
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 Δ2 = [-1 , 1] 

   
2h  στο Δ

2

2 2 2

h (-1) = 3
 h (Δ ) = [-1 , 3]

h (1) = -1 
0  h (Δ )  άρα η  h (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα  ρ   στο  Δ  = [-1 , 1]
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 Δ1 = (1 , +) 

   

3

3
h  στο Δ

x 1 x 1
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x + x +

3 3 3

3

h (x) = (x  - 3x + 1) = -1
 h (Δ ) = (-1 , + )

h (x) = (x  - 3x + 1) = +

0  h (Δ )  άρα η  h (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα  ρ   στο  Δ  = (1 , + )
και  ρ  > 0
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Αρκεί να δείξουμε ότι  ρ2 > 0. 
► η  h  είναι συνεχής στο  [0 , 1] 
► h (0) = 1  και  h (1) = -1 
Από  Θ. Bolzano υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  (0 , 1) 
και επειδή  ρ1 < 0  και  ρ3 > 1  θα είναι  ρ2  (0 , 1). 

Θέμα 4ο 

 β

α
β β β β

α α α α

- f (x) - f (x)

h (x) > g (x)    h (x) - g (x) > 0   άρα   h (x) - g (x)  dx > 0  

    h (x) dx - g (x) dx  > 0    h (x) dx > g (x) dx.

 f (x) - e  = (x - 1)΄   f΄(x) + e f΄(
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α. 

β. i.
f (x)

- f (x)
- f (x) f (x)

x > 0

x) = 1   

1 e       f΄(x) [1 + e ] = 1    f΄(x) =   ή   f΄(x) = 
1 + e 1 + e

x 1 f (x)       Θα δείξω   < f (x) < x f΄(x)     <  < f΄(x)  
2 2 x

1 f (x        < 
2



 

  

oς   ii. 1   τρόπος

) - f (0)  < f΄(x)
x - 0

         



 

 

 η  f  είναι συνεχής στο  [0 , x] 
 η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0 , x) 
Από  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ  (0 , x),  

τέτοιο ώστε  f΄(ξ) = f (x) - f (0)
x - 0

. 

f (0) 0

f (0) 0
e e 1f΄(0) =  =  = 

1 + e 1 + e 2
 

Άρα  αρκεί να δείξουμε  f΄(0) < f΄(ξ) < f΄(x),  με  0 < ξ < x. 
Δηλαδή αρκεί να δείξουμε ότι η  f΄  είναι γνησίως αύξουσα. 

f (x) f (x) f (x) f (x)f (x)

2f (x) f (x)

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)

2f (x) f (

e 1 + e  -  e 1 + eef΄΄(x) =  = 
1 + e 1 + e

e f΄(x) 1 + e  -  e e f΄(x) e f΄(x)        =  = 
1 + e 1 + e
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διότι  f΄(x) > 0,  άρα η  f΄ είναι γνησίως αύξουσα. 
 
2ος τρόπος 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση  g, με  g (x) = f (x) - x
2

. 

 
f (x) f (x)

f (x) f (x)

f 
f (x) 0 f (x)

1 e 1 e  - 1g΄(x) = f΄(x) -  =  -  =  > 0, για  x > 0
2 1 + e 2 2 1 + e

διότι  x > 0  f (x) > f (0) f (x) > 0 e  > e e - 1 > 0
άρα η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο  [0 , + )

x > 0
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g x x    g (x) > g (0)    f (x) -  > 0   f (x) >   .
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 Θεωρούμε τη συνάρτηση  h, με  h (x) = f (x) - x . f΄(x). 
 h΄(x) = f΄(x) - f΄(x) - x . f΄΄(x) = - x . f΄΄(x). 

f (x) f (x) f (x) f (x)f (x)

2f (x) f (x)

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)

2f (x) f (

e 1 + e  -  e 1 + eef΄΄(x) =  = 
1 + e 1 + e

e f΄(x) 1 + e  -  e e f΄(x) e f΄(x)        =  = 
1 + e 1 + e
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διότι  f΄(x) > 0. 



 

 

Άρα  h΄(x) < 0, για  x > 0,  
δηλαδή η  h  είναι γνησίως φθίνουσα στο  [0 , +). 

h 
x > 0    h (x) < h (0)    f (x) - x f΄(x) < 0   
f (x) < x f΄(x)  .


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Από  (1)  και  (2)  έχουμε :  
x
2

 < f (x) < x . f΄(x), για κάθε  x > 0. 

 

  iii. Είναι  x
2

  f (x)  x . f΄(x), για κάθε  x  0,  

       άρα  f (x)  0, για κάθε  x  0 
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0
(α) 1 1

0 0

12

0

(α) 1 1

0 0
11

0 0

και  E = f (x) dx.

x x  < f (x)      dx < f (x) dx    
2 2

x 1   < E   < E   
4 4

 f (x) < x f΄(x)    f (x) dx < x f΄(x) dx  

  E < x f (x)  - (x)΄ f (x) dx   E < f 
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1

0
(1) - f (x) dx  

1  E < f (1) - E    2E < f (1)   E < f (1)    
2

1 1Aπό  (3)  και  (4)  έχουμε   < E < f (1)
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