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ΘΕΜΑ 2Ο 
α. 1ος τρόπος 

f΄(x) = 2(x - 2), x  ≥ 2. 
  Είναι  f΄(x) > 0  για  x > 2,   
  άρα  η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  [2 , + ∞). 
  Εποµένως η  f   είναι  «1 - 1». 

 
2ος τρόπος 
f (x1) = f (x2)  ⇔   
2 + (x1 - 2)2 = 2 + (x2 - 2)2  ⇔ 
(x1 - 2)2 = (x2 - 2)2  ⇔ 
| x1 - 2 | = | x2 - 2 |   και επειδή  x1 ≥ 2,  x2 ≥ 2  είναι 
x1 - 2 = x2 - 2  ⇔ 
x1 = x2 
Εποµένως η  f   είναι  «1 - 1». 

 
β. Η  f  είναι  «1 - 1»  άρα  η  f  είναι αντιστρέψιµη. 
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γ. i) Για να βρούµε τα κοινά σηµεία των  Cf  και  y = x  λύνουµε την    
εξίσωση  f (x) = x. 
f (x) = x  ⇔ 
2 + (x - 2)2 = x  ⇔ 
x2 - 5x + 6 = 0  ⇔ 
x = 2  ή  x = 3 
Άρα τα κοινά σηµεία των  Cf  και  y = x  είναι τα   
Α (2 , 2)  και  Β (3 , 3). 

 
Για να βρούµε τα κοινά σηµεία των  Cf

-1  και  y = x  λύνουµε την 
εξίσωση  f-1(x) = x.   
f-1(x) = x  ⇔ 
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x2 - 5x + 6 = 0  ⇔ 
x = 2  ή  x = 3 
Άρα  τα κοινά σηµεία των  Cf

-1    και  y = x  είναι τα   
Α (2 , 2)  και  Β (3 , 3). 

 
ii) Οι  f  και  f-1  είναι συνεχείς στο  [2 , 3]. 

Αναζητούµε το πρόσηµο της  ∆ (x) = f (x) - f-1(x) = (x - 2)2 - 2 -x  
1ος τρόπος 
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Άρα  ∆ (x) ≤ 0  στο  [2 , 3] 
 



 

 

2ος τρόπος 
Από προηγούµενο ερώτηµα έχουµε ότι οι  Cf , Cf-1   τέµνονται στα  
Α (2,2)  και  Β (3,3), άρα η ∆(x) έχει µοναδικές ρίζες τις  2  και  3. 
Στο διάστηµα (2 , 3) η συνεχής  ∆(x)  διατηρεί σταθερό πρόσηµο.   
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Άρα  ∆ (x) ≤ 0  στο  [2 , 3] 
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ΘΕΜΑ 3Ο 
1η λύση 
α. i) Θα δείξουµε ότι  1321 z - z    z - z =  

Είναι  z1 + z2 + z3 = 0  ⇔  z1 = - z2 - z3 
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Οµοίως δείχνουµε ότι  3213 z - z    z - z = . 
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2η λύση 
α. i) Είναι  z1 + z2 + z3 = 0  ⇔  z1 +  z2 = - z3 
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Οµοίως δείχνουµε ότι  3  z - z    z - z 3213 == . 

ii) Είναι  ( ) 4  3  3  z - z
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3η λύση 
α. i) Άσκηση  9  Α΄ οµάδας σχολικού βιβλίου σελίδα  101 

 
Αποδεικνύω ότι  

2
2

2
1

2
21

2
21 z2    z2  z - z    z  z +=++  

 
Είναι  z1 + z2 + z3 = 0  ⇔   
z1 + z2 = - z3 
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Οµοίως  3  z - z    z - z 3213 ==  

Άρα  321321 z - z    z - z   z - z ==  
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β. Οι εικόνες των  z1 , z2 , z3  είναι σηµεία του µοναδιαίου κύκλου και 

επειδή 133221 z - z  z - z  z - z ==  σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο. 
 
 



 

 

ΘΕΜΑ 4Ο 
 
α. Πρέπει  x ≠ 1  και  x > 0. 

Άρα  Df = (0 , 1) ∪ (1 , + ∞) 

f22 D   x για  0  
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Άρα  f  γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα  (0 , 1)  και  (1 , + ∞). 
 
Στο  ∆1 = (0 , 1) 
Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα 
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άρα  f (∆1) = IR 
 
Στο  ∆2 = (1 , +∞) 
Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα 

∞−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

∞+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

∞+→∞+→

→→ ++

  lnx - 
1 -x 
1 x  lim  (x) f lim

  lnx - 
1 -x 
1 x  lim  (x) f lim

 x  x 

1 x 1 x 

 

άρα  f (∆2) = IR 
 
Εποµένως  το σύνολο τιµών είναι   f (∆1) ∪ f (∆2) = ΙR. 

 
β. 0 ∈ f (∆1)  και  f  γνησίως φθίνουσα στο  ∆1. 

Άρα η  f (x) = 0  έχει µοναδική ρίζα στο  ∆1. 
 
0 ∈ f (∆2)  και  f  γνησίως φθίνουσα στο  ∆2. 
Άρα η  f (x) = 0  έχει µοναδική ρίζα στο  ∆2. 
 
Εποµένως η  f (x) = 0  έχει ακριβώς  2  ρίζες στο  Df. 

 



 

 

γ. 1ος τρόπος 
g΄(x) = 

x
1 , x > 0  και  h΄(x) = ex, x ∈ IR. 

 Βρίσκουµε την εφαπτόµενη  (ε) της  Cg  στο  Α (α , lnα) 
(ε) : y - g (α) =g΄(α) (x - α) 
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Η  (ε)  είναι και εφαπτοµένη της  Ch  στο  Β 
Άρα  λε = g΄(α) = h΄(β) 
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άρα το  α  είναι ρίζα της  f (x) = 0. 
 
2ος τρόπος 
g΄(x) = 

x
1 , x > 0  και  h΄(x) = ex, x ∈ IR. 

  
Βρίσκουµε την εφαπτόµενη  (ε1) της  Cg  στο  Α (α , lnα) 
(ε1) : y - g (α) =g΄(α) (x - α) 
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Αν   α = 1  τότε η 
εφαπτοµένη της  Cg  
στο  Α (1 , 0)  είναι η  
y = x - 1,  ενώ               
η εφαπτοµένη της  Ch  
στο  Β (1 , 0)  είναι  η  
y = x + 1   
και δεν ταυτίζονται. 
Άρα  α ≠ 1. 



 

 

 
Βρίσκουµε και την εφαπτόµενη  (ε2) της  Ch  στο  Β (β , eβ) 
(ε2) : y - h (β) =h΄(β) (x - β) 
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Για να ταυτίζονται οι  (ε1)  και  (ε2)  πρέπει : 
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Από  (1)  και  (2)  έχουµε  
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άρα το  α  είναι ρίζα της  f (x) = 0. 
 

δ. Από το  (γ)  ερώτηµα προκύπτει ότι το πλήθος των κοινών 
εφαπτόµενων των  Cg  και  Ch  ισούται µε το πλήθος των ριζών της 
εξίσωσης  f (x) = 0. 
Από το  (β)  ερώτηµα  η  f (x) = 0  έχει ακριβώς  2  ρίζες άρα                         
οι  Cg  και  Ch  έχουν ακριβώς δύο κοινές εφαπτόµενες. 

 
 
 
 

Αν   α = 1  τότε η 
εφαπτοµένη της  Cg  
στο  Α (1 , 0)  είναι η  
y = x - 1,  ενώ               
η εφαπτοµένη της  Ch  
στο  Β (1 , 0)  είναι  η  
y = x + 1   
και δεν ταυτίζονται. 
Άρα  α ≠ 1. 


