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ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1: Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 251 

Α2: Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 273 

Α3: Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 150 

Α4: α) Λ   β)  Σ   γ)  Σ   δ)   Σ   ε)   Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Θέτουµε  z x yi= +  εποµένως έχουµε 2 2 2z x y= + και z z 2x+ = συνεπώς η δοθείσα 

σχέση γίνεται: ( ) ( ) ( )2 2 2 22 x y 2xi 4 2i 0 2 x y 2 2 x 1 i 0 + + − − = ⇔ + − + − = ⇔   

( )2 2 2 2 2x y 2 0 y 1x y 2 y 1
x 1x 1 x 1x 1 0

 + − =   = ±+ = =  
⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

== =  − =  
 

Άρα οι µιγαδικοί είναι οι: 1 2z 1 i, z 1 i= + = −  

Β2. Υπολογίζουµε τον λόγο: 
( )

( )( )

2
1

2

1 iz 1 i 1 2i 1 2i
i

z 1 i 1 i 1 i 1 1 2

++ + −
= = = = =

− − + +
, εποµένως έχουµε 

( )
39

39 31

2

z
w 3 3 i 3 i 3 i 3i

z

 
= = ⋅ = ⋅ = − = − 
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Β3. Υπολογίζουµε αρχικά το ( ) ( )1 24z z i 4 1 i 1 i i 4 4i 1 i i 3 4i 5− − = + − − − = + − + − = + =  

Εποµένως έχουµε ( )u w 5 u 0 3i 5+ = ⇔ − + = , άρα ο γεωµ. Τόπος των εικόνων του u 

είναι κύκλος µε κέντρο Κ(0,3) και ακτίνα ρ=5. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

1.Γ  = ℝhA . Η h είναι συνεχής και 2 φορές παραγωγίσιµη στο ℝ , ως πράξεις 

παραγωγισίµων συναρτήσεων µε: 

( ) ( ) + −′′ = − ⋅ + = − = =
+ + +

x x x
x

x x x x

1 e e 1 e 1
h x 1 e 1 1

e 1 e 1 e e 1
 

( )
( )

( )
( )

′′′ = − ⋅ + = − < ∈
+ +

ℝ

x
x

2 2x x

1 e
h x e 1 0, x

e 1 e 1
. 

Άρα η h είναι κοίλη στο ℝ . 

 

2.Γ  Τα δύο µέλη της ανίσωσης είναι θετικά ,λογαριθµίζουµε µε βάση το e και τα δύο 

µέλη και έχουµε: ( )( ) ( )( )′ ′< ⇔ <
+ +

h 2h x e e
lne ln h 2h x ln

e 1 e 1
. 

 Παρατηρούµε ότι: ( ) ( ) ( )= − + = − + =
+
e

h 1 1 ln e 1 lne ln e 1 ln
e 1

 

Εποµένως έχουµε: ( )( ) ( )′ <h 2h x h 1  

Επειδή η ( )′ > ∈ℝh x 0, x  η h γνησίως αύξουσα  στο ℝ  

Οπότε η ανίσωση γίνεται τελικά:  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
′

′ ′ ′ ′ ′< ⇔ < ⇔ < ⇔ < ⇔ >
h γν. αυξ. h  γν.φθ.1

h 2h x h 1 2h x 1 h x h x h 0 x 0
2

 

 

3.Γ  Υπολογίζουµε το ( )
→+∞x
lim h x για την οριζόντια ασύµπτωτη της Cf  

( ) ( ) ( )
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

     = − + = − + =       +  

x
x x x

xx x x x

e
lim h x lim x ln e 1 lim lne ln e 1 lim ln

e 1
, 
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( )
( )

+∞ 
 +∞ 

→+∞ →+∞ →+∞

′
= =

+ ′+
=

xx x

x xx x xxDLH

ee e
lim lim lim 1

e 1 ee 1
. 

Άρα ( )
→+∞

= =
x
lim h x ln1 0 , εποµένως η y=0 είναι οριζόντια ασύµπτωτη του 

διαγράµµατος της h στο +∞  

 

Για τον υπολογισµό της πλάγιας ασύµπτωτης υπολογίζουµε αρχικά τα παρακάτω 

όρια:  

• 
( ) ( ) ( )

→−∞ →−∞ →−∞

− +  = = = − + = − ⋅ =  

x

x

x x x

x ln e 1h x 1
λ lim lim lim 1 ln e 1 1 0 0 1

x x x
 

• ( )( ) ( )( )
→−∞ →−∞

= − = − + =x

x x
β lim h x x lim ln e 1 0  

Εποµένως  η y=x είναι πλάγια ασύµπτωτη του hC  στο −∞  

 

 4.Γ   

( ) ( ) ( )     = − + + = + − + = ∈     + 
ℝ

x
x x x x x x

x

2e
φ x e x ln e 1 ln2 e lne ln2 ln e 1 e ln ,x

e 1

Λύνουµε την εξίσωση ( ) =φ x 0  

( )    
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =   + + +   

x x x
x x

x x x

2e 2e 2e
φ x 0 e ln 0 ln ln1 1 e 1 x 0

e 1 e 1 e 1
 

Και στην συνέχεια την αντίστοιχη ανίσωση: ( ) >φ x 0  

( )    
> ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ >   + + +   

x x x
x x

x x x

2e 2e 2e
φ x 0 e ln 0 ln ln1 1 e 1 x 0

e 1 e 1 e 1
 

Η φ συνεχής στο [ ]0,1  ως πράξεις συνεχών µε ( ) [ ]> ∈φ x 0, x 0,1 , άρα 

( ) ( ) ( )   ′= = = =   + +   
∫ ∫ ∫

x x1 1 1x x
x x0 0 0

2e 2e
Ε Ω φ x dx e ln dx e ln dx

e 1 e 1
 

′    + + − − = − =      + + + +     
∫ ∫

1
x x x 2x x 2x1 1x x

x x x x0 0
0

2e e 1 2e 2e 1 2e 2e 2e
e ln e dx eln dx

e 1 2e e 1 e 1 2 e 1
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( ) ′     − = − + =     + + +   ∫ ∫
x1 1 x

x0 0

2e 1 2e 2e
eln dx eln ln e 1 dx

e 1 2 e 1 e 1

( ) ( )      − + = − + − =      + +   

1
x

0

2e 2e
eln ln e 1 eln ln e 1 ln2

e 1 e 1
  

( )
+

  
    + +       − = = ⋅ = + +      + + + +        
 

e

e 1
e

2e
2e e 1 2 2e 1eln ln ln ln e e e 1 ln  τ.µ

e 1e 1 2 e 1 e 1
2

 

ΘΕΜΑ ∆ 

1∆ .  ( )
( )

( )→ → → →

′−−
= = = =

′

0
xx x0

x 0 x 0 DLH x 0 x 0

e 1e 1 e
lim f x lim lim lim 1

x 1x
, ( ) ( )

→
= =

x 0
f 0 lim f x 1 

Άρα η f συνεχής στο =0x 0  

Για ( )
( )− − − +′≠ = =

x x x x

2 2

e x e 1 e x e 1
x 0 :  f x

x x
 

Έστω ( ) = − + ∈ℝx xh x e x e 1, x  , επειδή η h είναι παραγωγίσιµη ως πράξεις  

παραγωγίσιµων   έχουµε:  

( ) ( )′ ′= + − = = ⇔ =x x x xh x e e x e xe , h x 0 x 0,  

( )′ > ⇔ >h x 0 x 0  

x −∞                      0                               +∞  

′h  - + 

h    

 

H h παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο =0x 0  άρα: ( ) ( ) ( )≥ ⇔ ≥ ∈ℝh x h 0 h x 0, x  

Εποµένως, ( )′ > ≠f x 0,  x 0 . Συνεπώς f γνησίως αύξουσα στο ℝ  

 

2.∆  α) Η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ  µε σύνολο τιµών  

  ( ) ( ) ( )( ) ( )
→−∞ →+∞

= = +∞ℝ
x x

f lim f x , lim f x 0, , αφού 
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( )
→−∞ →−∞

−
= =

x

x x

e 1
lim f x lim 0

x
, ( )

( )
( )

+∞ 
 +∞ 

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′−−
= = = = +∞

′

xx x

x x DLH x x

e 1e 1 e
lim f x lim lim lim

x 1x
 

Άρα ( ) > ∈ℝf x 0,  x .  Επειδή ( )
( )′

=∫
2f x

1
f u du 0 , έχουµε:  

• Αν ( )′ >2f x 1 , τότε ( )
( )′

>∫
2f x

1
f u du 0 , άτοπο 

• Αν ( )′ <2f x 1 , τότε ( )
( )′

<∫
2f x

1
f u du 0 , άτοπο 

Συνεπώς ( ) ( )′ ′= ⇔ =
1

2f x 1 f x
2

 

Είναι: 
( ) ( ) ( )

( )

 
 
 

→ → → →

− ′− − −− − −
= = = =

− ′

x
0

xx 0

2x 0 x 0 x 0 DLH x 0 2

e 1
1 e 1 xf x f 0 e 1 xxlim lim lim lim

x 0 x x x
 

            
( )
( )

 
 
 

→ → →

′−−
= = = =

′

0
xx x0

x 0 DLH x 0 x 0

e 1e 1 e 1
lim lim lim

2x 2 22x
 

∆ηλαδή ( )′ =
1

f 0
2

 και επειδή η ′f  είναι γνησίως αύξουσα, τότε η =x 0  είναι  

µοναδική  λύση 

         β)  Επειδή ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
′ >′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇔ = ⋅ ⇔ = ⇔ 

x t 0 1
x t 2f x t x t 2f x t x t f x t

2
 

            ( ) ( )( ) ( )
′ −

′ ′⇔ = ⇔ =
f "1 1"

f 0 f x t x t 0 . 

            Συνεπώς το σηµείο είναι το ( )M 0,1  

3.∆  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −
= + − ⋅ − = + − ⋅ − = − − 

 

2x 22 2 2 2xe 1
g x xf x 1 e x 2 x 1 e x 2 e e x 2

x
 

Επειδή η g είναι παραγωγίσιµη ως γινόµενο και σύνθεση παραγωγίσιµων θα έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ = − − + − − =
22x x xg x 2 e e e x 2 e e 2 x 2  

         ( )( ) ( ) ( )( )( ) = − − − + − = − − − − 
x x x x x x2 e e x 2 e x 2 e e 2 e e x 2 xe e e  
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Θέτουµε: ( ) = − − >x xφ x xe e e, x 0,  

                  ( )′ = + − = >x x x xφ x e xe e xe 0 , συνεπώς η φ γνησίως αύξουσα 

• Η φ συνεχής στο [ ]1,2 , ως πράξεις συνεχών 

• ( ) ( ) ( )= − < = − = − >2φ 1 e 0, φ 2 e e e e 1 0 . Άρα ( ) ( )⋅ <φ 1 φ 2 0  

Από θεώρηµα Bolzano η ( ) =φ x 0 , θα έχει µία τουλάχιστον ρίζα 0x  στο ( )1,2 . 

Επειδή η φ είναι γνησίως αύξουσα τότε η ρίζα 0x  είναι µοναδική 

Άρα όταν ( ) ( )> ⇔ > < ⇔ <0 0x x φ x 0, x x φ x 0  

Οπότε για τη ′g  έχουµε τον παρακάτω πίνακα µεταβολών:  

x 0                1                   0x                         2             +∞  

( )−x2 e e  - + + + 

−x 2  - - - + 

− −x xxe e e  - - + + 

′g  - + - + 

            

            g  

 

    

  

Η g είναι γνησίως φθίνουσα στα ( ] [ ]00,1 ,  x ,2  και η g γνησίως αύξουσα στα 

[ ] [ )+∞01,x , 2, . 

Άρα για =x 1 το ( )g 1  τοπικό ελάχιστο ,  

        για = 0x x  το ( )0g x  τοπικό µέγιστο και  

        για =x 2  το ( )g 2  τοπικό ελάχιστο. 

 


