
Παρα γωγοι: Μονοτονι α και τοπικα  ακρο τατα – 
Μεθοδολογι α αςκή ςεων και παρατήρή ςεισ 

Μονοτονία ςυνάρτηςησ 

Θεώρθμα 

Ζςτω μια ςυνάρτθςθ   θ οποία είναι ςυνεχισ ςε ζνα διάςτθμα Δ. 

 Αν   ( )    ςε κάκε εςωτερικό ςθμείο   του Δ, τότε θ   είναι γνθςίωσ 

αφξουςα ςε όλο το Δ. 

 Αν   ( )    ςε κάκε εςωτερικό ςθμείο    του Δ, τότε θ   είναι γνθςίωσ 

φκίνουςα ςε όλο το Δ. 

Παρατθριςεισ 

 Το αντίςτροφο του παραπάνω κεωριματοσ δεν ιςχφει. Δθλαδι, αν 

μια παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε ζνα διάςτθμα 

Δ, τότε δεν ιςχφει υποχρεωτικά ότι    ( )    για κάκε εςωτερικό 

ςθμείο   του Δ. Για παράδειγμα, θ ςυνάρτθςθ  ( )        , είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο  , όμωσ ιςχφει ότι   ( )    για κάκε    . 

 Στα άκρα α και β ενόσ διαςτιματοσ [   ] δε μασ ενδιαφζρει οφτε το 

πρόςθμο τθσ    οφτε αν αυτι μθδενίηεται οφτε καν θ φπαρξι τθσ. 

Βαςικι μεκοδολογία για τθν εφρεςθ μονοτονίασ ςυνάρτθςθσ 

Για να μελετιςουμε μια ςυνάρτθςθ   ωσ προσ τθ μονοτονία, εργαηόμαςτε ωσ 

εξισ: 

 Βρίςκουμε το πεδίο οριςμοφ    τθσ  . 

 Εξετάηουμε αν θ   είναι ςυνεχισ. 

 Βρίςκουμε τθν   . 

 Λφνουμε τθν εξίςωςθ   ( )    και βρίςκουμε, αν υπάρχουν, τισ ρίηεσ 

τθσ   . 

 Βρίςκουμε το πρόςθμο τθσ    είτε λφνοντασ τισ ανιςώςεισ   ( )    και 

  ( )    είτε βρίςκοντασ το πρόςθμο τθσ    ςε κάκε διάςτθμα που 

ορίηουν οι ρίηεσ τθσ. (Αν δεν μποροφμε να βροφμε το πρόςθμο τθσ   , 

τότε βρίςκουμε παραγώγουσ ανώτερθσ τάξθσ, ζωσ εκείνθ τθσ οποίασ 

μποροφμε να βροφμε το πρόςθμο.) 

 Σχθματίηουμε πίνακα προςιμου τθσ   , ςτον οποίο ςθμειώνουμε τα 

άκρα του    και τισ ρίηεσ τθσ   . 

 Συμπλθρώνουμε τον πίνακα με το είδοσ τθσ μονοτονίασ τθσ   ςε κάκε 

διάςτθμα. 



Αλλαγι μονοτονίασ και ςφνολο τιμών 

Ζςτω       μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ. Για να βροφμε το ςφνολο τιμών τθσ  , 

εργαηόμαςτε ωσ εξισ: 

 Μελετάμε τθν   ωσ προσ τθ μονοτονία. 

 Βρίςκουμε τα διαςτιματα         του πεδίου οριςμοφ τθσ  , ςε 

κακζνα από τα οποία θ   διατθρεί μονοτονία. 

 Βρίςκουμε τα διαςτιματα  (  )  (  )   και το ςφνολο τιμών τθσ   

είναι θ ζνωςθ των παραπάνω διαςτθμάτων. 

Μονοτονία ςυνάρτθςθσ πολλαπλοφ τφπου 

Για να μελετιςουμε ωσ προσ τθ μονοτονία μια ςυνάρτθςθ πολλαπλοφ τφπου, 

εργαηόμαςτε ωσ εξισ: 

 Εξετάηουμε αν θ   είναι ςυνεχισ ςτο   . 

 Βρίςκουμε τθν    για      και για       . Δε χρειάηεται να εξετά-

ςουμε αν θ   είναι παραγωγίςιμθ ςτο   , διότι αυτό δεν επθρεάηει τθ 

μονοτονία τθσ  . 

 Βρίςκουμε το πρόςθμο τθσ    για      και για       . 

 Σχθματίηουμε πίνακα με το πρόςθμο τθσ   . 

 Συμπλθρώνουμε τον πίνακα με τθ μονοτονία τθσ  . 

Ύπαρξθ μοναδικισ ρίηασ με τθ βοικεια του ςυνόλου τιμών 

Όταν μασ ηθτοφν να αποδείξουμε ότι μια εξίςωςθ ζχει μοναδικι ρίηα και δε 

μασ δίνουν ςυγκεκριμζνο διάςτθμα (ςτο οποίο κα μποροφςαμε να 

εφαρμόςουμε κεώρθμα Bolzano ι κεώρθμα Rolle), τότε εργαηόμαςτε ωσ 

εξισ: 

 Μεταφζρουμε όλουσ τουσ όρουσ τθσ εξίςωςθσ ςτο πρώτο μζλοσ, το 

οποίο κεωροφμε ωσ ςυνάρτθςθ  ( ). 

 Βρίςκουμε το ςφνολο τιμών τθσ  . 

 Αν το 0 ανικει ςτο ςφνολο τιμών τθσ  , τότε θ εξίςωςθ  ( )    (άρα 

και θ αρχικι) ζχει ρίηα. 

Αν επιπλζον θ   είναι γνθςίωσ μονότονθ, θ παραπάνω ρίηα είναι μοναδικι. 

 

 



Πλικοσ ριηών εξίςωςθσ 

Για να βροφμε το πλικοσ των ριηών μιασ εξίςωςθσ, εργαηόμαςτε ωσ εξισ: 

 Μεταφζρουμε όλουσ τουσ όρουσ τθσ εξίςωςθσ ςτο πρώτο μζλοσ, το 

οποίο κεωροφμε ωσ ςυνάρτθςθ  ( ). 

 Μελετάμε τθ ςυνάρτθςθ ωσ προσ τθ μονοτονία και βρίςκουμε τα 

διαςτιματα          ςτα οποία θ   διατθρεί μονοτονία. 

 Βρίςκουμε το ςφνολο τιμών ςε κακζνα από τα διαςτιματα         , 

δθλαδι βρίςκουμε τα  (  )  (  )   

 Σε όςα από τα διαςτιματα  (  )  (  )   ανικει το 0, τόςεσ ρίηεσ ζχει 

θ εξίςωςθ  ( )   . 

 

Τοπικά ακρότατα ςυνάρτηςησ 

Τοπικό μζγιςτο – Οριςμόσ 

Μια ςυνάρτθςθ  , με πεδίο οριςμοφ  , κα λζμε ότι παρουςιάηει ςτο       

τοπικό μζγιςτο, όταν υπάρχει     τζτοιο, ώςτε: 

 ( )   (  )   για κάκε      (         ) 

Το    ονομάηεται κζςθ ι ςθμείο τοπικοφ μεγίςτου, ενώ το  (  ) ονομάηεται 

τοπικό μζγιςτο τθσ  . 

Αν θ ανιςότθτα  ( )   (  ) ιςχφει για κάκε    , τότε θ   παρουςιάηει ςτο 

     ολικό μζγιςτο ι απλά μζγιςτο, το  (  ). 

Τοπικό ελάχιςτο – Οριςμόσ 

Μια ςυνάρτθςθ  , με πεδίο οριςμοφ  , κα λζμε ότι παρουςιάηει ςτο       

τοπικό ελάχιςτο, όταν υπάρχει     τζτοιο, ώςτε: 

 ( )   (  )   για κάκε      (         ) 

Το    ονομάηεται κζςθ ι ςθμείο τοπικοφ ελαχίςτου, ενώ το  (  ) ονομάηεται 

τοπικό ελάχιςτο τθσ  . 

Αν θ ανιςότθτα  ( )   (  ) ιςχφει για κάκε    , τότε θ   παρουςιάηει ςτο 

     ολικό ελάχιςτο ι απλά ελάχιςτο, το  (  ). 

 

 



 

 

 

 

 

 



Θεώρθμα Fermat 

Ζςτω μια ςυνάρτθςθ   οριςμζνθ ςε ζνα διάςτθμα Δ. Αν: 

    είναι εςωτερικό ςθμείο του Δ, 

 θ   παρουςιάηει τοπικό ι ολικό ακρότατο ςτο    , 

 θ   είναι παραγωγίςιμθ ςτο   , 

τότε ιςχφει ότι   (  )   . 

 

 



Πικανζσ κζςεισ τοπικών ακροτάτων – Κρίςιμα ςθμεία 

Οι πικανζσ κζςεισ των τοπικών ακροτάτων μιασ ςυνάρτθςθσ   οριςμζνθσ ς’ 

ζνα διάςτθμα Δ είναι: 

 τα εςωτερικά ςθμεία του διαςτιματοσ Δ ςτα οποία θ    μθδενίηεται, 

 τα εςωτερικά ςθμεία του διαςτιματοσ Δ ςτα οποία θ   δεν είναι 

παραγωγίςιμθ, 

 τα άκρα του διαςτιματοσ Δ, εφόςον το Δ είναι κλειςτό ςε κάποιο 

απ’αυτά. 

Ειδικότερα, τα εςωτερικά ςθμεία του διαςτιματοσ Δ ςτα οποία θ    

μθδενίηεται ι θ   δεν είναι παραγωγίςιμθ, ονομάηονται κρίςιμα ςθμεία τθσ  . 

 

 



Βαςικι μεκοδολογία για τθν εφρεςθ ακροτάτων ςυνάρτθςθσ 

Για να βροφμε τα ακρότατα μιασ ςυνάρτθςθ  , εργαηόμαςτε ωσ εξισ: 

 Βρίςκουμε το πεδίο οριςμοφ    τθσ  . 

 Βρίςκουμε τθν   . 

 Λφνουμε τθν εξίςωςθ   ( )    και βρίςκουμε το πρόςθμο τθσ   . 

 Σχθματίηουμε πίνακα με τθ μονοτονία τθσ   . 

Αν ςε κάποιο       θ   είναι ςυνεχισ και αλλάηει μονοτονία, τότε το   (  ) 

είναι τοπικό ακρότατο τθσ  . Το είδοσ του ακροτάτου προκφπτει από το είδοσ 

τθσ μονοτονίασ που ζχει θ   εκατζρωκεν του    . 

Σφνολο τιμών ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ ςε κλειςτό διάςτθμα 

Αν μια ςυνάρτθςθ   είναι ςυνεχισ ς’ζνα κλειςτό διάςτθμα [   ], τότε ςφμ-

φωνα με το Θ.Μ.Ε.Τ. θ   παρουςιάηει ελάχιςτο μ και μζγιςτο Μ. Το ςφνολο 

τιμών τθσ   είναι το [   ]. Για να βροφμε το ελάχιςτο και το μζγιςτο τθσ  , 

εργαηόμαςτε ωσ εξισ: 

 Βρίςκουμε τισ πικανζσ κζςεισ ακροτάτων τθσ  , οι οποίεσ είναι τα κρί-

ςιμα ςθμεία και τα άκρα κλειςτών διαςτθμάτων του πεδίου οριςμοφ. 

 Υπολογίηουμε τισ τιμζσ τθσ   ςτισ παραπάνω κζςεισ. 

 Από τισ παραπάνω τιμζσ, θ μικρότερθ είναι το ελάχιςτο τθσ   και θ με-

γαλφτερθ είναι το μζγιςτο τθσ  . 

Απόδειξθ ανιςοτιτων με τθ βοικεια ακροτάτων 

Για να αποδείξουμε μια ανιςότθτα τθσ μορφισ  ( )   ( ) ι  ( )   ( ), 

μποροφμε να εργαςτοφμε ωσ εξισ: 

 Μεταφζρουμε όλουσ τουσ όρουσ ςτο πρώτο μζλοσ. 

 Θζτουμε το πρώτο μζλοσ ωσ ςυνάρτθςθ  ( ), οπότε θ ανιςότθτα 

παίρνει τθ μορφι  ( )     ι   ( )   . 

 Μελετάμε τθν   ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα και δια-

πιςτώνουμε ότι παρουςιάηει κάποιο ολικό ελάχιςτο ι ολικό μζγιςτο το 

0, οπότε αντίςτοιχα κα ιςχφει   ( )     ι   ( )   . 

 

 

 


