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Α. ΓΕΝΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 

 

OΡΙΣΜΟΣ  1 

∆ύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν: 

         • έχουν  το  ίδιο  πεδίο ορισµού  Α και 

         • για κάθε Ax∈  ισχύει )()( xgxf = . 

 

 

OΡΙΣΜΟΣ  2 

Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού Α, Β αντιστοίχως, τότε ονοµάζουµε σύνθεση της f µε την 

g, και τη συµβολίζουµε µε gof , τη συνάρτηση µε τύπο 

))(())(( xfgxgof = . 

 
g f�

 g(B) A

  g

 B f (A)

 f

 A1

 g( f (x))

 f (x)

 x

 24

 

Το πεδίο ορισµού της gof  αποτελείται από όλα τα στοιχεία x του πεδίου ορισµού της  f  για τα οποία το 

)(xf  ανήκει στο πεδίο ορισµού της g. ∆ηλαδή είναι το σύνολο 

})(|{1 BxfAxA ∈∈= . 

Είναι φανερό ότι η gof  ορίζεται αν ∅≠1A , δηλαδή αν ∅≠∩ BAf )( . 

 

OΡΙΣΜΟΣ  3 

Μια συνάρτηση  f  λέγεται : 

•••• γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η µ α  ∆ του πεδίου ορισµού της, όταν για οποιαδήποτε ∆x,x 21 ∈  µε 

21 xx <  ισχύει: 

)x(f)x(f 21 <        

•••• γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η µ α  ∆ του πεδίου ορισµού της, όταν για οποιαδήποτε ∆x,x 21 ∈  

µε 21 xx <  ισχύει: 

)x(f)x(f 21 >         
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OΡΙΣΜΟΣ  4 

Μια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού Α θα λέµε ότι: 

• Παρουσιάζει στο Ax 0 ∈  (ολικό) µέγιστο, το )( 0xf , όταν 

)x(f)x(f 0≤   για κάθε  Ax∈       

• Παρουσιάζει στο Ax 0 ∈  (ολικό) ελάχιστο, το )( 0xf , όταν 

)x(f)x(f 0≥     για κάθε  Ax∈       

  

 

 

OΡΙΣΜΟΣ  5α 

Μια συνάρτηση R→A:f  λέγεται συνάρτηση 11− , όταν για οποιαδήποτε Axx ∈21 ,  ισχύει η 

συνεπαγωγή: 

αν   21 xx ≠ ,    τότε    )x(f)x(f 21 ≠ . 

 

OΡΙΣΜΟΣ  5β 

Μια συνάρτηση R→A:f  είναι συνάρτηση 11− , αν και µόνο αν για οποιαδήποτε Ax,x 21 ∈  

ισχύει η συνεπαγωγή: 

αν   )x(f)x(f 21 = ,    τότε    21 xx = . 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

• Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι µια συνάρτηση  f  είναι 11− , αν και µόνο αν: 

α)Για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της η εξίσωση yxf =)(  έχει  

   ακριβώς µια λύση ως προς x. 

     β) ∆εν υπάρχουν σηµεία της γραφικής της παράστασης µε την ίδια  

         τεταγµένη. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέµνει τη γραφική 

         παράσταση της  f  το πολύ σε ένα σηµείο 

 

 

OΡΙΣΜΟΣ  6 

Αντίστροφη συνάρτηση   

•••• Έστω µια συνάρτηση R→A:f . Αν υποθέσουµε ότι 

αυτή είναι 11− , τότε για κάθε στοιχείο y του συνόλου 

τιµών, )(Af , της  f  υπάρχει µοναδικό στοιχείο x του 

πεδίου ορισµού της Α για το οποίο ισχύει yxf =)( . 

Εποµένως ορίζεται µια συνάρτηση 

R)A(f:g →  

µε την οποία κάθε )(Afy∈  αντιστοιχίζεται στο 
 O  x

 x

 y=f (x)

 y

 35
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µοναδικό Ax∈  για το οποίο ισχύει yxf =)( . 

Από τον τρόπο που ορίστηκε η g προκύπτει ότι: 

— έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών )(Af  της  f, 

— έχει σύνολο τιµών το πεδίο ορισµού Α της  f  και  

— ισχύει η ισοδυναµία:  xygyxf =⇔= )()( . 

Αυτό σηµαίνει ότι, αν η  f  αντιστοιχίζει το x στο y, τότε η g 

αντιστοιχίζει το y στο x και αντιστρόφως. ∆ηλαδή η g είναι η 

αντίστροφη διαδικασία της  f. Για το λόγο αυτό η g λέγεται 

αντίστροφη συνάρτηση της  f  και συµβολίζεται µε 
1−f . 

Εποµένως έχουµε 

 

x)y(fy)x(f 1 =⇔= −
 

οπότε 

Axxxff ∈=−
,))((

1
       και      )(,))((

1 Afyyyff ∈=−
. 

 

Ας πάρουµε τώρα µια 11−  συνάρτηση  f  και ας θεωρήσουµε τις γραφικές παραστάσεις C και C ′  

των  f  και της 
1−

f  στο ίδιο σύστηµα αξόνων (Σχ). Επειδή 

xyfyxf =⇔= − )()( 1
, 

αν ένα σηµείο ),( βαM  ανήκει στη γραφική παράσταση C της  f , τότε το σηµείο ),( αβΜ ′  θα 

ανήκει στη γραφική παράσταση C ′  της 
1−

f  και αντιστρόφως. Τα σηµεία, όµως, αυτά είναι 

συµµετρικά ως προς την ευθεία που διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′ . Εποµένως: 

Οι γραφικές παραστάσεις C  και C ′  των συναρτήσεων  f  και 
1−

f  είναι συµµετρικές ως προς την 

ευθεία xy =  που διχοτοµεί τις γωνίες xOy  και yOx ′′ . 

Έτσι, οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
xαxf =)(  

και xxg αlog)( = , 10 ≠< α , είναι συµµετρικές ως προς την 

ευθεία xy = .   

 

 

 

 

 

Β. ΟΡΙΑ  

ΣΧΟΛΙΑ 

— Για να αναζητήσουµε το όριο της  f  στο 0x , πρέπει η  f  να ορίζεται όσο θέλουµε 

“κοντά στο 0x ”, δηλαδή η  f  να είναι ορισµένη σ’ ένα σύνολο της µορφής 

)β,x()x,α( 00 ∪       ή      )x,α( 0       ή      )β,x( 0 . 

— Το 0x  µπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης ή να µην ανήκει σ’ αυτό. 

— Η τιµή της  f  στο 0x , όταν υπάρχει, µπορεί να είναι ίση µε το όριό της στο 0x    ή 

διαφορετική από αυτό.  

 

 g 

 f  

 f(A)  A 

 y=f(x)  g(y)=x 

 

 

 y=x 

 C΄ 

 C 

 O  x 

 M΄(β,α) 

 M(α,β) 
 y 
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ΣΥΜΒΑΣΗ 

Στη συνέχεια, όταν λέµε ότι µια συνάρτηση  f  έχει κοντά στο 0x  µια ιδιότητα Ρ θα 

εννοούµε ότι ισχύει µια από τις παρακάτω τρεις συνθήκες: 

α)  Η  f  είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής )β,x()x,α( 00 ∪  και στο σύνολο αυτό 

έχει την ιδιότητα Ρ. 

β)  Η  f  είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής )x,α( 0 , έχει σ’ αυτό την ιδιότητα Ρ, 

αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής ),( 0 βx . 

γ)  Η  f  είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής )β,x( 0 , έχει σ’ αυτό την ιδιότητα Ρ, 

αλλά δεν ορίζεται σε σύνολο της µορφής )x,α( 0 . 

 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής ),(),( 00 βxxα ∪ , τότε ισχύει η 

ισοδυναµία: 

�=
→

)(lim
0

xf
xx

   ⇔    �==
+→−→

)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx

 

 

 

ΘΕΜΑ 1 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.) 

• Αν 0)(lim
0

>
→

xf
xx

,  τότε  0)( >xf   κοντά στο 0x    (Σχ. 48α) 

• Αν 0)(lim
0

<
→

xf
xx

,  τότε 0)( <xf    κοντά στο 0x    (Σχ. 48β) 

 

 

 O

 �

 (a)

 C f

 β α  x0

 x

 y

                     

 O 

 �  

  

 (β) 

 C f 

 x0  x 

 y 

 β  α 

 

 

ΘΕΜΑ 2 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.) 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  έχουν όριο στο 0x  και ισχύει )()( xgxf ≤  κοντά στο 0x , τότε 

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx →→

≤  
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 O

 (a)

 Cg

 Cf

 β α  x0  x

 y

                   

 O 

  

 (β) 

 Cg 

 Cf 

 β  α  x0  x 

 y 

 
 

 

 

ΘΕΜΑ 3 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.) 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων  f  και g στο 0x , τότε: 

 1.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

+=+  

 2.  )(lim))((lim
00

xfκxκf
xxxx →→

= ,    για κάθε σταθερά ℜ∈κ  

 3.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

⋅=⋅  

 4.  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx

→

→

→
= ,        εφόσον 0)(lim

0

≠
→

xg
xx

 

 5.  )(lim|)(|lim
00

xfxf
xxxx →→

=  

 6.  k
xx

k

xx
xfxf )(lim)(lim

00 →→
= ,    εφόσον 0)( ≥xf  κοντά στο 0x . 

 
ν

xx

ν

xx
xfxf 



=

→→
)(lim)]([lim

00

,     *Nν∈  

 

 

ΘΕΜΑ 4: Έστω το πολυώνυµο 

01

1

1)( αxαxαxαxP
ν

ν

ν

ν ++++= −
− �    και   R∈0x . 

Σύµφωνα µε τις παραπάνω ιδιότητες έχουµε: 

)(lim)(lim 0

1

1
00

αxαxαxP
ν

ν

ν

ν
xxxx

+++= −
−

→→
�  0

0

1

1
00

lim)(lim)(lim αxαxα
xx

ν

ν
xx

ν

ν
xx →

−
−

→→
+++= �  

0
0

1

0
1

0

limlimlim αxαxα
xx

ν

xx
ν

ν

xx
ν

→

−

→
−

→
+++= �  )( 00

1

010 xPαxαxα ν

ν

ν

ν =+++= −
− � . 

Εποµένως, 

)()(lim 0
0

xPxP
xx

=
→

. 

ΘΕΜΑ 5: Έστω η ρητή συνάρτηση 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf = , όπου )(xP , )(xQ  πολυώνυµα του x 

και R∈0x  µε 0)( 0 ≠xQ . Τότε, 

)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim

0

0

0

0

00 xQ

xP

xQ

xP

xQ

xP
xf

xx

xx

xxxx
===

→

→

→→
. 
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Εποµένως, 

)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx
=

→
,   εφόσον   0)( 0 ≠xQ  

 

 

ΘΕΜΑ 6 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)(Κριτήριο παρεµβολής) 

Έστω οι συναρτήσεις hgf ,, . Αν 

       • )()()( xgxfxh ≤≤  κοντά στο 0x  και 

       • �==
→→

)(lim)(lim
00

xgxh
xxxx

, 

          τότε 

�=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

 

 

Παρατήρηση: (χρήσιµη ως µεθοδολογία για τις ασκήσεις) 

 

0
x

1
ηµxlim

0x
=








→

.Πράγµατι, για 0≠x  έχουµε   ||
1

ηµ||
1

ηµ x
x

x
x

x ≤⋅= , 

Οπότε     ||
1

ηµ|| x
x

xx ≤≤− . Επειδή 0||lim)||(lim
00

==−
→→

xx
xx

, σύµφωνα µε το παραπάνω κριτήριο, 

έχουµε:      0
1

ηµlim
0

=







→ x

x
x

. 

 

Tριγωνοµετρικά όρια  (χ.α.) 

 
|||ηµ| xx ≤ ,   για κάθε   R∈x  

(η ισότητα ισχύει µόνο όταν 0=x )  

 

 

Όριο σύνθετης συνάρτησης (χ.α.) 

Αν θέλουµε να υπολογίσουµε το ))((lim
0

xgf
xx→

, της σύνθετης συνάρτησης gf �  στο σηµείο 

0x , εργαζόµαστε ως εξής: 

1. Θέτουµε )(xgu = . 

2. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το )(lim
0

0 xgu
xx→

=  και 

3. Υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το )(lim 
0

uf
uu→

=� . 

Αποδεικνύεται ότι, αν 0)( uxg ≠  κοντά στο 0x , τότε το ζητούµενο όριο είναι ίσο µε � , 

δηλαδή ισχύει: 

)(lim))((lim
00

ufxgf
uuxx →→

= . 

 

 

 

 O 

 �  

 

 Ch 

 Cf 

 Cg 

 β  α  x0  x 

 y 

 

    • 0
xx

xηµxηµlim
0

=
→

 

    • 0
xx

xσυνxσυνlim
0

=
→

 

• α)   1
ηµ

lim
0

=
→ x

x

x
 

• β)  0
1συν

lim
0

=
−

→ x

x

x
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Μη πεπερασµένο όριο στο R∈0x  (χ.α.) 

Όπως στην περίπτωση των πεπερασµένων ορίων έτσι και για τα άπειρα όρια συναρτήσεων, 

που ορίζονται σε ένα σύνολο της µορφής ),(),( 00 βxxα ∪ , ισχύουν οι παρακάτω 

ισοδυναµίες: 

+∞==⇔+∞=
+→−→→

)(lim)(lim)(lim
000

xfxfxf
xxxxxx

 

                           −∞==⇔−∞=
+→−→→

)(lim)(lim)(lim
000

xfxfxf
xxxxxx

. 

Με τη βοήθεια του ορισµού αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες: 

• Αν +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε 0)( >xf  κοντά στο 0x , ενώ  

    αν −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε 0)( <xf  κοντά στο 0x . 

• Αν +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε −∞=−
→

))((lim
0

xf
xx

 ,  ενώ  

    αν −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε +∞=−
→

))((lim
0

xf
xx

. 

• Αν +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

 ή −∞ , τότε 0
)(

1
lim

0

=
→ xfxx

. 

• Αν 0)(lim
0

=
→

xf
xx

 και 0)( >xf  κοντά στο 0x , τότε +∞=
→ )(

1
lim

0 xfxx
, ενώ        

αν  0)(lim
0

=
→

xf
xx

    και 0)( <xf    κοντά  στο  0x ,   τότε  −∞=
→ )(

1
lim

0 xfxx
. 

• Αν +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

 ή −∞ , τότε +∞=
→

|)(|lim
0

xf
xx

. 

• Αν +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε +∞=
→

k

xx
xf )(lim

0

. 

 

Σύµφωνα µε τις ιδιότητες αυτές έχουµε: 

+∞=
→ 20

1
lim

xx
  και  γενικά  +∞=

ν→ 20

1
lim

xx
,     

+∞=
+→ xx

1
lim

0
  και  γενικά  +∞=

+→ + 120

1
lim

νx x
, *N∈ν        

 Ενώ   −∞=
−→ xx

1
lim

0
   και γενικά  −∞=

+ν→ − 120

1
lim

xx
,  *N∈ν       

Εποµένως, δεν υπάρχει στο µηδέν το όριο της 
12

x

1
)x(f

+ν
= , *N∈ν . 

ΘΕΜΑ 7α (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.) (όριο αθροίσµατος)   

Αν στο x0∈R       

το όριο της  f  είναι: α∈ R α∈ R +∞  -∞ +∞  -∞ 

και το όριο της g είναι: +∞  -∞ +∞  -∞    -∞ +∞  

τότε το όριο της gf +  είναι: +∞  -∞ +∞  -∞ ; ; 
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ΘΕΜΑ 7β (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.) (όριο γινοµένου)  

Αν στο  x0∈ R,           

το όριο της  f 

είναι: 
α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 +∞ +∞ -∞ -∞ 

και το όριο της  g 

είναι: 
+∞ +∞ -∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ 

τότε το όριο της 

f�g  είναι: 
+∞ -∞ -∞ +∞ ; ; +∞ -∞ -∞ +∞ 

 Απροσδιόριστες µορφές για τα όρια αθροίσµατος και γινοµένου συναρτήσεων είναι οι: 

)()( −∞−∞−∞−∞+++++∞+∞+∞+∞    και   )±∞±∞±∞±∞⋅⋅⋅⋅ (0 . 

Επειδή )( gfgf −+=−  και 
g

f
g

f 1
⋅= , απροσδιόριστες µορφές για τα όρια της διαφοράς και 

του πηλίκου συναρτήσεων είναι οι: 

)()( +∞+∞+∞+∞−−−−+∞+∞+∞+∞ ,   )()( −∞−∞−∞−∞−−−−−∞−∞−∞−∞    και   
0

0
,   

∞∞∞∞±±±±
±∞±∞±∞±∞

. 

 

Όρια συνάρτησης στο άπειρο 
 

Βασικά όρια: 

+∞+∞+∞+∞====
+∞+∞+∞+∞→→→→

ν

x
xlim                                        και              0

1
lim =

+∞→ νx x
,      

*N∈ν  





∞∞∞∞

∞∞∞∞++++
====

−∞−∞−∞−∞→→→→ περιττόςαν,-

άρτιοςαν,
lim

ν

ν
x ν

x
                και              0

1
lim =

−∞→ νx x
,      

*N∈ν . 

 

 

ΘΕΜΑ 8β (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.) 

Για την πολυωνυµική συνάρτηση 0

1

1)( αxαxαxP
ν

ν

ν

ν +++= −
− � , µε 0≠να  ισχύει: 

)(lim)(lim ν

ν
xx

xαxP
+∞→+∞→

=        και       )(lim)(lim ν

ν
xx

xαxP
−∞→−∞→

=  

 

ΘΕΜΑ 8β (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.) 

Για τη ρητή συνάρτηση 
01

1

1

01

1

1)(
βxβxβxβ

αxαxαxα
xf

κ

κ

κ

κ

ν

ν

ν

ν

++++

++++
=

−
−

−
−

�

�
,  0≠να , 0≠κβ  ισχύει: 











=

+∞→+∞→ κ

κ

ν

ν

xx xβ

xα
xf lim)(lim         και       










=

−∞→−∞→ κ

κ

ν

ν

xx xβ

xα
xf lim)(lim  
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ΘΕΜΑ 8γ (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  

(Όρια εκθετικής - λογαριθμικής συνάρτησης) 
 

Αν 1>α  (Σχ), τότε 

0lim =
−∞→

x

x
α ,                 +∞=

+∞→

x

x
αlim  

−∞=
→

xα
x

loglim
0

,           +∞=
+∞→

xα
x

loglim  

 

 

Αν 10 << α  (Σχ), τότε 

+∞=
−∞→

x

x
αlim ,              0lim =

+∞→

x

x
α  

+∞=
→

xα
x

loglim
0

,           −∞=
+∞→

xα
x

loglim  

 

 

Γ. ΣΥΝΕΧΕΙΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

OΡΙΣΜΟΣ  7 

΄Εστω µια συνάρτηση  f  και 0x  ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της. Θα λέµε ότι η  f  είναι 

συνεχής στο 0x , όταν 

)x(f)x(flim 0
xx 0

=
→

 

 

Παρατήρηση: Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, µια συνάρτηση  f  δεν είναι 

συνεχής σε ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της όταν: 

α) ∆εν υπάρχει το όριό της στο 0x  ή 

β) Υπάρχει το όριό της στο 0x , αλλά είναι διαφορετικό από την τιµή της, )x(f 0 , στο 

σηµείο 0x . 

 

ΘΕΜΑ 9 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  

Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο 0x , τότε είναι συνεχείς στο 0x  και οι 

συναρτήσεις: 

gf + ,    fc ⋅ ,   όπου    R∈c ,     gf ⋅ ,     
g

f
,       || f    και   ν f  

µε την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστηµα που περιέχει το 0x . 

 

 

 

 y=a
x
 

 y 

 1 

 1 
 y=logax 

 O  x 

 

 

 y=a
x
 

 y=logax 

 1 

 1 

 O  x 

 y 
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ΘΕΜΑ 10 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0x  και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο )( 0xf , τότε η 

σύνθεσή τους gof  είναι συνεχής στο 0x . 

 

Συνέχεια συνάρτησης σε διάστημα και βασικά θεωρήματα 
 

OΡΙΣΜΟΣ  7 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα ),( βα , όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του ),( βα . (Σχ.α) 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα ],[ βα , όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του ),( βα  και επιπλέον 

)()(lim αfxf
αx

=
+→

       και       )()(lim βfxf
βx

=
−→

  (Σχ.β) 

 y

 (  )
 O

 (α)
 β a  x

                   

  y 

 [  ] 
 O 

 β  a  x 

 (β)  
 

 

ΘΕΜΑ 11 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)   (Θεώρηµα Bolzano) 

Έστω µια συνάρτηση  f , ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα ],[ βα . Αν: 

       • η f είναι συνεχής στο ],[ βα  και, επιπλέον, ισχύει 

       • 0)(f)(f <β⋅α , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),(0 βαx ∈  τέτοιο, ώστε  

0)( 0 =xf . 

∆ηλαδή, υπάρχει µια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης 0)( =xf  στο ανοικτό διάστηµα ),( βα . 

 

ΣΧΟΛΙA 

Από το θεώρηµα του Bolzano προκύπτει ότι: 

—  Αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δε µηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή 

ή είναι θετική για κάθε ∆x∈  ή είναι αρνητική για κάθε ∆x∈ , δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο 

διάστηµα ∆. (Σχ.) 
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 y

 f (x)>0

 O  β a  x

 (α)                    

  y 

 f (x)<0 

 O 

 β  a 
 x 

 (β)  

— Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από το διαστήµατα στα οποία οι 

διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 

 

ΘΕΜΑ 12 (ΘΕΩΡΗΜΑ)  (Θεώρηµα Ενδιαµέσων Τιµών) 

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα ],[ βα . Αν: 

       • η f είναι συνεχής στο ],[ βα  και 

       • )(f)(f β≠α  

τότε, για κάθε αριθµό η µεταξύ των )(αf  και )(βf  υπάρχει ένας, τουλάχιστον ),(0 βαx ∈  

τέτοιος, ώστε 

η=)x(f 0  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουµε ότι )()( βfαf < . Τότε θα ισχύει )()( βfηαf <<  (Σχ.). Αν θεωρήσουµε τη 

συνάρτηση ηxfxg −= )()( , ],[ βαx∈ , παρατηρούµε ότι: 

• η g είναι συνεχής στο ],[ βα  και   

• 0)()( <βgαg , 

αφού 

0)()( <−= ηαfαg    και 

0)()( >−= ηβfβg . 

Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα του Bolzano, 

υπάρχει ),(0 βαx ∈  τέτοιο, ώστε 

0)()( 00 =−= ηxfxg , οπότε ηxf =)( 0 .    ■ 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αν µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο 

διάστηµα ],[ βα , τότε, όπως φαίνεται και στο 

διπλανό σχήµα, δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις 

ενδιάµεσες τιµές. 

 

 

 

• Με τη βοήθεια του θεωρήµατος ενδιαµέσων 

τιµών αποδεικνύεται ότι: 

 

 

 

 

 

Η εικόνα )(∆f  ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής συνάρτησης  f  είναι 

διάστηµα. 

 

 ′x0   x0   ′′x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 y=η 

 η 

 a  x 

 Α(α , f (α)) 

 

 

 y 

 f (a) 

 f (β) 

 O 

 y=η 

 η 

 x  β  a 
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 y

 (  )
 O

 (α)
 β a  x

        

 

  

 y 

 (  ) 
 O 

 (β) 
 β  a  x 

 

  

 y 

 [  ) 
 O 

 (γ) 
 β  a  x 

 

  

                   

 

Στην ειδική περίπτωση που το ∆ είναι ένα κλειστό διάστηµα ],[ βα , ισχύει το παρακάτω 

θεώρηµα. 

 

ΘΕΜΑ 13 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  (Μέγιστης και Ελάχιστης Τιµής) 

Αν  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο ],[ βα , τότε η  f  παίρνει στο ],[ βα  µια µέγιστη τιµή Μ και 

µια ελάχιστη τιµή m. (Σχ.) 

∆ηλαδή, υπάρχουν ],[, 21 βαxx ∈  τέτοια, ώστε, αν )( 1xfm =  και )( 2xfM = , να ισχύει  

Mxfm ≤≤ )( ,    για κάθε   ],[ βαx∈ .  

 

 y

 [  ]
 O

 (δ)
 β a  x x1 x2

 Μ

 m

 m

 Μ

 
ΣΧΟΛΙΟ 

Από το παραπάνω θεώρηµα και το θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών προκύπτει ότι το σύνολο τιµών 

µιας συνεχούς συνάρτησης  f  µε πεδίο ορισµού το ],[ βα  είναι το κλειστό διάστηµα ],[ Mm , όπου 

m η ελάχιστη τιµή και Μ η µέγιστη τιµή της. 

 

ΘΕΜΑ 14:  

Aν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα ),( βα , 

τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα ),( ΒΑ  (Σχ.α), όπου 

)x(flim
x +α→

=Α    και   )x(flimB
x −β→

= . 

Αν, όµως, η  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ),( βα , τότε το σύνολο τιµών της στο 

διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα ),( AB  (Σχ.β). 
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 y

 (  )
 O

 (α)
 β

 B

 A

 a  x

                      

 

  

 y 

 (  ) 
 O 

 (β) 
 β 

 Α 

 Β 

 a  x 

 

 

 

∆. ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 

OΡΙΣΜΟΣ  8 

Έστω  f  µια συνάρτηση και ))(,( 00 xfxA  ένα σηµείο της fC . Αν υπάρχει το 
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx −

−
→

 και είναι 

ένας πραγµατικός αριθµός λ, τότε ορίζουµε ως εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο της Α, την ευθεία ε που 

διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. 

Εποµένως, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο ))(,( 00 xfxA  είναι 

)()( 00 xxλxfy −=− ,         όπου      
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
λ

xx −

−
=

→
. 

OΡΙΣΜΟΣ  9 

Μια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x  του πεδίου ορισµού της, αν υπάρχει το 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
→

 

και είναι πραγµατικός αριθµός. 

Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της f στο 0x  και συµβολίζεται µε )( 0xf ′ . ∆ηλαδή: 

0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=′

→
. 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αν στην ισότητα 
0

0

0
0

)()(
lim)(

xx

xfxf
xf

xx −

−
=′

→
 θέσουµε hxx += 0 , τότε έχουµε 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

00

0
0

−+
=′

→
. 

Πολλές φορές το 0xxh −=  συµβολίζεται µε x∆ , ενώ το =−+ )()( 00 xfhxf  )()( 00 xfx∆xf −+  

συµβολίζεται µε )( 0xf∆ , οπότε ο παραπάνω τύπος γράφεται: 

∆x

x∆f
xf

∆x

)(
lim)(

0

0
0

→
=′ . 

 

Είναι φανερό ότι, αν το 0x  είναι εσωτερικό σηµείο ενός διαστήµατος του πεδίου ορισµού της  f, τότε: 
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Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , αν και µόνο αν υπάρχουν στο R τα όρια 

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx −

−
−→

,    
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf

xx −

−
+→

          και είναι ίσα. 

 

 

 

 

ΣΧΟΛΙΟ 
 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό: 

• Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγµή 0t , είναι η παράγωγος της συνάρτησης 

θέσης )(tSx =  τη χρονική στιγµή 0t . ∆ηλαδή, είναι )()( 00 tStυ ′= . 

• Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης ε της fC  µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης  f, στο 

σηµείο ))(,( 00 xfxA  είναι η παράγωγος της  f στο 0x . ∆ηλαδή, είναι  )( 0xfλ ′= , 

οπότε η εξίσωση της  ε φ α π τ ο µ έ ν η ς  ε  είναι: 

)xx)(x(f)x(fy 000 −′=−  

Την κλίση )( 0xf ′  της εφαπτοµένης ε στο ))(,( 00 xfxA  θα τη λέµε και κλίση της fC  στο Α ή κλίση 

της  f  στο 0x . 

 

 

ΘΕΜΑ 15 (ΘΕΩΡΗΜΑ) (Παράγωγος και Συνέχεια) 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x , τότε είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Για 0xx ≠  έχουµε   )(
)()(

)()( 0

0

0

0 xx
xx

xfxf
xfxf −⋅

−

−
=− , 

Οπότε    







−⋅

−

−
=−

→→
)(

)()(
lim)]()([lim 0

0

0

0
0

0

xx
xx

xfxf
xfxf

xxxx
 )(lim

)()(
lim 0

0
0

0

0

xx
xx

xfxf

xxxx
−⋅

−

−
=

→→
 

  00)( 0 =⋅′= xf ,  αφού η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x . Εποµένως, )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

, δηλαδή η  f  

είναι συνεχής στο 0x .     ■ 

 

Παρατήρηση: Σύµφωνα Αν µια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο 0x , τότε, 

σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, δεν µπορεί να είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 

 

OΡΙΣΜΟΣ  10 

• Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α. Θα λέµε ότι: 
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— H f είναι παραγωγίσιµη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιµη, όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο 

Ax ∈0 . 

— Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα ),( βα  του πεδίου ορισµού της, όταν είναι 

παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο ),(0 βαx ∈ . 

— Η f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα ],[ βα  του πεδίου ορισµού της, όταν είναι 

παραγωγίσιµη στο ),( βα  και επιπλέον ισχύει 

R
x

)(f)x(f
lim

x
∈

α−
α−

+α→
     και     R∈

β−
β−

−β→ x

)(f)x(f
lim

x
. 

• Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού Α και 1A  τo σύνολο των σηµείων του Α στα οποία αυτή  

είναι παραγωγίσιµη. Αντιστοιχίζοντας κάθε 1Ax∈  στο )(xf ′ , ορίζουµε τη συνάρτηση  

),(

: 1

xfx

RAf

′→

→′
 

η οποία ονοµάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά παράγωγος της  f. 

 

Παράγωγος μερικών βασικών συναρτήσεων 
 

ΘΕΜΑ 16: ΄Εστω η σταθερή συνάρτηση c)x(f = , R∈c . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο R και ισχύει 0)( =′ xf , δηλαδή 

0)( =′c  

Απόδειξη: 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 

0
)()(

00

0 =
−
−

=
−

−

xx

cc

xx

xfxf
.  Εποµένως,  0

)()(
lim

0

0

0

=
−

−
→ xx

xfxf

xx
,    δηλαδή 0)( =′c .      ■ 

 

ΘΕΜΑ 17: Έστω η συνάρτηση xxf =)( . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο R και 

ισχύει 1)( =′ xf , δηλαδή 

1)( =′x  

Απόδειξη: 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 

1
)()(

0

0

0

0 =
−

−
=

−

−

xx

xx

xx

xfxf
. Εποµένως,  11lim

)()(
lim

0
0

0

0

==
−

−
→→ xxxx xx

xfxf
,   δηλαδή 1)( =′x .      ■ 

 

ΘΕΜΑ 18:Έστω η συνάρτηση 
ν

xxf =)( , }1,0{−∈ν N . Η συνάρτηση  f  είναι 

παραγωγίσιµη στο R και ισχύει 
1)( −=′ ν

xνxf , δηλαδή 

1)( −=′ νν
xνx  

Απόδειξη: 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του R, τότε για 0xx ≠  ισχύει: 
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1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ))(()()( −−−
−−−

+++=
−

+++−
=

−

−
=

−

− ννν

ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf
�

�
, 

Οπότε  
1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0
0

0

0

)(lim
)()(

lim
−−−−−−−

→→
=+++=+++=

−

− ννννννν

xxxx
xνxxxxxxx

xx

xfxf
�� , 

δηλαδή 
1)( −=′ νν

xνx .      ■ 

ΘΕΜΑ 19: Έστω η συνάρτηση xxf =)( . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  

και ισχύει 
x

xf
2

1
)( =′ , δηλαδή 

( )
x

x
2

1
=

′
 

Απόδειξη: 

Πράγµατι, αν 0x  είναι ένα σηµείο του ),0( +∞ , τότε για 0xx ≠  ισχύει: 

( )( )
( ) ( ) 000

0

00

00

0

0

0

0 1

)()(

)()(

xxxxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xfxf

+
=

+−

−
=

+−

+−
=

−

−
=

−

−
, 

Οπότε  

00
0

0

0

0 2

11
lim

)()(
lim

xxxxx

xfxf

xxxx
=

+
=

−

−
→→

, δηλαδή ( )
x

x
2

1
=

′
. 

(Όπως είδαµε προηγουµένως η xxf =)(  δεν είναι παραγωγίσιµη       στο 0.    )  ■ 

 

ΘΕΜΑ 20:Έστω συνάρτηση xxf ηµ)( = . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο  R και 

ισχύει xxf συν)( =′ , δηλαδή 

xx συν)ηµ( =′  

Απόδειξη: 

Πράγµατι, για κάθε ∈x  R  και 0≠h  ισχύει 

 
h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf ηµηµσυνσυνηµηµ)(ηµ)()( −⋅+⋅
=

−+
=

−+
  

h

h
x

h

h
x

ηµ
συν

)1συν(
ηµ ⋅+

−
⋅= . 

Επειδή     1
ηµ

lim
0

=
→ h

h

h
   και   0

1συν
lim

0
=

−
→ h

h

h
,  

έχουµε    xxx
h

xfhxf

h
συν1συν0ηµ

)()(
lim

0
=⋅+⋅=

−+
→

. 

 

∆ηλαδή,  xx συν)ηµ( =′ .      ■ 

ΘΕΜΑ 21: Έστω η συνάρτηση xxf συν)( = . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο R και 

ισχύει xxf ηµ)( −=′ , δηλαδή 

xx ηµ)συν( −=′  
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Απόδειξη: 

Πράγµατι, για κάθε ∈x R και 0≠h  ισχύει: 

h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf συνηµηµσυνσυνσυν)(συν)()( −⋅−⋅
=

−+
=

−+
    

h

h
x

h

h
x

ηµ
ηµ

1συν
συν ⋅−

−
⋅= , 

Οπότε   







⋅−







 −
⋅=

−+
→→→ h

h
x

h

h
x

h

xfhxf

hhh

ηµ
ηµlim

1συν
συνlim

)()(
lim

000
xxx ηµ1ηµ0συν −=⋅−⋅= . 

∆ηλαδή, xx ηµ)συν( −=′ .      ■ 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Τα όρια     1
ηµ

lim
0

=
→ x

x

x
,    0

1συν
lim

0
=

−
→ x

x

x
, 

τα οποία χρησιµοποιήσαµε για να υπολογίσουµε την παράγωγο των συναρτήσεων xxf ηµ)( = , 

xxg συν)( =  είναι η παράγωγος στο 00 =x  των συναρτήσεων gf ,  αντιστοίχως, αφού 

)0(
0

0ηµηµ
lim

ηµ
lim

00
f

x

x

x

x

xx
′=

−

−
=

→→
 

)0(
0

0συνσυν
lim

1συν
lim

00
g

x

x

x

x

xx
′=

−
−

=
−

→→
. 

Παρατήρηση: Έστω η συνάρτηση 
x

exf =)( . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο R και ισχύει 
x

exf =′ )( , δηλαδή 

xx
ee =′)(  

Παρατήρηση: Έστω η συνάρτηση xxf ln)( = . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο ),0( +∞  και ισχύει 
x

xf
1

)( =′ , δηλαδή 

x
x

1
)(ln =′  

 

 

ΚΑΝΟΝΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

 

ΘΕΜΑ 22 (ΘΕΩΡΗΜΑ)  (Παράγωγος Αθροίσµατος) 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε η συνάρτηση gf +  είναι παραγωγίσιµη στο 0x  

και ισχύει: 

)()()()( 000 xgxfxgf ′+′=′+  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Για 0xx ≠ , ισχύει: 

0

0

0

0

0

00

0

0 )()()()()()()()())(())((

xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgxfxgxf

xx

xgfxgf

−

−
+

−

−
=

−

−−+
=

−

+−+
. 
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Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , έχουµε: 

),()(
)()(

lim
)()(

lim
))(())((

lim 00

0

0

0
0

0

0
0

0

0

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgfxgf

xxxxxx
′+′=

−

−
+

−

−
=

−

+−+
→→→

 

∆ηλαδή  )()()()( 000 xgxfxgf ′+′=′+ .     ■ 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε για κάθε ∆x∈  ισχύει: 

)()()()( xgxfxgf ′+′=′+ . 

Το παραπάνω θεώρηµα ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. ∆ηλαδή, αν kfff ...,,, 21 , είναι 

παραγωγίσιµες στο ∆, τότε 

)()()()()( 2121 xfxfxfxfff kk
′++′+′=′+++ �� . 

ΘΕΜΑ 23 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  (Παράγωγος Γινοµένου) 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε και η συνάρτηση gf ⋅  είναι 

παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 

)()()()()()( 00000 xgxfxgxfxgf ′+′=′⋅  

 

Παρατήρηση (χ.α.): 

)x(h)x(g)x(f)x(h)x(g)x(f)x(h)x(g)x(f))x(h)x(g)x(f( ′+′+′=′  

 

Παρατήρηση (χ.α.): 

Αν  f  είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα ∆ και ∈c R, επειδή 0)( =′c , σύµφωνα µε το 

θεώρηµα (2) έχουµε: 

)())(( xfcxcf ′=′  

 

ΘΕΜΑ 24 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  (Παράγωγος Πηλίκου) 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x  και 0)( 0 ≠xg , τότε και η συνάρτηση 
g

f
 είναι 

παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: 

2

0

0000

0
)]([

)()()()(
)(

xg

xgxfxgxf
x

g

f ′−′
=

′









 

 

ΘΕΜΑ 25: Έστω η συνάρτηση 
ν

xxf
−=)( , 

*N∈ν . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη 

στο 
*R  και ισχύει 

1)( −−−=′ ν
xνxf , δηλαδή 

1)( −−− −=′ νν
xνx  

Απόδειξη: 



Θεωρία Μαθηµατικών Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου 

 

 
19 

Πράγµατι, για κάθε 
*x R∈  έχουµε:   

1

2

1

2)(

)(1)1(1
)( −−

−
− −=

−
=

′−′
=

′








=′ ν

ν

ν

ν

νν

ν

ν
xν

x

xν

x

xx

x
x .     ■  

Παρατήρηση: 

Είδαµε, όµως, πιο πριν ότι 
1)( −=′ νν

xνx , για κάθε φυσικό 1>ν . Εποµένως, αν }1,0{−∈κ Z , τότε 

1
)(

−=′ κκ κxx . 

ΘΕΜΑ 26: 

Έστω η συνάρτήση xxf εφ)( = . Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο }0xσυν|x{1 =−= RR  

και ισχύει 
x

xf
2συν

1
)( =′ , δηλαδή 

x
x

2συν

1
)εφ( =′  

Απόδειξη: 

Πράγµατι, για κάθε 1�∈x  έχουµε: 

x

xxxx

x

xxxx

x

x
x

22 συν

ηµηµσυνσυν

συν

)συν(ηµσυν)ηµ(

συν

ηµ
)εφ(

+
=

′−′
=

′








=′

xx

xx
22

22

συν

1

συν

ηµσυν
=

+
=  ■ 

            .      

Παρατήρηση 16: 

Έστω η συνάρτηση xxf σφ)( = . Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο }0xηµ|x{2 =−= RR  και 

ισχύει  

x
x

2ηµ

1
)σφ( −=′  

 

ΘΕΜΑ 27 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  (Παράγωγος Σύνθετης Συνάρτησης) 

Αν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και η  f  είναι παραγωγίσιµη στο )( 0xg , τότε η 

συνάρτηση gf �  είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει  

)())(()()( 000 xgxgfxgf ′⋅′=′�  

 

ΘΕΜΑ 28: 
Η συνάρτηση 

α= x)x(f , ZR −∈α  είναι παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  και ισχύει 
1x)x(f −αα=′ , 

δηλαδή 
1)( −=′ αα

xαx    
(1)

  

Απόδειξη: 

Πράγµατι, αν 
xlnexy αα ==  και θέσουµε xlnu α= , τότε  έχουµε 

u
ey = . Εποµένως,  
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1xlnuu x
x

x
x

1
eue)e(y −ααα α=

α
⋅=⋅α⋅=′⋅=′=′ . 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ 29: 

Η συνάρτηση 
x)x(f α= , 0>α  είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει αα=′ ln)x(f x

δηλαδή 

ααα xx ln)( =′  

Απόδειξη: 

Πράγµατι, αν 
αxx

eαy
ln==  και θέσουµε αxu ln= , τότε έχουµε 

u
ey = . Εποµένως, 

αααeueey
xαxuu lnln)( ln =⋅=′⋅=′=′ . 

 

ΘΕΜΑ 30: 

 Η συνάρτηση ||ln)( xxf = , 
*x R∈  είναι παραγωγίσιµη στο 

*R  και ισχύει 

x
x

1
)||(ln =′  

Απόδειξη: 

Πράγµατι
.
  

— αν  0>x ,  τότε 
x

xx
1

)(ln)||(ln =′=′ ,    ενώ  

— αν  0<x ,  τότε )ln(||ln xx −= , οπότε, αν θέσουµε  )ln( xy −=  και xu −= , έχουµε uy ln= . Εποµένως,   

xx
u

u
uy

1
)1(

1
 

1
)(ln =−

−
=′⋅=′=′      και άρα 

x
x

1
)||(ln =′ . 

 

OΡΙΣΜΟΣ  11 

Αν δύο µεταβλητά µεγέθη yx,  συνδέονται µε τη σχέση )(xfy = , όταν  f  είναι µια συνάρτηση 

παραγωγίσιµη στο 0x , τότε ονοµάζουµε ρυθµό µεταβολής του y ως προς το x στο σηµείο 0x  την 

παράγωγο )( 0xf ′ . 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Στην οικονοµία, το κόστος παραγωγής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος Ρ εκφράζονται 

συναρτήσει της ποσότητας x του παραγόµενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος )( 0xΚ ′  παριστάνει το 

ρυθµό µεταβολής του κόστους Κ ως προς την ποσότητα x, όταν 0xx =  και λέγεται οριακό κόστος στο 

0x . Ανάλογα, ορίζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο 0x  και οριακό κέρδος στο 0x . 

 

ΘΕΜΑ 30 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  (Θ. Rolle) 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι: 

        • συνεχής στο κλειστό διάστηµα ],[ βα  
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        • παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα ),( βα  και 

        • )()( βfαf =  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ ∈  τέτοιο, ώστε: 

0)( =′ ξf  

 

Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα, 

τουλάχιστον, ),( βαξ ∈  τέτοιο, ώστε η εφαπτοµένη της 

fC  στο ))(,( ξfξM  να είναι παράλληλη στον άξονα 

των x.  

 

 

 

ΘΕΜΑ 31 (ΘΕΩΡΗΜΑ)(χ.α.)  (Θεώρηµα Μέσης Τιµής ∆ιαφ.Λογ.) 

Αν µια συνάρτηση  f  είναι: 

         • συνεχής στο κλειστό διάστηµα ],[ βα  και 

 • παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα ),( βα  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ),( βαξ ∈  τέτοιο, ώστε: 

αβ

αfβf
ξf

−

−
=′

)()(
)(  

 

Γεωµετρικά, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα, 

τουλάχιστον, ),( βαξ ∈  τέτοιο, ώστε η εφαπτοµένη της 

γραφικής παράστασης της  f  στο σηµείο ))(,( ξfξM  

να είναι παράλληλη της ευθείας ΑΒ.  

 

 

 

Συνέπειες Θ.Μ.Τ. 

 

ΘΕΜΑ 32 (ΘΕΩΡΗΜΑ) 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν 

     • η f είναι συνεχής στο ∆ και 

     • 0)( =′ xf  για κάθε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, 

τότε η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι για οποιαδήποτε ∆xx ∈21 ,  ισχύει )()( 21 xfxf = . Πράγµατι 

• Αν 21 xx = , τότε προφανώς )()( 21 xfxf = . 

 y

 O  x β ξ΄ ξ α

 Μ(ξ,f (ξ))

 Β(β,f (β))
 Α(α,f (α))

18

 

 Β(β,f (β))

 β ξ΄ ξ a  x

 y

 Ο

 M(ξ,f (ξ))

 A(a,f (a))

20
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• Αν 21 xx < , τότε στο διάστηµα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος µέσης τιµής. 

Εποµένως, υπάρχει ),( 21 xxξ ∈  τέτοιο, ώστε 

        
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf

−

−
=′ .           (1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σηµείο του ∆, ισχύει 0)( =′ ξf ,οπότε, λόγω της (1), είναι )()( 21 xfxf = . 

Αν 12 xx < , τότε οµοίως αποδεικνύεται ότι )()( 21 xfxf = . Σε όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι 

)()( 21 xfxf = .      ■ 

 

ΘΕΜΑ 33 (ΠΟΡΙΣΜΑ) 

Έστω δυο συναρτήσεις gf ,  ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆. Αν 

    • οι gf ,  είναι συνεχείς στο ∆ και 

    • )()( xgxf ′=′  για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆,  

τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε ∆x∈  να ισχύει: 

cxgxf += )()(  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Η συνάρτηση gf −  είναι συνεχής στο ∆ και για κάθε 

εσωτερικό σηµείο ∆x∈  ισχύει 

0)()()()( =′−′=′− xgxfxgf . 

Εποµένως, σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα, η 

συνάρτηση gf −  είναι σταθερή στο ∆. Άρα, υπάρχει 

σταθερά C τέτοια, ώστε για κάθε ∆x∈  να ισχύει 

cxgxf =− )()( , οπότε       cxgxf += )()( .     ■ 

 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Το παραπάνω θεώρηµα καθώς και το πόρισµά του ισχύουν σε διάστηµα και όχι σε ένωση 

διαστηµάτων. 

Για παράδειγµα, έστω η συνάρτηση   






>

<−
=

0,1

0,1
)(

x

x
xf .  Παρατηρούµε ότι, αν και 0)( =′ xf  για 

κάθε ),0()0,( +∞∪−∞∈x , εντούτοις η  f  δεν είναι σταθερή στο ),0()0,( +∞∪−∞ . 

 

 

ΘΕΜΑ 34 (ΘΕΩΡΗΜΑ) 

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε ένα διάστηµα ∆. 

• Αν 0)( >′ xf  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆. 

• Αν 0)( <′ xf  σε κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το ∆. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

•••• Αποδεικνύουµε το θεώρηµα στην περίπτωση που είναι 0)( >′ xf . 

 y

 O  x

 y=g(x)+c

 y=g(x)

22
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Έστω ∆xx ∈21 ,  µε 21 xx < . Θα δείξουµε ότι )()( 21 xfxf < . Πράγµατι, στο διάστηµα ],[ 21 xx  η  f  

ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Εποµένως, υπάρχει ),( 21 xxξ ∈  τέτοιο, ώστε 

12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf

−

−
=′ , οπότε έχουµε   ))(()()( 1212 xxξfxfxf −′=−  

Επειδή 0)( >′ ξf  και 012 >− xx , έχουµε 0)()( 12 >− xfxf , οπότε )()( 21 xfxf < . 

• Στην περίπτωση που είναι 0)( <′ xf  εργαζόµαστε αναλόγως.     ■ 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει. ∆ηλαδή, αν η f είναι γνησίως αύξουσα 

(αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) στο ∆, η παράγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά θετική (αντιστοίχως 

αρνητική) στο εσωτερικό του ∆. 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση 
3)( xxf = , αν και είναι γνησίως αύξουσα στο , εντούτοις έχει παράγωγο 

23)( xxf =  η οποία δεν είναι θετική σε όλο το R, αφού 0)0( =′f . Ισχύει όµως 0)( ≥′ xf  για κάθε ∈x  R . 

 

OΡΙΣΜΟΣ  12α 

Μια συνάρτηση  f,  µε πεδίο ορισµού Α, θα λέµε ότι παρουσιάζει στο Ax ∈0  τοπικό µέγιστο, όταν 

υπάρχει 0>δ , τέτοιο ώστε 

)()( 0xfxf ≤   για κάθε  ),( 00 δxδxAx +−∩∈ . 

Το 0x  λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού µεγίστου, ενώ το )( 0xf  τοπικό µέγιστο της  f. 

 

OΡΙΣΜΟΣ  12β 

Μία συνάρτηση  f,  µε πεδίο ορισµού Α, θα λέµε ότι παρουσιάζει στο Ax ∈0  τοπικό ελάχιστο, όταν 

υπάρχει 0>δ , τέτοιο ώστε 

)()( 0xfxf ≥ ,  για κάθε  ),( 00 δxδxAx +−∩∈ . 

Το 0x  λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού ελαχίστου, ενώ το )( 0xf  τοπικό ελάχιστο της  f. 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

 i) Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο  

 y

 x4 x3 x2 x1

 (a)
 O  x

               (β)

 y

 O

 min

 max

 a  β

 x

32

 x4 x3 x2 x1

 

ii) Αν µια συνάρτηση  f  παρουσιάζει µέγιστο, τότε αυτό θα είναι το µεγαλύτερο από τα τοπικά 

µέγιστα, ενώ αν παρουσιάζει, ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα.Το 

µεγαλύτερο όµως από τα τοπικά µέγιστα µίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε µέγιστο αυτής. Επίσης το 

µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µίας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε ελάχιστο της συνάρτησης.  

. 

ΘΕΜΑ 35 (ΘΕΩΡΗΜΑ Fermat) 
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Έστω µια συνάρτηση  f  ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και 0x  ένα  εσωτερικό  σηµείο του ∆. Αν η  f  

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x  και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, τότε: 

0)( 0 =′ xf  

 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουµε ότι η  f  παρουσιάζει στο 0x  τοπικό 

µέγιστο. Επειδή το 0x  είναι εσωτερικό σηµείο του ∆ και η  

f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό µέγιστο, υπάρχει 0>δ  

τέτοιο, ώστε 

∆δxδx ⊆+− ),( 00         και 

)()( 0xfxf ≤ , για κάθε ),( 00 δxδxx +−∈ .     (1) 

Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , ισχύει 

0

0

00

0

0

0

)()(
lim

)()(
lim)(

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxx −

−
=

−

−
=′

+→−→
.           

Εποµένως, 

— αν ),( 00 xδxx −∈ , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(

0

0 ≥
−

−

xx

xfxf
, οπότε θα έχουµε 

  0
)()(

lim)(
0

0

0

0 ≥
−

−
=′

−→ xx

xfxf
xf

xx

           (2) 

— αν ),( 00 δxxx +∈ , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0
)()(

0

0 ≤
−

−

xx

xfxf
, οπότε θα έχουµε 

   0
)()(

lim)(
0

0

0

0 ≤
−

−
=′

+→ xx

xfxf
xf

xx

.           (3) 

Έτσι, από τις (2) και (3) έχουµε 0)( 0 =′ xf . 

Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.      ■ 

 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, τα εσωτερικά σηµεία του ∆, στα οποία η f ′  είναι διαφορετική 

από το µηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων. Εποµένως, οι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς τ ων   τ ο π ι κ 

ώ ν  α κ ρ ο τ ά τ ω ν  µιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστηµα ∆ είναι: 

1. Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η παράγωγος της  f  µηδενίζεται. 

2. Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται. 

3. Τα άκρα του ∆ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισµού της). 

Τα  ε σ ω τ ε ρ ι κ ά  σηµεία του ∆ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση µε 

το µηδέν, λέγονται κρίσιµα σηµεία της  f  στο διάστηµα ∆. 

 

 

ΘΕΜΑ 36 (ΘΕΩΡΗΜΑ) 

Έστω µια συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ),( βα , µε εξαίρεση ίσως ένα σηµείο του 0x , 

στο οποίο όµως η  f  είναι συνεχής. 

 y

 O

 f (x0)

 x0−δ  x0+δ x0  x

33
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  i) Αν 0)( >′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( <′ xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό µέγιστο της  f.   

(Σχ. 35α) 

 ii) Αν 0)( <′ xf  στο ),( 0xα  και 0)( >′ xf  στο ),( 0 βx , τότε το )( 0xf  είναι τοπικό ελάχιστο της  f.   

(Σχ. 35β) 

iii) Aν η )(xf ′  διατηρεί πρόσηµο στο ),(),( 00 βxxα ∪ , τότε το )( 0xf  δεν είναι τοπικό ακρότατο 

και η  f  είναι γνησίως µονότονη στο ),( βα . (Σχ. 35γ). 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

  i) Eπειδή 0)( >′ xf  για κάθε ),( 0xαx∈  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνησίως αύξουσα 

στο ],( 0xα . Έτσι έχουµε  )()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ],( 0xαx∈ .  (1) 

Επειδή 0)( <′ xf  για κάθε ),( 0 βxx∈  και η  f  είναι συνεχής στο 0x , η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

),[ 0 βx . Έτσι έχουµε: )()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ),[ 0 βxx∈ .       (2) 

 y

 O

 f (x0)

 f ΄<0
 f ΄>0

 β a  x0  x
                           

 y

 O

 f ΄<0
 f ΄>0

 β a  x0  x

35a

 f (x0)

 

Εποµένως, λόγω των (1) και (2), ισχύει:  )()( 0xfxf ≤ ,  για κάθε  ),( βαx∈ , 

που σηµαίνει ότι το )( 0xf  είναι µέγιστο της  f  στο ),( βα  και άρα τοπικό µέγιστο αυτής. 

 ii) Εργαζόµαστε αναλόγως. 

 y

 O

 f ΄<0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

 y

 O

 f ΄<0  f ΄>0

 β a  x0  x

35β

 

iii) Έστω ότι  0)( >′ xf ,  για κάθε  ),(),( 00 βxxαx ∪∈ . 

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x
                            

 y

 O

 f ΄>0

 f ΄>0

 β a  x0  x

35γ

 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήµατα ],( 0xα  

και ),[ 0 βx . Εποµένως, για 201 xxx <<  ισχύει )()()( 201 xfxfxf << . Άρα το )( 0xf  δεν είναι 

τοπικό ακρότατο της  f. Θα δείξουµε, τώρα, ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ),( βα . Πράγµατι, 

έστω ),(, 21 βαxx ∈  µε 21 xx < . 

— Αν ],(, 021 xαxx ∈ , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ],( 0xα , θα ισχύει )()( 21 xfxf < . 
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— Αν ),[, 021 βxxx ∈ , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ),[ 0 βx , θα ισχύει )()( 21 xfxf < . 

— Τέλος, αν 201 xxx << , τότε όπως είδαµε )()()( 201 xfxfxf << .  

Εποµένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει )()( 21 xfxf < , οπότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

),( βα . 

Οµοίως, αν 0)( <′ xf  για κάθε ),(),( 00 βxxαx ∪∈ .     ■ 

 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

 Αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σ’ ένα κλειστό διάστηµα ],[ βα , όπως 

γνωρίζουµε η  f  παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο. Για την εύρεση του µέγιστου 

και ελάχιστου εργαζόµαστε ως εξής: 

1.  Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της  f. 

2. Υπολογίζουµε τις τιµές της  f  στα σηµεία αυτά και στα άκρα των διαστηµάτων. 

3. Από αυτές τις τιµές η µεγαλύτερη είναι το µέγιστο και η µικρότερη το ελάχιστο της  f. 

 

OΡΙΣΜΟΣ  13 

Έστω µία συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστηµα ∆ και π α ρ α γ ω γ ί σ ι µ η  στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του 

∆. Θα λέµε ότι: 

• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο ∆, αν η f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο  

ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. 

• Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο ∆, αν η f ′  είναι γνησίως φθίνουσα 

στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  του ∆. 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αποδεικνύεται ότι, αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) σ’ ένα διάστηµα ∆, τότε η 

εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆ βρίσκεται “κάτω” (αντιστοίχως 

“πάνω”) από τη γραφική της παράσταση, µε εξαίρεση το σηµείο επαφής τους. 

 

ΘΕΜΑ 37 (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.) 

΄Εστω µια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  σ’ ένα διάστηµα ∆ και δυο φορές παραγωγίσιµη στο  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  

του ∆. 

• Αν  0)( >′′ xf  για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι κυρτή στο ∆. 

• Αν 0)( <′′ xf  για κάθε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  σηµείο x του ∆, τότε η  f  είναι κοίλη στο ∆. 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει. Για παράδειγµα, έστω η συνάρτηση 
4)( xxf =  (Σχ. 42). 

Επειδή η 
34)( xxf =′  είναι γνησίως αύξουσα στο  R , η 

4)( xxf =  είναι κυρτή στο  R . Εντούτοις, η 

)(xf ′′  δεν είναι θετική στο  R , αφού 0)0( =′′f . 

 

OΡΙΣΜΟΣ  14 

Έστω µια συνάρτηση  f  παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ),( βα , µε εξαίρεση ίσως ένα 

σηµείο του  0x . Αν 
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   • η  f είναι κυρτή στο ),( 0xα  και κοίλη στο ),( 0 βx , ή αντιστρόφως, και 

   • η fC  έχει εφαπτοµένη στο σηµείο ))(,( 00 xfxA , 

τότε το σηµείο ))(,( 00 xfxA  ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της  f. 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ 38 (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.) 

 

Αν το ))(,( 00 xfxA  είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της  f  και η  f  είναι δυο 

φορές παραγωγίσιµη, τότε 0)( 0 =′′ xf . 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Εποµένως,  ο ι  π ι θ α ν έ ς  θ έ σ ε ι ς  σ η µ ε ί ω ν  κ α µ π ή ς  µιας συνάρτησης  f  σ’ 

ένα διάστηµα ∆ είναι:  

 i) τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f ′′ µηδενίζεται, και 

ii) τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία δεν υπάρχει η  f ′′ . 

 

ΘΕΜΑ 39: 

Έστω µια συνάρτηση  f  oρισµένη σ’ ένα διάστηµα ),( βα  και ),(0 βαx ∈ . Αν 

       • η f ′′  αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του 0x  και 

       • ορίζεται εφαπτοµένη της fC  στο ))(,( 00 xfxA , 

τότε το ))(,( 00 xfxA  είναι σηµείο καµπής. 

 

OΡΙΣΜΟΣ  15 

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια )(lim
0

xf
xx +→

, )(lim
0

xf
xx
−→

 είναι +∞  ή −∞ , τότε η ευθεία 0xx =  

λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f. 

 

OΡΙΣΜΟΣ  16 

Αν �=
+∞→

)(lim xf
x

 (αντιστοίχως ))(lim �=
−∞→

xf
x

, τότε η ευθεία �=y  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη 

της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞  (αντιστοίχως στο −∞ ). 

 

OΡΙΣΜΟΣ  17 

Η ευθεία βxλy +=  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞ , αντιστοίχως στο 

−∞ , αν 

0)]()([lim =+−
+∞→

βxλxf
x

,  

αντιστοίχως 

0)]()([lim =+−
−∞→

βxλxf
x

. 
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Η ασύµπτωτη βxλy +=  είναι οριζόντια αν 0=λ , ενώ αν 0≠λ  λέγεται πλάγια ασύµπτωτη. 

 

ΘΕΜΑ 40 (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.) 

Η ευθεία βxλy +=  είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞ , αντιστοίχως στο 

−∞ , αν και µόνο αν 

∈=
+∞→

λ
x

xf

x

)(
lim  R   και  ∈=−

+∞→
βxλxf

x
])([lim  R , 

αντιστοίχως 

∈=
−∞→

λ
x

xf

x

)(
lim  R   και  ∈=−

−∞→
βxλxf

x
])([lim  R . 

 
ΣΧΟΛΙΑ 

1. Αποδεικνύεται ότι: 

   — Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν ασύµπτωτες. 

   — Οι ρητές συναρτήσεις 
)(

)(

xQ

xP
, µε βαθµό του αριθµητή )(xP  µεγαλύτερο τουλάχιστον κατά δύο 

του βαθµού του παρονοµαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύµπτωτες. 

2. Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης  f  

αναζητούµε: 

    — Στα άκρα των διαστηµάτων του πεδίου ορισµού της στα οποία η  f  δεν ορίζεται. 

    — Στα σηµεία του πεδίου ορισµού της, στα οποία η  f  δεν είναι συνεχής. 

    — Στο +∞ , −∞ , εφόσον η συνάρτηση είναι ορισµένη σε διάστηµα της µορφής ),( +∞α , 

αντιστοίχως ),( α−∞ . 

Κανόνες de L’ Hospital 
 

ΘΕΜΑ 41 (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.)  (µορφή 
0

0 ) 

Αν 0)(lim
0

=
→

xf
xx

, 0)(lim
0

=
→

xg
xx

, },{0 ∞+−∞∪∈Rx  και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′

′
→

 (πεπερασµένο ή 

άπειρο), τότε: 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx ′

′
=

→→
. 

 

ΘΕΜΑ 42 (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.) (µορφή 
∞∞∞∞++++

+∞+∞+∞+∞ ) 

Αν +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, +∞=
→

)(lim
0

xg
xx

, },{0 ∞+−∞∪∈Rx  και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′

′
→

 

(πεπερασµένο ή άπειρο), τότε: 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

00 xg

xf

xg

xf

xxxx ′

′
=

→→
. 
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Μελέτη και χάραξη γραφικής παράστασης 

 

1ο Βρίσκουµε το πεδίο ορισµού της f. 

2o Eξετάζουµε τη συνέχεια της  f  στο πεδίο ορισµού της. 

3ο Βρίσκουµε τις παραγώγους f ′  και f ′′  και κατασκευάζουµε τους πίνακες των 

προσήµων τους. Με τη βοήθεια του προσήµου της f ′  προσδιορίζουµε τα διαστήµατα 

µονοτονίας και τα τοπικά ακρότατα της  f, ενώ µε τη βοήθεια του προσήµου της f ′′  

καθορίζουµε τα διαστήµατα στα οποία η  f είναι κυρτή ή κοίλη και βρίσκουµε τα 

σηµεία καµπής. 

4ο Μελετούµε τη “συµπεριφορά” της συνάρτησης στα άκρα των διαστηµάτων του 

πεδίου ορισµού της (οριακές τιµές, ασύµπτωτες, κτλ.) 

5ο Συγκεντρώνουµε τα παραπάνω συµπεράσµατα σ’ ένα συνοπτικό πίνακα που 

λέγεται και πίνακας µεταβολών της  f  και µε τη βοήθειά του χαράσσουµε τη 

γραφική παράσταση της  f. Για καλύτερη σχεδίαση της fC  κατασκευάζουµε έναν 

πίνακα τιµών της  f. 

 

ΣΧΟΛΙΑ 

1) Όπως είναι γνωστό, αν µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α είναι             ά ρ τ ι 

α, τότε η fC  έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα yy ′ , ενώ αν είναι π ε ρ ιτ τ ή, η fC  έχει 

κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων Ο. Εποµένως, για τη µελέτη µιας τέτοιας 

συνάρτησης µπορούµε να περιοριστούµε στα Ax∈ , µε 0≥x . 

2) Αν µια συνάρτηση  f  είναι  π ε ρ ι ο δ ι κ ή  µε περίοδο Τ, τότε περιορίζουµε τη 

µελέτη της fC  σ’ ένα διάστηµα πλάτους Τ. 

 

Ε. ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 
OΡΙΣΜΟΣ  18 
 

Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της  f  στο 

∆(1)
  ονοµάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει 

)()( xfxF =′ ,  για κάθε  ∆x∈ . 

 

 

ΘΕΜΑ 43 (ΘΕΩΡΗΜΑ)  

Έστω  f  µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µια παράγουσα της  f  στο ∆, τότε 

   • όλες οι συναρτήσεις της µορφής 

                            cxFxG += )()( ,    Rc∈  
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        είναι παράγουσες της f στο ∆ και 

   • κάθε άλλη παράγουσα G  της  f  στο ∆ παίρνει τη µορφή 

cxFxG += )()( ,    Rc∈  

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

• Κάθε συνάρτηση της µορφής cxFxG += )()( , όπου Rc∈ , είναι µια παράγουσα της  f στο ∆, 

αφού    )()())(()( xfxFcxFxG =′=′+=′ ,  για κάθε  ∆x∈ . 

• Έστω G είναι µια άλλη παράγουσα της  f  στο ∆. Τότε για κάθε ∆x∈  ισχύουν )()( xfxF =′  και 

)()( xfxG =′ , οπότε       )()( xFxG ′=′ ,  για κάθε  ∆x∈ . 

Άρα, σύµφωνα µε γνωστό πόρισµα, υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

cxFxG += )()( ,  για κάθε  ∆x∈ .    ■ 

 

 

ΘΕΜΑ 44 (Εµβαδόν παραβολικού χωρίου) 

Έστω ότι θέλουµε να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 2)( xxf = , τον άξονα των x και τις ευθείες 0=x  και 1=x  (Παραβολικό χωρίο Σχ. 

5).  

 1

 Ω

 1 O  x

 y

 y=x2
 5

                 
2
v 

1
v  

v
v
−1

 1

 1 O  x

 y
 6

 . . .

 y=x2

 

Μια µέθοδος να προσεγγίσουµε το ζητούµενο εµβαδόν είναι η εξής:  

Χωρίζουµε το διάστηµα ]1,0[  σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα, µήκους 
ν

x∆
1

= , µε άκρα τα σηµεία: 

00 =x ,     
ν

x
1

1 = ,     
ν

x
2

2 = , ………….…., 
ν

ν
xν

1
1

−
=− ,     1==

ν

ν
xν . 

• Σχηµατίζουµε τα ορθογώνια µε βάσεις τα υποδιαστήµατα αυτά και ύψη την ελάχιστη τιµή της  f  σε 

καθένα από αυτά. (Σχ. 6). Μια προσέγγιση του εµβαδού που ζητάµε είναι το άθροισµα, νε , των 

εµβαδών των παραπάνω ορθογωνίων. ∆ηλαδή, το: 

 
νν

ν
f

νν
f

νν
f

ν
fεν

1112111
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6

132

6

)12()1(1

ν

ννννν

ν

+−
=

−⋅−
= . 

• Αν, τώρα, σχηµατίσουµε τα ορθογώνια µε βάσεις τα 

παραπάνω υποδιαστήµατα και ύψη την µέγιστη τιµή 

της  f  σε καθένα απ’ αυτά (Σχ. 7), τότε το άθροισµα 

νν

ν
f

νν
f

νν
fΕν

11211








++








+








= �  

των εµβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι µια ακόµη 

προσέγγιση του ζητούµενου εµβαδού. Είναι όµως, 

νν

ν
f

νν
f

νν
fΕν

11211
⋅







++








+








= �  
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=

222
211

ν

ν

ννν
�  

           )21(
1 222

3
ν

ν
+++= �

2

2

3
6

132

6

)12)(1(1

ν

ννννν

ν

++
=

++
= . 

Το ζητούµενο, όµως, εµβαδόν Ε βρίσκεται µεταξύ των νε  και νE . ∆ηλαδή ισχύει νν ΕΕε ≤≤ , οπότε 

ν
ν

ν
ν

ΕΕε
∞→∞→

≤≤ limlim . 

Επειδή 
3

1
limlim ==

∞→∞→
ν

ν
ν

ν
Εε , έχουµε  

3

1
=Ε . 

• Αν, τώρα, σχηµατίσουµε τα ορθογώνια µε βάσεις τα 

παραπάνω υποδιαστήµατα ],[ 1 κκ xx − , νκ ...,,2,1=  και 

ύψη την τιµή της συνάρτησης σε οποιοδήποτε 

ενδιάµεσο σηµείο κξ , νκ ...,,3...,,2,1= , καθενός 

διαστήµατος, (Σχ. 8), τότε το άθροισµα 

)(
1

)(
1

)(
1

21 νν ξf
ν

ξf
ν

ξf
ν

S +++= �  

των εµβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι µια ακόµη 

προσέγγιση του ζητούµενου εµβαδού. Επειδή 

)()()( 1 κκκ xfξfxf ≤≤−  για νκ ...,,2,1= , θα είναι 

)(
1

)(
1

)(
1

1 κκκ xf
ν

ξf
ν

xf
ν

≤≤− , 

οπότε θα ισχύει 

ννν ΕSε ≤≤ . 

Είναι όµως, ΕEε ν
ν

ν
ν

==
+∞→∞→

limlim . Άρα θα ισχύει ΕSν
ν

=
∞→

lim . 

 

ΘΕΜΑ 45 (Ορισµός εµβαδού) 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ],[ βα , µε 0)( ≥xf  για κάθε ],[ βαx∈  και Ω το 

χωρίο που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της  f, τον άξονα των x και τις ευθείες αx = , βx = . 

 
v

v
−1

 
2
v 

1
v

 1

 1 O  x

 y
 7

 . . .

 y=x2

 

 1

 1 ξv

 f (ξk)

 ξk ξ2 ξ1 O  x

 y
 8

 . . . . . .

 y=x2
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Για να ορίσουµε το εµβαδόν του χωρίου Ω (Σχ. 9) εργαζόµαστε όπως στο προηγούµενο παράδειγµα. 

∆ηλαδή: 

• Χωρίζουµε το διάστηµα ],[ βα  σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα, µήκους 
ν

αβ
x∆

−
= , µε τα σηµεία 

βxxxxα ν =<<<<= ...210 . 

• Σε κάθε υποδιάστηµα ],[ 1 κκ xx −  επιλέγουµε αυθαίρετα ένα σηµείο κξ  και σχηµατίζουµε τα 

ορθογώνια που έχουν βάση x∆  και ύψη τα )( κξf . Το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων αυτών 

είναι 

x∆ξfξfx∆ξfx∆ξfx∆ξfS ννν )]()([)()()( 121 ++=+++= �� . 

• Yπολογίζουµε το ν
ν

S
+∞→

lim . 

Αποδεικνύεται ότι το ν
ν

S
∞→

lim  υπάρχει στο R και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή των σηµείων κξ . 

Το όριο αυτό ονοµάζεται εµβαδόν του επιπέδου χωρίου Ω και συµβολίζεται µε )(ΩΕ . Είναι φανερό 

ότι 0)( ≥ΩΕ .  

 

ΘΕΜΑ 46 (Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος) 

Έστω µια συνάρτηση  f  σ υ ν ε χ ή ς  στο ],[ βα . Με τα σηµεία βxxxxα ν =<<<<= ...210  

χωρίζουµε το διάστηµα ],[ βα  σε ν ισοµήκη υποδιαστήµατα µήκους 
ν

αβ
x∆

−
= .  

Στη συνέχεια επιλέγουµε αυθαίρετα ένα 

],[ 1 κκκ xxξ −∈ , για κάθε }...,,2,1{ νκ∈ , και 

σχηµατίζουµε το άθροισµα 

x∆ξfx∆ξfx∆ξfx∆ξfS νκν )()()()( 21 +++++= ��

 

το οποίο συµβολίζεται, σύντοµα, ως εξής:   

∑
=

=
ν

κ

κν x∆ξfS
1

)( . (Άθροισµα Riemann) 

Aποδεικνύεται ότι, 

“Το όριο του αθροίσµατος νS , δηλαδή το 







∑
=∞→

ν

κ
κ

ν
∆xξf

1

)(lim   Το παραπάνω όριο (1) ονοµάζεται 

ορισµένο ολοκλήρωµα της συνεχούς συνάρτησης  f  από το α στο β, συµβολίζεται µε ∫
β

α
dxxf )(  και 

διαβάζεται “ολοκλήρωµα της  f  από το α στο β”. ∆ηλαδή, 

∫ ∑ 







=

=
∞→

α

β

ν

κ

κ
ν

x∆ξfdxxf
1

)(lim)(  

 

Παρατήρηση: 

 

Ισχύουν 

• ∫ ∫−=
β

α

α

β
dxxfdxxf )()(  

       • ∫ =
α

α
dxxf 0)(  

 

 xv-1 ξv

 y=f(x)

 ξk

 ξ2 ξ1

 x

 x2 x1  xv=β a=x0 O

 y
10
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Από τους ορισµούς του εµβαδού και του ορισµένου 

ολοκληρώµατος προκύπτει ότι:  

Αν 0)( ≥xf  για κάθε ],[ βαx∈ , τότε το ολοκλήρωµα 

∫
β

α
dxxf )(  δίνει το εµβαδόν )(ΩE  του χωρίου Ω που 

περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  τον άξονα 

xx′  και τις ευθείες αx =  και βx =  (Σχ. 11). ∆ηλαδή, 

 ∫ =
β

α
ΩEdxxf )()( .  

Εποµένως,  

Αν   0)( ≥xf ,    τότε    ∫ ≥
β

α
dxxf 0)( . 

 

Παρατήρηση: 

Ισχύει ότι ∫ −=
β

α
αβcdxc )( ,   για οποιοδήποτε   ∈c R 

 

 

ΘΕΜΑ 47α(ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.) Ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος 

Έστω gf ,   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο ],[ βα  και ∈µλ, R. Τότε ισχύουν 

           •   ∫ ∫=
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ )()(  

           •   ∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  

και γενικά 

           •   ∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
dxxgµdxxfλdxxgµxfλ )()()]()([  

 

 

ΘΕΜΑ 47β (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.) 

Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστηµα ∆ και ∆γβα ∈,, , τότε ισχύει 

∫∫∫ +=
β

γ

γ

α

β

α
dxxfdxxfdxxf )()()(  

 

 

ΘΕΜΑ 47γ (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.) 

Έστω f µια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστηµα ],[ βα . Αν 0)( ≥xf  για κάθε ],[ βαx∈  και η 

συνάρτηση  f  δεν είναι παντού µηδέν στο διάστηµα αυτό, τότε 

∫ >
β

α
dxxf 0)( . 

 

 

 

 

 

 β α

 Ω

 O  x

 y=f (x)

 y 11
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ΘΕΜΑ 48 (ΘΕΩΡΗΜΑ) (χ.α.)- ερµηνεία 

Αν  f  είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα σηµείο του ∆, τότε η 

συνάρτηση  

∫=
x

α
dttfxF )()( , ∆x∈ ,  

είναι µια παράγουσα της f στο ∆. ∆ηλαδή ισχύει: 

)()( xfdttf
x

a
=

′






 ∫ ,    για κάθε    ∆x∈ . 

 

•  Εποπτικά το συµπέρασµα του παραπάνω θεωρήµατος 

προκύπτει (Σχ.) ως εξής: 

∫
+

=−+
hx

x
dttfxFhxF )()()(    

   

                     =Εµβαδόν του χωρίου Ω.  

                     hxf ⋅≈ )( ,    για µικρά  0>h . 

Άρα, για µικρά 0>h  είναι  )(
)()(

xf
h

xFhxF
≈

−+
, 

Οπότε    )(
)()(

lim)(
0

xf
h

xFhxF
xF

h
=

−+
=′

→
 

 

Παρατήρηση: Ισχύει:         )())(()( xgxgfdttf
g(x)

α
′⋅=

′





 ∫ , 

 

 

ΘΕΜΑ 49 (Θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού) 

Έστω  f  µια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα ],[ βα . Αν G είναι µια παράγουσα της  f  στο 

],[ βα , τότε 

∫ −=
β

α
αGβGdttf )()()(  

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, η συνάρτηση ∫=
x

α
dttfxF )()(  είναι µια παράγουσα της  f  στο 

],[ βα . Επειδή και η G είναι µια παράγουσα της  f  στο ],[ βα , θα υπάρχει ∈c ∇ τέτοιο, ώστε 

 cxFxG += )()( .           (1) 

Από την (1), για αx = , έχουµε ∫ =+=+=
α

α
ccdttfcαFαG )()()( , οπότε )(αGc = . 

Εποµένως,  )()()( αGxFxG += ,   οπότε, για βx = , έχουµε   ∫ +=+=
β

α
αGdttfαGβFβG )()()()()(  

και άρα    ∫ −=
β

α
αGβGdttf )()()( .       ■ 

 

 

 β x α O

 x

 F(x)  f (x)

 y=f (x)

 y
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης 

 

ΘΕΜΑ 50 (χ.α.): 

 

∫ ∫ ′−=′
β

α

β

α

β

α dxxgxfxgxfdxxgxf )()()]()([)()( , 

όπου gf ′′,  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο ],[ βα . 

 

 

∫ ∫=′
β

α

u

u
duufdxxgxgf

2

1

)()())(( , 

όπου gf ′,  είναι συνεχείς συναρτήσεις, )(xgu = , dxxgdu )(′=  και  

)(1 αgu = , )(2 βgu = . 

 

 

ΘΕΜΑ 51 : 

 Έστω, δυο συναρτήσεις  f  και g, συνεχείς στο διάστηµα ],[ βα  µε 0)()( ≥≥ xgxf  για κάθε 

],[ βαx∈  και Ω το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των gf ,  και τις ευθείες 

αx =  και βx =  (Σχ. 18α). 

 Ω

 (α)
 O  x

 y=g(x)

 y=f (x)
 y

   

 Ω1

 (β)
 O  x

 y=f (x)
 y

   

 Ω2

 (γ)
 O  x

 y=g(x)

 y
18

 

Παρατηρούµε ότι      ∫ ∫ ∫ −=−=−=
β

α

β

α

β

α
dxxgxfdxxgdxxfΩΕΩΕΩΕ ))()(()()()()()( 21 . 

Εποµένως, 

 

 

 

 

ΣΧΟΛΙΑ 
 

Ο τύπος (1) βρέθηκε µε την προϋπόθεση ότι: 

     (i)  )()( xgxf ≥   για κάθε ],[ βαx∈    και    (ii)   οι gf ,  είναι µη αρνητικές στο ],[ βα . 

O τύπος (1) ισχύει και χωρίς την υπόθεση (ii). Πράγµατι, επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι συνεχείς 

στο ],[ βα , θα υπάρχει αριθµός ∈c R τέτοιος ώστε 0)()( ≥+≥+ cxgcxf , για κάθε ],[ βαx∈ . Είναι 

φανερό ότι το χωρίο Ω (Σχ. 20α) έχει το ίδιο εµβαδόν µε το χωρίο Ω ′  (Σχ. 20β).  

(1) ∫ −=
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  
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 β α

 (α)

 Ω

 O  x

 y

 y=g (x)

 y=f (x)

                       

 β α

 (β)

 Ω

 O  x

 y

 y=f (x)+c

 y=g (x)+c

20

 

Εποµένως, σύµφωνα µε τον τύπο (1), έχουµε: 

∫ ∫ −=+−+=′=
β

α

β

α
dxxgxfdxcxgcxfΩΕΩΕ ))()(()])(())([()()( . 

Άρα, 

∫ −=
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

• Με τη βοήθεια του προηγούµενου τύπου µπορούµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν του χωρίου Ω που 

περικλείεται από τον άξονα xx′ , τη γραφική παράσταση 

µιας συνάρτησης g, µε 0)( ≤xg  για κάθε ],[ βαx∈  και 

τις ευθείες αx =  και βx =  (Σχ. 21). Πράγµατι, επειδή ο 

άξονας xx′  είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

0)( =xf , έχουµε 

∫ −=
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

    ∫ ∫−=−=
β

α

β

α
dxxgdxxg )()]([ . 

 

• Εποµένως, αν για µια συνάρτηση g ισχύει 0)( ≤xg  για κάθε ],[ βαx∈ , τότε 

∫−=
β

α
dxxgΩE )()(  

Όταν η διαφορά )()( xgxf −  δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ],[ βα , τότε το εµβαδόν του 

χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των gf ,  και τις ευθείες αx =  και 

βx =  είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των χωρίων 21 ,ΩΩ  και 3Ω . ∆ηλαδή,  

)()()()( 321 ΩΕΩΕΩΕΩΕ ++=  

∫ −=
γ

α
dxxgxf ))()(( ∫ ∫ −+−+

δ

γ

β

δ
dxxgxfdxxfxg ))()(())()((  

∫ ∫ ∫ −+−+−=
γ

α

δ

γ

β

δ
dxxgxfdxxgxfdxxgxf |)()(||)()(||)()(|   ∫ −=

β

α
dxxgxf |)()(|  

Εποµένως, 

∫ −=
β

α
dxxgxfΩE |)()(|)(  

 

 β

 Ω

 α
 O

 x

 y=g (x)

 y
21
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• Σύµφωνα µε τα παραπάνω το ∫
β

α
dxxf )(  είναι ίσο µε 

το άθροισµα των εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται 

πάνω από τον άξονα xx′  µείον το άθροισµα των 

εµβαδών των χωρίων που βρίσκονται κάτω από τον 

άξονα xx′   

 

 

Πεπερασµένο όριο ακολουθίας 

 

OΡΙΣΜΟΣ  19 

Ακολουθία ονοµάζεται κάθε πραγµατική συνάρτηση    ℜ→α *: N . 

 

OΡΙΣΜΟΣ  20 

Θα λέµε ότι η ακολουθία )( να  έχει όριο το ∈� R και θα γράφουµε �=
∞→

ν
ν

αlim , όταν για 

κάθε 0>ε , υπάρχει 
*

0 N∈ν  τέτοιο, ώστε για κάθε 0νν >  να ισχύει 

εαν <− || �  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 x −
 +

 −

 +  β

 a

 y

 Ο

25
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Ζ. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ C  ΤΩΝ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  

 

OΡΙΣΜΟΣ  1 
 

Το σύνολο C  των µιγαδικών αριθµών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου R  των 

πραγµατικών αριθµών, στο οποίο: 

• Επεκτείνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού  έτσι, ώστε  να  

έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο  R , µε το µηδέν (0) να     είναι  το ουδέτερο 

στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα  (1)  το ουδέτερο  

 στοιχείο  του πολλαπλασιασµού, 

• Υπάρχει ένα στοιχείο i τέτοιο, ώστε 1
2 −=i ,  

• Κάθε στοιχείο z του C  γράφεται κατά µοναδικό τρόπο µε τη µορφή    

    iβαz += , όπου  ∈βα, R .  

 

Ισότητα  Μιγαδικών  Αριθµών 

 

ΘΕΜΑ 1(χ.α.): 

⇔+=+ iδγiβα γα =  και δβ = . 

 

⇔=+ 0iβα 0=α  και 0=β .  

ΣΧΟΛΙO 

Στην επέκταση από το R στο C, ενώ οι πράξεις και οι ιδιότητες αυτών που 

ισχύουν στο R εξακολουθούν να ισχύουν και στο C, εν τούτοις η διάταξη και 

οι ιδιότητές της δε µεταφέρονται. 
 

 

ΘΕΜΑ 2 : 

Γεωμετρική  Παράσταση  Μιγαδικών 
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Kάθε µιγαδικό αριθµό iβα +  µπορούµε να τον 

αντιστοιχίσουµε στο σηµείο ),( βαM  ενός 

καρτεσιανού επιπέδου. Αλλά και αντιστρόφως, κάθε 

σηµείο ),( βαM  του καρτεσιανού αυτού επιπέδου 

µπορούµε να το αντιστοιχίσουµε στο µιγαδικό 

iβα + . Το σηµείο M  λέγεται εικόνα του µιγαδικού 

iβα + . Aν θέσουµε iβαz += , τότε το σηµείο 

),( βαM  µπορούµε να το συµβολίζουµε και µε 

)(zM . 

Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σηµεία είναι εικόνες µιγαδικών αριθµών θα 

αναφέρεται ως µιγαδικό επίπεδο. Ο άξονας xx′  λέγεται πραγµατικός άξονας, αφού 

ανήκουν σε αυτόν τα σηµεία )0,(αM  που είναι εικόνες των πραγµατικών αριθµών 

iαα 0+= , ενώ ο άξονας yy′  λέγεται φανταστικός άξονας, αφού ανήκουν σε αυτόν τα 

σηµεία ),0( βM  που είναι εικόνες των φανταστικών iβiβ += 0  

Ένας µιγαδικός iβαz +=  παριστάνεται επίσης και µε τη διανυσµατική ακτίνα, OM , του 

σηµείου ),( βαM . 

 

 

ΘΕΜΑ 50 : Πράξεις στο C 

• Για την πρόσθεση δύο µιγαδικών αριθµών iβα +  και iδγ + έχουµε: 

iδβγαδiγβiα )()()()( +++=+++ . 

Αν ),(1 βαM  και ),(2 δγM  είναι οι εικόνες των iβα +  

και iδγ +  αντιστοίχως στο µιγαδικό επίπεδο, τότε το 

άθροισµα   iδβγαiδγiβα )()()()( +++=+++  

παριστάνεται µε το σηµείο ),( δβγαM ++ .  

Εποµένως, 21 OMOMOM += , δηλαδή: 

“Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος των 

µιγαδικών βiα +  και iδγ +  είναι το άθροισµα των 

διανυσµατικών ακτίνων τους”. 

 

• Για την αφαίρεση του µιγαδικού αριθµού iδγ +  από τον iβα + , επειδή ο αντίθετος του 

µιγαδικού iδγ +  είναι ο µιγαδικός iδγ −− , έχουµε: 

iδβγαiδγiβαiδγiβα )()()()()()( −+−=−−++=+−+ . 

∆ηλαδή                 iδβγαδiγβiα )()()()( −+−=+−+ . 

Η διαφορά   iδβγαiδγiβα )()()()( −+−=+−+  

παριστάνεται µε το σηµείο ),( δβγαN −− .  Εποµένως, 

21 OMOMON −= , δηλαδή: 

“Η διανυσµατική ακτίνα της διαφοράς των µιγαδικών 

βiα +  και iδγ +  είναι η διαφορά των διανυσµατικών 

ακτίνων τους”. 

 

 

 β

 Ο  a  x

 y

 M(α,β) ή Μ(z)

 1

 

 Ο  x

 y

 M(α+γ,β+δ)

 M1(α,β)

 M2(γ,δ)

 2

 

 Ο

 Μ3(−γ,−δ)

 Ν(α−γ,β−δ)

 Μ2(γ,δ)

 Μ1(α,β)

 x

 y
 3
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• Για τον πολλαπλασιασµό δύο µιγαδικών iβα +  και iδγ +  έχουµε: 

   =+++=+++=++ ))(()()())(( iδiβiβγiαδαγiδγiβiδγαiδγiβα  

            iβγαδβδαγβδiβγiαδαγiβδiβγiαδαγ )()(2 ++−=−++=+++= . 

∆ηλαδή,      iβγαδβδαγδiγβiα )()())(( ++−=++ . 

 

 

• Τέλος, για να εκφράσουµε το πηλίκο 
iδγ

iβα

+

+
, όπου 0≠+ iδγ , στη µορφή iλκ + , 

πολλαπλασιάζουµε τους όρους του κλάσµατος µε το συζυγή του παρο-νοµαστή και έχουµε: 

i
δγ

αδβγ

δγ

βδαγ

δγ

iαδβγβδαγ

iδγiδγ

iδγiβα

iδγ

iβα
222222

)()(

))((

))((

+

−
+

+

+
=

+

−++
=

−+

−+
=

+

+
. 

∆ηλαδή,         i
δγ

αδβγ

δγ

βδαγ

δiγ

βiα
2222 +

−
+

+

+
=

+

+
. 

 

OΡΙΣΜΟΣ 2 

Ο αριθµός iβα −  λέγεται συζυγής του iβα +  και συµβολίζεται µε iβα + . ∆ηλαδή,  

βiαβiα −=+ . 

 

ΘΕΜΑ 3 :∆ύναµη  Μιγαδικού 
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=
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υ
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υ
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ΘΕΜΑ 4: Ιδιότητες  Συζυγών 
 

• Στο µιγαδικό επίπεδο οι εικόνες ),( βαM  και 

),( βαM −′  δύο συζυγών µιγαδικών iβαz +=  και 

iβαz −=  είναι σηµεία συµµετρικά ως προς τον 

πραγµατικό άξονα. 

 

 

 

 

• Για δύο συζυγείς µιγαδικούς αριθµούς iβαz +=  και 

iβαz −=  µπορούµε εύκολα, µε εκτέλεση των πράξεων, να διαπιστώσουµε ότι: 

    αzz 2=+  

    βizz 2=− . 

• Αν iβαz +=1  και iδγz +=2  είναι δυο µιγαδικοί αριθµοί, τότε: 

 Ο  x

 )(zM ′

 M(z)

 y
 4
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1.         2121 zzzz +=+  

2.         2121 zzzz −=−  

3.           2121 zzzz ⋅=⋅  

4.            
2

1

2

1

z

z

z

z
=








. 

Οι ιδιότητες αυτές µπορούν να αποδειχτούν µε εκτέλεση των πράξεων. Για παράδειγµα 

έχουµε: 

iδβγαiδγiβαzz )()()()(21 +++=+++=+  

   21)()()()( zziδγiβαiδβγα +=−+−=+−+= . 

Ισχύουν ακόµη: 

νν zzzzzz +++=+++ �� 2121  

     νν z...zzzzz ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ 2121 ... . 

Ιδιαίτερα, αν είναι zzzz ν ==== ...21 , τότε η τελευταία ισότητα γίνεται: 

                                                   νν zz )()( =  

 

ΘΕΜΑ 5: Επίλυση  της  Εξίσωσης  0
2 =++ γβzαz   µε  R∈γβ,α,  και 0≠α  

 

Μπορούµε να διαπιστώσουµε ότι και κάθε εξίσωση δεύτερου βαθµού µε πραγµατικούς 

συντελεστές έχει πάντα λύση στο σύνολο C. Πράγµατι, έστω η εξίσωση 

02 =++ γzβzα ,     µε   R,, ∈γβα   και  0≠α . 

Εργαζόµαστε όπως στην αντίστοιχη περίπτωση στο R και τη µετασχηµατίζουµε, µε τη µέθοδο 

συµπλήρωσης τετραγώνων, στη µορφή: 

2

2

42 α

∆

α

β
z =








+ , 

όπου αγβ∆ 42 −=  η διακρίνουσα της εξίσωσης. Έτσι, έχουµε τις εξής περιπτώσεις: 

• 0>∆ .   Tότε η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές λύσεις: 
α

∆β
z

2
2,1

±−
=  

• 0=∆ . Tότε έχει µια διπλή πραγµατική λύση: 
α

β
z

2

−
=  

• 0<∆ .  Tότε, επειδή 

2

2

22

22 2)2(

)(

4

))(1(

4 








 −
=

−
=

−−
=

α

∆ι

α

∆i

α

∆

α

∆
, η εξίσωση γράφεται: 

22

22 








 −
=








+

α

∆i

α

β
z . 

    Άρα οι λύσεις της είναι:   
α

∆iβ
z

2
2,1

−±−
= ,                           

    οι οποίες είναι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί. 
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ΣΧΟΛΙO 
 

Παρατηρούµε ότι και εδώ ισχύουν οι σχέσεις:   
α

β
zz

−
=+ 21

    και   
α

γ
zz =21

. 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ 6: Μέτρο µιγαδικού 

 

Έστω ),( yxM  η εικόνα του µιγαδικού yixz +=  

στο µιγαδικό επίπεδο. Ορίζουµε ως µέτρο του 

z  την απόσταση του M  από την αρχή O , 

δηλαδή 

22|||| yxOMz +==  

 

 

ΘΕΜΑ 7: Αν yixz += , τότε yixz −=  και yixz −−=− . Eποµένως, 

•    |||||| zzz −==  

•    zzz ⋅=2||  

Αν 21 , zz  είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε 

•  |||||| 2121 zzzz ⋅=⋅  

•  
2

1

2

1

z

z

z

z
=  

Πράγµατι, έχουµε: 

  
2

2

2

1

2

212121 |||||||||||| zzzzzzzz ⋅=⋅⇔⋅=⋅  

                  22112121 ))(( zzzzzzzz ⋅⋅⋅=⋅⋅⇔  

                  22112121 zzzzzzzz ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⇔  

Γενικά, αποδεικνύεται ότι 

|z|...|z||z|zzz| νν ⋅⋅⋅= 2121 |...  

και ειδικότερα 
ν|z||z| =ν
. 

Τέλος, από τη γνωστή µας τριγωνική ανισότητα 

και από τη γεωµετρική ερµηνεία του 

αθροίσµατος 21 zz +  και της διαφοράς 21 zz −  

δύο µιγαδικών προκύπτει ότι:  

|||||||||| 212121 || zzzzzz +≤+≤−  
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 β
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 y
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ΘΕΜΑ 8: “Το µέτρο της διαφοράς δύο µιγαδικών είναι ίσο µε την 

απόσταση των εικόνων τους”. 

∆ηλαδή: 

||)( 2121 zzMM −=  

 

 

 

ΘΕΜΑ 10: Η εξίσωση 

0,0 >=− ρρ|zz|  

παριστάνει τον κύκλο µε κέντρο το σηµείο K z( )0  και ακτίνα ρ. 

 

 

 

ΘΕΜΑ 11: Η εξίσωση ||| 21 zzzz| −=−  

παριστάνει τη µεσοκάθετο του τµήµατος µε άκρα τα σηµεία A z( )1  

και B z( )2 . 
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