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ΘΕΜΑ  A 
 

Α1. α. Λάθος, β. Λάθος,  γ. Σωστό , δ. Λάθος , ε. Λάθος . 
 
Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 133.  
 
ΘΕΜΑ  B 
 
Β1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με  

𝑓 ඁ(𝑥) = 𝑙𝑛 𝑥 − 1 + 𝑥
1

𝑥
= 𝑙𝑛 𝑥 − 1 + 1 = 𝑙𝑛 𝑥 

 Αν 0 < 𝑥 < 1, τότε 𝑙𝑛 𝑥 < 0, οπότε 𝑓ᇱ(𝑥) < 0. Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 

διάστημα (0,1]. 

 Αν 𝑥 > 1, τότε 𝑙𝑛 𝑥 > 0, οπότε 𝑓ᇱ(𝑥) > 0. Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα  στο 

διάστημα [1, +∞). 

Από την αλλαγή μονοτονίας της συνάρτησης συμπεραίνουμε ότι η f παρουσιάζει ολικό 

ελάχιστο για 𝑥 = 1. Η ελάχιστη τιμή της f είναι ίση με 𝑓(1) = 1(−1) + 1 = 0. 

Β2. Με 𝑥 > 0 έχουμε: 

𝑥 𝑙𝑛 𝑥 + 1 = 𝑥 ⇔ 𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑥 + 1 = 0 ⇔ 𝑥(𝑙𝑛 𝑥 − 1) + 1 = 0 ⇔ 𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 1 

αφού από το ερώτημα α) έχουμε 𝑓(1) = 0 και 𝑓(𝑥) > 𝑓(1) οπότε𝑓(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ≠ 1. 

 
ΘΕΜΑ  Γ 
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ΘΕΜΑ  Δ 
 
Δ1. Η 𝑓 είναι συνεχής ως παραγωγίσιμη.  

Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ είναι 𝑓 ඁ(𝑥) =
ଵ

ඥ(௫మାଵ)య
> 0 άρα είναι γνησίως αύξουσα. 

Δ2. Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ έχουμε: 

𝑓ං(𝑥) = ቆ
1

ඥ(𝑥ଶ + 1)ଷ
ቇ

ඁ

= ൬(𝑥ଶ + 1)ି
ଷ
ଶ൰

ඁ

= −
3

2
(𝑥ଶ + 1)ି

ଷ
ଶ

ିଵ ⋅ (𝑥ଶ + 1)ඁ = −
3

2
(𝑥ଶ + 1)ି

ହ
ଶ ⋅ 2𝑥

= −
3𝑥

ඥ(𝑥ଶ + 1)ହ
. 

 𝑓ං(𝑥) > 0 ⇔
ඥ(௫మାଵ)ఱவ଴

− 3𝑥 > 0 ⇔ 𝑥 < 0 
 𝑓ං(𝑥) < 0 ⇔ 𝑥 > 0 
 𝑓ං(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή στο διάστημα  −∞, 0 , κοίλη στο 
διάστημα  0, +∞) και παρουσιάζει καμπή στη θέση 𝑥଴ = 0. 
 
Δ3.  

i. Από το προηγούμενο ερώτημα προκύπτει ότι η 𝑓 ඁ είναι: 
-  γνησίως αύξουσα στο  −∞, 0  αφού η 𝑓 ඁ είναι συνεχής σε αυτό και ισχύει 

𝑓ං(𝑥) > 0, 
-  γνησίως φθίνουσα στο  0, +∞) αφού η 𝑓 ඁ είναι συνεχής σε αυτό και ισχύει 

𝑓ං(𝑥) < 0 και 
- παρουσιάζει μέγιστη τιμή στη θέση 𝑥଴ = 0, την 𝑓 ඁ(0) =

ଵ

ඥ(଴మାଵ)య
= 1. 

Άρα για κάθε 𝑥 ∈ ℝ, ισχύει 𝑓 ඁ(𝑥) ≤ 𝑓 ඁ(0) ⇔ 𝑓 ඁ(𝑥) ≤ 1. 
Εναλλακτικά, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ  έχουμε: 
 𝑓 ඁ(𝑥) ≤ 1 ⇔

ଵ

ඥ(௫మାଵ)య
≤ 1 ⇔ 1 ≤ ඥ(𝑥ଶ + 1)ଷ ⇔ 1 ≤ 𝑥ଶ + 1 ⇔ 𝑥ଶ ≥ 0, που ισχύει. 

ii. Για κάθε 𝛼 ∈ ℝ έχουμε:  

𝛼 < 𝛼 + 1  ⇒

γνησίως αύξουσα
೑

  𝑓(𝛼) < 𝑓(𝛼 + 1) ⇒ 𝑓(𝛼 + 1) − 𝑓(𝛼) > 0. 
Ακόμη για κάθε 𝛼 ∈ ℝ είναι 𝑓(𝛼 + 1) − 𝑓(𝛼) = ∫ 𝑓 ඁ(𝑥)𝑑𝑥

ఈାଵ

ఈ
.  

Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ ισχύει 𝑓 ඁ(𝑥) ≤ 1 με την ισότητα να ισχύει μόνο όταν 𝑥 = 0 άρα 
∫ 𝑓 ඁ(𝑥)𝑑𝑥

ఈାଵ

ఈ
< ∫ 1𝑑𝑥

ఈାଵ

ఈ
⇒ 𝑓(𝛼 + 1) − 𝑓(𝛼) < 𝛼 + 1 − 𝛼 ⇒ 𝑓(𝛼 + 1) − 𝑓(𝛼) < 1. 

Τελικά, για κάθε 𝛼 ∈ ℝ ισχύει: 0 < 𝑓(𝛼 + 1) − 𝑓(𝛼) < 1. 

β τρόπος (για τη δεξιά ανισότητα) 

Για να αποδείξουμε ότι για κάθε 𝛼 ∈ ℝ ισχύει: 𝑓(𝛼 + 1) − 𝑓(𝛼) < 1 αρκεί να 

αποδείξουμε ότι 𝑓(𝛼 + 1) − 𝑓(𝛼) < 𝛼 + 1 − 𝛼 δηλαδή αρκεί να αποδείξουμε ότι 

𝑓(𝛼 + 1) − (𝛼 + 1) < 𝑓(𝛼) − 𝛼.  

Προς τούτο θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. Είναι 𝑔ඁ(𝑥) =

𝑓 ඁ(𝑥) − 1 ≤ 0, 𝑥 ∈ ℝ με την ισότητα να ισχύει μόνο στο 𝑥଴ = 0, άρα η συνάρτηση 𝑔 

είναι γνησίως φθίνουσα. Οπότε για κάθε 𝛼 ∈ ℝ με 𝛼 < 𝛼 + 1 ισχύει 𝑔(𝛼) >

𝑔(𝛼 + 1) ⇒ 𝑓(𝛼) − 𝛼 > 𝑓(𝛼 + 1) − (𝛼 + 1) και έπεται το ζητούμενο. 


