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ασκήσεις 

 (ΝΑ ΛΥΘΟΥΝ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ) 

 
  
 
1. A. Να αιτιολογήσετε γιατί οι εξισώσεις  f(x) = x  και  f – 1(x) = x  είναι ισοδύναμες. 

  Θεωρούμε ότι η συνάρτηση  f : A  IR  είναι  1 – 1  συνάρτηση  και η  f – 1  

  είναι η αντίστροφή της. 
 
 Β. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f(x) = - x 3 – 2x + 14. 
 
  α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι αντιστρέψιμη. 
 
  β) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της  f – 1  με την  
   ευθεία  y = x. 

(Απ. Β. β)  Α(2, 2)) 
  
 

2. Α. Έστω συνάρτηση  f : A  IR  η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο  Α. 
 
  α) Να δείξετε ότι η  f – 1  είναι επίσης γνησίως αύξουσα στο  f(Α). 
   Το ερώτημα επεκτείνεται και στη περίπτωση που η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  Α. 

 
  β) Να δείξετε ότι οι εξισώσεις  f(x) = f – 1(x)  και  f(x) = x  είναι ισοδύναμες  
   όταν η  f  γνησίως αύξουσα στο  Α. 
 
 Β. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f(x) = ln(x – 3) + x – 2. 
 
  α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι αντιστρέψιμη. 
 
  β) Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των  f  και  f – 1 .  

 
(Απ. Β. β)  Α(3 + e 2 , 3 + e 2)) 

 
 

3. Έστω συνάρτηση   f : IR  IR  ώστε  yxk)y(f)x(f      

 για κάθε  x, y  IR  και  k IR+
*. 

 
 α) Να δείξετε ότι η  f  είναι  1 – 1  στο  IR. 
 
 β) Να δείξετε ότι η εξίσωση  f(f(x)) = λx  με  ΙλΙ < k 2  έχει το πολύ μία  
  πραγματική ρίζα. 
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4. Δίνεται η συνάρτηση  f : IR  IR  για την οποία ισχύει : 
 

f(x 2 + 2) + f(3x) = 0 , για κάθε  x  IR. 
 

 Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα  x΄x  σε δύο , 
 τουλάχιστον σημεία. 

(Απ.  f(3) = 0,  f(6) = 0) 
 

 

5. Δίνεται η συνάρτηση  f : IR  IR  για την οποία ισχύει : 
 

f(x 2) + f(2x) = x 4 – 8x , για κάθε  x  IR. 
 

 Να δείξετε ότι η εξίσωση  f(x) = 0  έχει δύο, τουλάχιστον, ρίζες. 
 

(Απ.  f(0) = 0,  f(2) = 0) 
 
 

6. Έστω η συνάρτηση  f : IR  IR  για την οποία ισχύει : 
 

f(f(x )) = 2x – 1 , για κάθε  x  IR. 
 

 α) Να δείξετε ότι  f(2x – 1) = 2f(x) – 1 ,  x  IR. 
 
 β) Να δείξετε ότι η εξίσωση  f(x) = 1  έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα. 
 

(Απ.  f(1) = 1) 
 
 

7. Έστω η συνάρτηση  f : IR  IR  για την οποία ισχύει : 
 

f(f(x )) = 3x – 2 , για κάθε  x  IR. 
 

 α) Να δείξετε ότι  f(3x – 2) = 3f(x) – 2 ,  x  IR. 
 
 β) Να δείξετε ότι η  Cf  τέμνει την ευθεία  y = 1 σε ένα, τουλάχιστον, σημείο. 
 

(Απ.  f(1) = 1) 
 
 

8. Αν για τη συνάρτηση  f : IR  IR  ισχύει ότι    f 3 (x) + f(x) = 2x ,  για κάθε  x  IR, 
 
 α) να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
 
 β) Να λύσετε την ανίσωση f(f(λ2 + λ – 1)) < 1. 
 
 

9.  Αν για τη συνάρτηση  f : IR  IR  ισχύει ότι    f 3 (x) + f(x) + x = 4 ,   

 για κάθε  x  IR, 
 
 α) να δείξετε ότι η  f  είναι  1 – 1 . 
 
 β) Να υπολογίσετε την  f – 1. 
 
 γ) Να λύσετε την εξίσωση   f(e x) = f(1 – x). 

(Απ.  γ) x = 0) 
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10. Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f  με  f(x) = x 3  είναι αντιστρέψιμη και να  
 υπολογίσετε την  f – 1. 

 
 

11. Έστω η συνάρτηση   f με τύπο  f(x) = x 2v + 1 + x 2v + 3 ,  όπου  ν  ΙΝ . 
 
 α) Να υπολογίσετε την τιμή  f(1). 
 
 β) Να ελέγξετε αν η  f  είναι  1 – 1  στο  IR. 
 
 γ) Να λύσετε την εξίσωση x 2v + 1 + x 2v + 3 = 2. 
 
 

12. Έστω f, g : (0, +)  IR  συναρτήσεις τέτοιες ώστε να ισχύει  xg(x) = f(x),  για  

 κάθε  x > 0. Aν η συνάρτηση  g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (0, +), να δείξετε  
 ότι : 

f(x + y) < f(x) + f(y),  με  x, y  (0, +). 
 
 

13. Έστω  g : (0, +)  ΙR  μια γνησίως μονότονη συνάρτηση της οποίας η γραφική  
 παράσταση διέρχεται από τα σημεία  Α(1, -2),  Β(2, -3)  και η συνάρτηση   f με  
 τύπο  f(x) = lnx – g(x) ,  x > 0. 
 
 α) Να δείξετε ότι η  g  είναι γνησίως φθίνουσα. 
 
 β) Να δείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 
 
 γ) Να λύσετε την ανίσωση  2lnx < 2 + g(x 2) 

(Απ.  γ) x  (0, 1)) 
 
 

14. α) Έστω  f, g : IR  ΙR  δύο συναρτήσεις, όπου η συνάρτηση g o f  είναι  1 – 1.  
  Να δείξετε ότι και η συνάρτηση  f  είναι  1 – 1. 
 

 β) Έστω η συνάρτηση  f : IR  IR  για την οποία ισχύει  f(f(x)) = - e x + f 3 (x) ,  

  για κάθε  x  IR. 
 
  ι) Να δείξετε ότι η  f  είναι συνάρτηση  1 -1 . 
 
  ιι) Να λύσετε την εξίσωση  f(g(x) + x 2 – x) = f(g(x) + 2x – 2). 
 

 (Απ.  β) ιι) x = 1 ή  x = 2) 
 
 

15. Έστω η συνάρτηση  f  με  f(x) = e – x – x – 1. 
 
 α) Να δείξετε ότι η  f  είναι 1 -1 . 
 
 β) Να λύσετε την εξίσωση  e – x = x + 1. 
 

 γ) Αν  λ, μ  IR  και   e – λ – e – μ = λ – μ,  να δείξετε ότι  λ = μ. 
 
 δ) Να λύσετε την εξίσωση  e -2x + 1 – e – x = x – 1. 

 (Απ.  β) x = 0 , δ) x = 1) 
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16. Έστω η συνάρτηση  f : [1, + )  IR   με  f(x) = x 2 – 2x + 3. 
 
 α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f  και να δείξετε ότι η  f  αντιστρέφεται. 
 
 β) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f. 
 

 γ) Να δείξετε ότι υπάρχει συνάρτηση  g : [2, + )  IR  τέτοια ώστε  g(f(x)) = x,   

  για κάθε  x  1. 
 
 δ) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της  f – 1. 
 

(Απ.  α) [2, + ) , β)  f – 1 (x) = 1 + 2x  , x  2) 
 

 

17. Έστω η συνάρτηση  f  με  f(x) = 
1e

e
x

x


 . 

 
 α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f  και να εξετάσετε αν η  Cf  τέμνει του  
  άξονες  x΄x  και  y΄y. 
 
 β) Να δείξετε ότι η  f  είναι  1 -1 . 
 

 γ) Να δείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση  f – 1  και να την βρείτε. 
 

 δ) Να λύσετε την εξίσωση  f – 1  










xlnf2

e1

1
 = - 1. 

 
(Απ.  α) Df = IR* , δεν τέμνει τους άξονες  

β)  f – 1 (x) = ln
1x

x


, x  (-, 0)  (1, + ),  δ) x = 2) 

 
 

18. Έστω η συνάρτηση  f : IR  IR για την οποία ισχύει  f(f(x)) = x + 2,  

 για κάθε x  IR. 
 
 α) Να δείξετε ότι η  f  είναι συνάρτηση  1 – 1  και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
 
 β) Να λύσετε την εξίσωση  f(lnx) – f(1 – x) = 0. 
 
 γ) Να δείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση  f – 1  και ότι  
 

f – 1 (x) = f(x) – 2 ,  x  IR 
 

 δ) Να δείξετε ότι  f – 1 (x) < f(x),  για κάθε x  IR  και στη συνέχεια ότι, αν η  f   
  είναι γνησίως αύξουσα, τότε 
 

x < f(x) < x + 2 ,  για κάθε x  IR. 
 

(Απ.  α) IR , β)  x = 1) 
 
 
 


