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     Λ Υ Κ Ε Ι Ο                                                                                                      ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : Π .  ∆ .  ΤΡΙΜΗΣ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ 

 

ασκήσεις 
 (ΝΑ ΛΥΘΟΥΝ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ) 

 
 

ΕΥΡΕΣΗ  ΠΕ∆ΙΟΥ  ΟΡΙΣΜΟΥ 
ΣΥΝΟΛΟΥ  ΤΙΜΩΝ 

  
1.  Να υπολογίσετε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης :  f(x) = (x 2 – x – 2) 2x - 3 

  Ποιο θα ήταν το πεδίο ορισµού της  f, αν αυτή ήταν εκθετική συνάρτηση ; 
 
 
2.  Να προσδιορισθεί το πεδίο ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων : 
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3.  Να ορισθεί ο  µ  ώστε η συνάρτηση  ( )f x
x x

=
+ +

1

2 4)2ln( µ
 να έχει πεδίο  

ορισµού το IR. 
 

4.  ∆ίνεται η συνάρτηση  f  µε τύπο  ( )f x
x x

x x
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α
. Να ορισθεί ο πραγµατικός  

  αριθµός α, ώστε  f(Α) ⊆  [-2, 2]. 
 
 

5.  ∆ίνεται η συνάρτηση  f  µε  ( )f x
x x
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λ
.  Να προσδιορισθεί ο λ, ώστε το  

  σύνολο τιµών της  f  να είναι της µορφής  ( ] [ )− ∞ ∪ + ∞ ∈, , , ,α β α β IR . 
(Aπ.  λ ∈  ( -3, 1) ) 

 
 
6.  Να βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης : 
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7.  ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο  ( )f x
x

x
=
−

− 1
. 

 
  α) Να υπολογίσετε το πεδίο ορισµού της. 
   

β) Να υπολογισθεί το σύνολο τιµών της. 
 
 
8.  Η συνάρτηση  f  είναι ορισµένη στο IR και έχει πεδίο τιµών το IR. Να βρεθεί το  
  πεδίο τιµών της συνάρτησης : 

( )( )
h x

f x

f x
( )

( )
=
+

2

1
2

 

 
 
9.  Αν για την συνάρτηση  f  ισχύει :  xf(x) + f(1-x) = x  για κάθε  χ ∈ IR,  τότε να   
  βρείτε τον τύπο της  f  και το πεδίο τιµών της. 
 
 
10. Η συνάρτηση  f  είναι ορισµένη στο IR, και για κάθε  x ∈ IR,  ισχύει : 

f x f x
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  α) Να βρείτε τον τύπο της  f. 
 

  β) Να βρείτε τις τιµές του α ώστε το πεδίο τιµών της  f  να είναι το διάστηµα 
   [ -4, 4 ]. 
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 ΤΥΠΟΙ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΓΡΑΦΙΚΕΣ  ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 

 
 
11. Να προσδιορίσετε, αν υπάρχουν, τα κοινά σηµεία των Cf µε τους άξονες x΄x, y΄y. 
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12. Να προσδιορίσετε τα κοινά σηµεία, αν αυτά υπάρχουν, των γραφικών  
παραστάσεων των συναρτήσεων : 
 

α)  f(x) = x 2 – 3x + 2    και    g(x) = 
x
6

 

 

β)  f(x) = x + 1 + 
1x

1
+

   και    g(x) = x 2 + x + 2 

 
 

13. Να βρεθούν τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων : 
 

f(x) = αx2 - x + 1       και        g(x) = 2αx - 1,     α ∈ IR. 
 
 

14. Να αποδειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων : 
 
  ψ = (α+1)x2 - 3αx + 2α - 1 όταν ο  α  διατρέχει το  IR-{-1}  διέρχονται από δύο  
  σταθερά σηµεία. 
 
 
15. ∆ίνονται οι συναρτήσεις  f, g : IR → IR, ώστε να ισχύει ότι  f(x) = g(x) + x 2 – κ,  

για κάθε  x ∈ IR, κ ∈ IR. 
 
  α)  Να βρείτε τον κ, ώστε οι  Cf, Cg  να τέµνονται πάνω στην ευθεία  x = 1. 
 
  β)  Αν  κ = 1, να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η  Cf  είναι κάτω απ΄τη Cg. 
 
 
16. Να γίνουν πολλαπλού τύπου οι συναρτήσεις : 
 

  α) ( )f x x= −2 9              β) ( )f x x x= − + −1 2  

  Κατόπιν να κάνετε τις αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις. 
 
 
17. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : IR → IR, για την οποία ισχύει : 

( ) ( ) ( ) ( )g x g x g x g x IR+ + − = ∀ ∈ψ ψ ψ ψ2 ,   (1) 

 
  α) Να δειχθεί ότι  g(0) = 0  ή  g(0) = 1. 
 
  β) Να βρεθούν οι σταθερές συναρτήσεις που ικανοποιούν την (1). 
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18. Αν για κάθε  x ≠  0 ισχύει  :  xf x f
x

( ) + −



=2

1
3 ,  να βρεθεί ο τύπος της     

  συνάρτησης f. 
 
 
19. Έστω συνάρτηση  f  ορισµένη στο IR. Αν για κάθε  x ∈ IR  ισχύει : 
 

αf(x) + βf(1-x) = x,  όπου  α + β ≠  0, 
 
  τότε να αποδειχθεί ότι : 
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ΙΣΟΤΗΤΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
 
20. Να εξετάσετε σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις είναι  f = g. 
  Στις περιπτώσεις που είναι  f ≠ g  να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό  

υποσύνολο του  IR  στο οποίο να ισχύει  f(x) = g(x). 
 

  α)  f(x) = ( )21x −    και   g(x) = ( )21x −  

 

  β)  f(x) = 
x2x

4x
2

2

+

−
   και   g(x) = 1 - 

x
2
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  δ)  f(x) = ln(x 2 + x)    και     g(x) = lnx + ln(x + 1) 
 
  

21. ∆ίνονται οι συναρτήσεις  f  µε τύπο  ( )
2κx
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xf
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= .  Να προσδιορισθεί ο  κ ∈  IR,  ώστε να είναι  f = g. 

 
 
22. Αν οι συναρτήσεις  f,g  έχουν κοινό πεδίο ορισµού το  Α ⊆  ΙR,  και για κάθε  
   x∈ A ισχύει : 

 
2(f + g)(x) [(f + g)(x) - 2x ] ≤  [(f + g)(x)] 2 - [(f - g)(x)] 2 - 4x2 

 
  Να αποδειχθεί ότι :  f = g. 
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ΣΥΝΘΕΣΗ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 
 

23. Αν  f x x( ) = −4 2   και  g x x( ) = +1   να βρείτε (αν υπάρχουν)  τις συναρτήσεις  

  fog,  fof. 
 
 
24. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση  gof,  αν : 
 

  α)  f(x) = x 2 – x    και    g(x) = x  
 

  β)  f(x) = 2x      και    g(x) = 2x1−  
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    και    g(x) = ln(x – 1) 

  
 
25. ∆ίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους : 
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  Να ορισθεί η συνάρτηση  fog. 
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,  τότε να βρείτε την  

 συνάρτηση  fog. 
 
  

27. ∆ίνεται η συνάρτηση  f : IR-{3} → IR,  µε τύπο  f(x) = 
−
−
αx

x3
. Να προσδιορισθεί ο  

  α ∈ IR, ώστε  (f o f)(x) = x. 
 
 
28. Αν µια συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα [ 0, 6 ], να βρεθεί το πεδίο 
  ορισµού της  h  µε  h(x) = f(x2 - 2). 
 
 
29. ∆ίνεται η συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού το διάστηµα (0, 1].  
  Ποιο είναι το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων : 
 
  α)  f(x 2)     β)  f(x – 3)      γ)  f(lnx)      δ)  f(x 2 – 2x + 1) 
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30. Αν µια συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα  Α = [-4, 2],  να βρεθεί το  
πεδίο ορισµού της συνάρτησης  g(x) = f(5 – x 2). 
 

 

31. Να βρείτε τον τύπο  f(x)  συνάρτησης  f  τέτοια ώστε να ισχύει : 
 
  α)  (fog)(x) = x 2 + 24x + 3, αν  g(x) = x + 1 
 
  β)  (fog)(x) = 2x 2 + 5,   αν  g(x) = x – 1 
 

  γ)  (gof)(x) = IηµxI,   αν  g(x) = 2x1−  
 

  δ)  f( x ) = 2x + x  + 1,  µε  x ≥ 0. 
 
 
32. Να βρεθεί η συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού το  IR,  αν  (fog)(x) = x2 + 4x - 1  και  

 g(x) = x - 2. 
 
 

33. Aν  f(x) = 2x - 1  και  (gof)(x) = 1 + x2,  x ∈ IR  να προσδιορίσετε το g(x). 
 
 
34. ∆ίνονται οι συναρτήσεις  f  και  g :  IR → IR  µε  f(x) = 2x – 1  και   

(gof)(x) = x 2 – 2x + 3. Βρείτε τον τύπο της  g. 
 
 
35. Aν  f(x) = 2x – 3  και  (fog)(x) = 4x 2 – 10συνx + 1,  για κάθε  x ∈ IR,  να βρείτε  

τον τύπο της  g. 
 
 
36. Αν  f(x + 1) = x 2 – x – 2 ,  για κάθε  x ∈ IR,  να βρείτε τον τύπο της  f. 
 
 
37. Αν  (fof)(x) = x 2 – x + 1,  για κάθε  x ∈ IR, να βρεθεί το  f(1). 
 
 
38. ∆ίνεται συνάρτηση  f  :  IR → IR  για την οποία ισχύει : 
 

f(f(x)) = 3x + 4 ,   για κάθε  x ∈ IR.    
 

α)  Να δείξετε ότι  f(3x + 4) = 3f(x) + 4,  x ∈ IR.    
 

β)  Να υπολογίσετε το  f(- 2). 
 
 
39. ∆ίνονται οι συναρτήσεις  f  και  g :  IR → IR  µε  g(x) = (fof)(x),  για κάθε  x ∈ IR.     

Αν υπάρχει µοναδικό  α ∈ ΙR  ώστε να ισχύει  g(α) = α, να δείξετε ότι  f(α) = α. 
 
 
40. ∆ίνεται συνάρτηση  f  :  IR → IR  για την οποία ισχύει : 
 

f(x – 3) – 2f(1 – x) = x 2 – 2x ,   για κάθε  x ∈ IR.    
 

Να βρείτε τη συνάρτηση  f.  
(Υπόδειξη :  θέτουµε  y = x – 3 , άρα  x = y + 3 …) 
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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ - ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  “1 - 1” 

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 
41. Ποιές από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι  “1 - 1” ; 
 

  α) ( )f x
x

x
=
+
2

3
                 β) ( )f x

x
= +

+
2

1

4
 

 

  γ) ( )f x x x= +4 συν                δ) ( )f x x x=  

 
 

42. Οι συναρτήσεις  f,g  είναι ορισµένες στο  IR και για κάθε πραγµατικό x ισχύει : 
   

(g o g)(x) = αg(x) + βf(x3),   
 

όπου α,β ∈ IR*. Aν η  f  είναι συνάρτηση “1 - 1”, να  αποδείξετε ότι η  g  είναι  
“1 - 1”. 

 
 
43. Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR  µε  f(x) + e f(x) =  x ,  για κάθε  x ∈ IR. 
 
 α) Να δείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 
 
 β) Αν η  Cf  τέµνει τον άξονα  x΄x  στο  x0 = ρ,  να δείξετε ότι  ρ = 1. 
 
 γ) Να δείξετε ότι  f(x) < x,  για κάθε  x ∈ IR. 
 
 δ) Να υπολογίσετε τον πραγµατικό αριθµό  λ  αν : f(2λ

2 – 1) + e f(λ) = λ. 
 
  
44. ∆ίνεται η συνάρτηση  g : IR → IR,  µε : 
 

           ( ) ( ) ( )
g x

x

x
x x

x

=
∈ − ∞ ∪ + ∞

=









, , ,

,

0 0

0 0

 

 
  α) Να δειχθεί ότι η  g  είναι γνησίως αύξουσα. 
   

β) Να βρεθεί, αν υπάρχει, η αντίστροφη συνάρτηση της g. 
 
 
45. Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR  µε  f(f(x)) = - x ,  για κάθε  x ∈ IR. 
 
 α) Να δείξετε ότι η  f  είναι  1 – 1. 
 
 β) Να δείξετε ότι η  f  δεν µπορεί να είναι γνησίως µονότονη. 
 
 γ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f ° f  είναι περιττή.  
 
 
46. Να εξεταστεί αν αντιστρέφεται η συνάρτηση  f  µε  f(x) = ηµx  και  µε σύνολο   
 τιµών το διάστηµα  Β = [ -1, 1 ]. 
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47. ∆ίνεται η συνάρτηση  f,  µε τύπο  ( )f x x= − −1 2  . 
  

 α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της f. 
  

 β) Να βρεθεί, αν υπάρχει,  η αντίστροφη συνάρτηση της f,  καθώς και το σύνολο  
 τιµών της. 
 
 
48. Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR  για την οποία ισχύει : 

f 5 (x) + x 5 – 1 = 0 ,   για κάθε  x ∈ IR. 
 

 α) Να βρείτε τα σηµεία όπου η  Cf  τέµνει τον  x΄x  άξονα. 
 

 β) Να δείξετε ότι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  IR. 
 

 γ) Να δείξετε ότι  (f ° f)(x) = x,  για κάθε  x ∈ IR. 
 
 
49. Έστω η συνάρτηση  f  ορισµένη στο  IR  µε σύνολο τιµών το IR.  
  Αν για κάθε  x ∈ IR  ισχύει  f(f(x)) = x + f(x),  τότε να αποδείξετε ότι : 
 
  α) Η  f  είναι αντιστρέψιµη.   β) f(0) = 0.   γ) f(x) = x + f -1(x)  ,  x ∈ IR. 
 
 
50. Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR  για την οποία ισχύει : 

f(2 – x) + f(x + 4) = x 2 – 1 ,  για κάθε  x ∈ IR. 
 Aν επιπλέον η  f  είναι γνησίως αύξουσα : 
 

 α) Να λύσετε την εξίσωση  f(x) = 0. 
 

 β) Να λύσετε την ανίσωση  f(x 2 – 2) > 0.         (Απ. α)  x = 3) 
 
 
51. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f(x) = x2 - 4x  ,  x ∈ [ )2, + ∞   είναι αντιστρέ-

ψιµη και κατόπιν να βρείτε την συνάρτηση  f -1(x). 
 

 
52. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f(x) = 1 - x3 είναι αντιστρέψιµη και έπειτα να   
 βρείτε την  f -1(x). 
 

53. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f(x) = x x

x x

2 0

2 0

,

,

≤

− >






  είναι “1 - 1”  και κατόπιν  

να βρείτε την f -1(x). 
 
 

54. ∆ίνεται η συνάρτηση µε τύπο : 

( ) ( ) [ )
( ) ( )

f x
x x

x x
=

− + ∈ + ∞

− + ∈ − ∞








2 2

2 2

β

λ β

, ,

, ,
 

 
 Να προσδιορισθεί ο λ ∈ IR,  ώστε να υπάρχει η αντίστροφή της συνάρτησης και 
 να βρεθεί. 

(Απ. λ > 0 ) 
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55. Έστω η συνάρτηση  ( )f x x x

x x
= + ≤

+ >







2 1

2 3 1

α ,

,
 . Προσδιορίστε το  α  ώστε η  f  να  

 
είναι “1 - 1” και µετά να βρείτε την  f -1. 
 
 

56. α) ∆ίνεται η συνάρτηση  f : IR → IR,  µε   
 

f(x) = αx + β  (α,β ∈ IR,  α ≠  0). 
 

Να προσδιορισθούν οι  α,β,  ώστε να υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση της  f  
και ακόµα να είναι  f -1 = f. 

 
  β) Για την συνάρτηση  f : IR → IR,  µε  f(x) = αx + β,  α ≠  0 ισχύει : 
 

f(x) + f(1 - x) + f -1(1 + x) = x,    ∀ ∈x IR  
 

  Να βρεθούν τα  α,β. 
 
 

57. ∆ίνεται η συνάρτηση  f : IR - {1} → IR - {2},  µε  ( )f x
x
x

=
+
−

2 1
1

. 

  α) Να δειχθεί ότι ορίζεται η αντίστροφη της συνάρτησης f και να βρεθεί. 
 
  β) Να βρεθούν τα  x ∈ IR,  ώστε να ισχύει  : (f o f -1)(x) = x. 
 
 

58. ∆ίνεται η συνάρτηση  f : A→ [ )0, + ∞ ,  µε  ( )f x
x

x
=

+

−









ln

1

1
. 

  α) Να δειχθεί ότι  Α = [ 0, 1). 
 
  β) Να δειχθεί ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση της  f  και να βρεθεί. 
 
 
59. ∆ίνεται συνάρτηση  f : IR → IR,  η οποία έχει σύνολο τιµών το  IR και ικανοποιεί  

τη σχέση : f 3(x) + 3 f(x) + x – 2 = 0  ,  για κάθε  x ∈ IR. 
 
α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι  1 – 1. 
 
β) Να εξετάσετε την  f  ως προς τη µονοτονία. 
 
γ) Να βρείτε την  f – 1 . 

 
 
60. Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR,  η οποία έχει σύνολο τιµών το  IR και ικανοποιεί  

τη σχέση : f 3(x) + f(x) + x  = 0  ,  για κάθε  x ∈ IR. 
 
α) Να δείξετε ότι η  f  είναι  γνησίως φθίνουσα στο  IR. 
 
β) Να βρείτε την τιµή  f(2). 
 
γ) Να λυθεί η ανίσωση  f(f(x) + 1) < 0. 
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61. ∆ίνεται η γνησίως µονότονη συνάρτηση  f : IR → IR  της οποίας η  Cf  διέρχεται  
 από τα σηµεία  Α(5, 2)  και  Β(6, 7). 
 

 α) Να βρείτε το είδος της µονοτονίας της  f. 
 

 β) Να λύσετε την εξίσωση : f(1 + f – 1 (x 2 – x)) = 7. 
 
 
62. Η συνάρτηση  f : IR → IR  είναι γνησίως µονότονη µε σύνολο τιµών το  IR  της  
 οποίας η  Cf   διέρχεται από τα σηµεία  Α(1, 5)  και  Β(5, -2). 
 
 α) Να βρείτε το είδος της µονοτονίας της  f. 
 
 β) Να λύσετε την ανίσωση  f(f(e x)) < - 2. 
 
 γ) Να λύσετε την εξίσωση  f – 1(f(x) – 7) = 5. 
 

63. Η συνάρτηση  f : IR* → IR  µε :  f(x) – f(y) = f 








y
x

  για κάθε  x, y ≠ 0 , έχει για την  

 εξίσωση  f(x) = 0  µοναδική λύση. 
 
 α) Να λύσετε την εξίσωση  f(x) = 0. 
 
 β) Να δείξετε ότι η  f  είναι  1 – 1. 
 

 γ) Να δείξετε ότι  f(x) + f 







x
1

 = 0,  για κάθε  x ≠ 0. 

 

 δ) Να λύσετε την εξίσωση : f(x) + f(x 2 + 3) = f(x 2 + 1) + f(x + 1). 
 
 
64. Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR,  µε  (f ° f)(x) = e – x – 1 ,  για κάθε  x ∈ IR. 
 
 α) Να δείξετε ότι η  f  αντιστρέφεται. 
 
 β) Να δείξετε ότι η  f  δεν είναι γνησίως µονότονη. 
 
 γ) Να λύσετε την εξίσωση : e – x – x = 1. 
 
 δ) Να δείξετε ότι :  f(0) = 0. 
 
 

65. Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR,  µε  f(x) = 
( )xf1

e2
2

x

+
 ,  για κάθε  x ∈ IR. 

 α) Να δείξετε ότι η  f(x) > 0,  για κάθε  x ∈ IR. 
 

 β) Να βρείτε την τιµή  f(0). 
 

 γ) Να δείξετε ότι η  f  είναι γνησίως µονότονη στο  IR. 
 

 δ) Nα λύσετε την ανίσωση :  ln(f(x)) > 0. 
 

 ε) Για κάθε  α, β > 0  να δείξετε ότι : f(α + β) > 
( ) ( )

βα

βαfαβf
+
+

. 


