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  Λ Υ Κ Ε Ι Ο                                                                                                     ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ : Π .  ∆ .  ΤΡΙΜΗΣ 
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ασκήσεις 
 (ΝΑ ΛΥΘΟΥΝ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ) 
 
 

ΟΡΙΟ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
όταν  x → x0 

 
1.  Nα αποδείξετε ότι : 

 lim
x

x
x→

=
0

2 1
0ηµ  

 
 
2.  Να αποδείξετε ότι : 
 

  α) lim
x

x x
x→

⋅







 =

0

1
0συν συν         β) ( )lim

x
x

x→
−

−








 =

1
1

1
0συν π

 

 

  γ) ( )lim
x

x
x→

−
−









 =

2

2 4
1

2
0ηµ        δ) ( )lim

x
x

x
x

→
−

−
+









 =

3
3

1
3

3ηµ  

 
 

3.  Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια : 

  α) lim
x

x x

x x→

− + +
− + −3

2

2

2

2 3

2 5 3
         β) lim

x

x x x x

x x→

+ + − − +
− +2

2 2

2

3 9 2

3 2
 

 

  γ) lim
x

x x

x→

+ − +
+ −0

21 1

1 1
         δ) lim

x

x x

x→

− + −

−1 2

1 1

1
 

 

  ε) lim
x

x x x

x→

+ + −
− −2

3 2

3

4 5 34

1 1
        στ) lim

x

x x
x→

+ −
−1

3 2
1

 

 
 

4.  Έστω η συνάρτηση f(x) = 
x x x

x x

2 2

2

6 9 9

4 3

− + + −
− +

 . 

  Να αποδειχθεί ότι η  f  δεν έχει όριο στο σηµείο x0 = 3. 
 
 

Α Ν Α Λ Υ Σ Η
1Ο     Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  

 

Θετικού

ή προσανατολισµού 
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5.  Έστω η συνάρτηση  f(x) = 

x
x

x

x
x

x

3 1
1

1

1
1

1

−
−

>

−
−

<










,

,
µ . 

 
  Αν  µ ∈ ΙΝ*, τότε να αποδείξετε ότι η f  δεν έχει όριο στο σηµείο x0 = 1. 
 
 
 
6.  Να υπολογίσετε τα επόµενα όρια : 
 

  α) lim , , *

x x x
IN

→ −
−

−








 ∈

1 1 1

µ ν µ νµ ν         β) lim
x

x
x→

−
−α

ν ν α
α

  

 
 

7.  Να υπολογίσετε το  lim
x

x x x x

x→

− + − −

−4

2 4 3

4
. 

 
 
8.  Nα υπολογισθούν τα παρακάτω όρια : 
 

  α) lim
x

x x x x

x→ +

− + + −

+ −2

2 25 6 2

3 5
          β) lim

x

x x x

x x→ +

− +

+ −1

3 2

2

2

3 2
 

 
 
9.  Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια : 
  

  α) lim
x

x x

x x→

+
− +1

2

2 4 3
              β) lim

x

x
x x→

+ −
0

1 1
 

 

  γ) 
( )

lim
x

x

x x→ −

+

+ + −

 


1

2

2

5

1 3 2
          δ) lim

x

x

x x→

+
0

21

2ηµ
   

  
 

10. Να αποδείξετε ότι : 
 

  α) lim
x

x
x→



















 =

0

1
0ηµ συν ηµ       β) lim

x
x

x
x

→
+







 + −

 












 =

0

21 1 0ηµ π
 

 
 
11. Να αποδείξετε ότι : 
 

  α) lim , *

x
x

x
IN

→









 = ∈

0

1
0κ ηµ κ       β) lim , *

x
x

x
IN

→









 = ∈

0

1
0κσυν κ  
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12. Η συνάρτηση  f  είναι ορισµένη στο IR και για κάθε x ≠  0 ισχύει : 

 

( )xf x x
x

x− ≤ηµ ηµ2 21
 

  Να βρεθεί το  ( )lim
x

f x
→0

 .  

 
 
13. Έστω συνάρτηση  f  ορισµένη στο IR, η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες : 
 

• ( )lim
x

f x IR
→

= ∈
0

α   και 

• ( )f x x x
x

ηµ συν≥ 2 1
,  x ∈ IR *.  

  
Να προσδιορίσετε το α. 

 
 
 
14. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια : 
 

  α) lim
x

x
x→0

2
3

ηµ
εϕ

                β) lim
x

x

x→

−
0 2

1 2συν
 

 

  γ) lim
x

x x
x x→

−
0

2 6συν συν
ηµ

             δ) lim
x

x

x→

−

−









π

συν

ηµ π
3

1 2

3

 

 
 
15. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια : 
 

α) lim
x

x
x→ −π

ηµ
π

                β) ( )[ ]lim
x

x x
→

−
π

π εϕ
2

2  

 

  γ) lim
x

x x

x→

+ − −
0

4 4ηµ ηµ
           δ) lim

x

x

x→

−
0 2

1 συν
 

 

  ε) lim
x

x

x→ +

−
0

1 συν
              στ)  lim

x

x
x→− +4 4
εϕπ

 

 
 
16. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια : 

 

  α) lim
x

x x
x x→

−
−0 2

εφ
ηµ

              β) lim
x

x x

x x→

−
0

2 2

2 2

2 ηµ
ηµ
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  γ) lim
x

x
x→1

2

ηµπ

συν π
               δ) lim

x

x
x

x

x x→

+

+0

2 1
2ηµ ηµ

εϕ
 

  ε) lim
x

x x

x→

−
0 3

εϕ ηµ
              στ) ( )lim

x

x

x→

+ −
0

3 2

ηµ πηµπ
 

 
 
17. Οι συναρτήσεις  f, g,  είναι ορισµένες στο IR και ισχύουν : 
 

  
( ) ( )

lim
x

g x x xf x

x→

−
0 2

ηµ
 = 1    και    

( ) ( )
lim
x

g x x xf x

x→

+
=

0

1
2

ηµ
ηµ

 

 
  Να υπολογίσετε τα  ( ) ( )lim ,lim

x x
f x g x

→ →0 0
. 

 
 
18. Οι συναρτήσεις  f, g,  είναι ορισµένες στο IR  και ικανοποιούν τις συνθήκες : 
 

• ( ) ( )[ ] 2xg2xf5lim
x

=+
α→

  και 

• ( ) ( )[ ]lim
x

x g x
→

+ =
α

7f 3 1. 

  
Να βρείτε τα :  ( ) ( )lim ,lim .

x x
f x g x

→ →α α
 

 
 

19. Αν ( )f x
x

x
= + +συν α β2

2
  και  ( )lim

x
f x

→
=

0
4 ,  τότε να προσδιορίσετε τις τιµές των  

α,  β, όπου α,β πραγµατικοί αριθµοί. 
 
 

20. Αν  ( )f x
x x

x
= + +λσυν ηµ µ2

2
,  τότε να βρείτε το όριο της  f  στο σηµείο  x0 = 0  

  όταν τα λ,µ είναι πραγµατικοί αριθµοί. 
 
   

21. Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης  ( ) ( )
f x

x x

x
=

+ + −
−

2

2

2 16

4

α
  στο σηµείο  x0 = 2  

  όταν το α παίρνει πραγµατικές τιµές. 
 

 

22. Να προσδιορισθεί ο α ∈ IR, ώστε το  
( )

lim
x

x x

x→

− −
−1

2

2

2

1

ν ν α
  να είναι πραγµατικός 

αριθµός, µε ν ∈ ΙΝ*. 
 

23. Αν  4x
1x

2xx
lim

2

1x
=














β+

−
++α

→
,  τότε να προσδιορίσετε τα  α, β ∈ IR. 
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24. Αν  
( )
( )

lim
x

x x

x→

+ + + +

−
=

2

3

2

1 2

2
6

α β γ
 να προσδιορίσετε τους πραγµατικούς  

αριθµούς   α,β,γ. 
 

25. Αν  
( )

( )
lim
x

x x x

x→

− + + +

−
=

2

3 2

2

2

2
4

α β γ
,  τότε να προσδιορίσετε τους πραγµατικούς  

  αριθµούς α,β,γ. 
 

26. Αν  α + β + γ = 0, να υπολογίσετε το  lim
x

x x
x→

+ +
−1 1

α β γν µ

,  όπου  ν, µ φυσικοί. 

 

27. Αν  ( ) ( )f x
x x

x
f x

x
= + −

−
= +

→

2 3 5
2

5
2

2

2α β και βlim   υπολογίστε τους 

πραγµατικούς αριθµούς α,β. 
 

28. Έστω η συνάρτηση  ( )f x
x

x
= − − ≠α α α

2 2 2

0, . να βρείτε το όριο της  f  στο 

  σηµείο  x0 = 0, για τις διάφορες τιµές του α ∈ IR. 
 

29. Έστω η συνάρτηση  ( )f x
x x

x
= − + −

−

2 2α α α
α

 . Να βρείτε το όριο της  f  στο 

σηµείο   x0 = α όταν α ∈ IR. 
 

30. Αν  ( )f x
x

x
=

+ −

− −

2 2

2 2

4 2α α

β β
 , να βρείτε το όριο της  f  στο σηµείο  x0 = 0 , για  

κάθε   α, β ∈ IR. 
 

31. Αν  ( )
( )

f x

x x
x

x

x x

=
+ +

−
<

− + + ≥









2
2

2

3 2

2

2

α β

α γ

,

,x

  και η  f  στο σηµείο x0 = 2  έχει όριο    

  πραγµατικό αριθµό  L να προσδιορίσετε τους α,β,γ ∈ IR. 
 

32. Θεωρούµε την συνάρτηση  f  µε  ( )
[ )

( ) ( )
f x

x x

x

x

=

+ + ∈ + ∞

+ − + +
−

∈ − ∞










2

2

1

3 1

1
1

α β

α β

,x ,

,x ,
 

  Να προσδιορίσετε τα α, β ∈ IR, ώστε να υπάρχει το όριο της  f, όταν x → 1. 
 

33. Έτω η συνάρτηση  ( )
( )

f x

x
x

x x
x

x
=

+ −
−

>

+ −
−

< <













2
2

2

1
2

0 2
2

α

β
ηµ

,x

,
. 

 

  Να προσδιορίσετε τις τιµές των α,β ∈ IR ώστε η συνάρτηση f να έχει όριο στο  
  σηµείο x0 = 2.  
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ΟΡΙΟ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
όταν  x → ± ∞∞∞∞ 

 

34. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια : 
 

α)  lim
x

x x x
→ + ∞

− + +

 


2 3         β)  lim

x
x x x

→ − ∞
− + +


 


2 3  

 
35. Να υπολογίσετε το επόµενο όριο : 

 

lim
x

x x

x
→ − ∞

+ − +2 2 2 22
1

α α

ηµ
 ,   όπου  α ≠ 0. 

 

36. Να υπολογίσετε το όριο :  lim
x

x
x→ + ∞









ηµ πν ,  ν ∈ ΙΝ*. 

 

37. Να υπολογίσετε το όριο : ( )lim
x

x x x x x
→ + ∞

+ − + + −4 2 32 2 . 

 
38. Για τις διάφορες τιµές του  µ ∈ ΙR,  να βρεθεί το όριο της  f  στο  - ∞   µε   
 

f(x) = 
( ) ( )µ µ

µ

2 21 1 3

2

− + − +

+

x x

x
 

 
39. Για τις διάφορες τιµές του  α ∈ ΙR,  να βρεθεί το όριο της  f  στο  - ∞   µε   

 

f(x) = (αx - 2) α + +
+

−
+









2

1
1

2
2x x

 

 
40. Για τις διάφορες τιµές του  α ∈ ΙR,  να βρεθεί το όριο της  f  στο  - ∞   µε   
 

f(x) = 4 22x x x+ + − α  

 
41. Για τις διάφορες τιµές του  α ∈ ΙR,  να βρεθεί το όριο της  f  στο  - ∞   µε   
 

f(x) = x x x x x2 22 3 4 3 2+ + − + + + α  

 

42. Έστω η συνάρτηση  f(x) = x x x x x2 22 3 9 1+ + + + + − −α β . 

Να προσδιορίσετε τις τιµές των  α, β ∈ ΙR,  ώστε η  f  να έχει στο  -∞ όριο το  2. 
 

43. Αν  f(x) = 
x x x

x x x

2

2

1

4 2

+ + −

+ + −

α

β
,  τότε να προσδιορίσετε τις τιµές των  α, β ∈ ΙR,   

ώστε η  f  να έχει στο   + ∞   όριο   L  ∈ ΙR . 
 
44. Για τις διάφορες τιµές του  α ≠ 0  να βρεθεί το όριο της  f  στο   + ∞   µε   

 

f(x) = α x x x x2 28 4 1+ + − + +  
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45. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι ορισµένες στο  IR  και ισχύουν  : 
 

• ( ) ( )[ ]lim
x

f x g x
→ − ∞

+ =2 0  και ( ) ( )[ ]lim
x

f x g x
→ − ∞

= 0 

 

Να αποδείξετε ότι  lim
x→ − ∞

 f(x) = lim
x→ − ∞

 g(x) = 0. 

 
 

46. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι ορισµένες στο  IR  και ισχύουν  : 
 

• ( ) ( )lim
x

f x
x

x g x
→ + ∞

+ + ⋅







συν 1

1 2 = α ,   α ∈ ΙR, 

• ( ) ( )[ ]lim
x

f x x g x
→ + ∞

+ ⋅ =2 β,   β∈ ΙR, 

 

Να βρείτε τα όρια : lim
x→ + ∞

f(x)  και  lim
x→ + ∞

g(x). 

 
 

47. Να υπολογίσετε τα όρια : 

 α)  
∞+→x

lim συνxx

ηµxx

4 −
+

           β)  
∞+→x

lim x2
x1 4

e −
−

 

 
 

48. Να υπολογίσετε τα όρια : 
 

 α)  
+→0x

lim
7xlnxln

5xln4xln3
2

2

++
+−

        β)  
∞+→x

lim [x – ln(e x + 2)] 

 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ 
ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ    ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
49. Να υπολογίσετε τον αριθµό  κ,  (κ ∈ IR),  ώστε   
 

3x
lim

→

( )
3x

1210x3κx2κx2κ 2222

−
+−−−+

 = 2κ 2 – 5κ + 5 

(Απ.  κ = - 3  ή  κ = ½) 
 
 

50. Να υπολογίσετε το  
∞+→x

lim
2xx

x2x

αe

αe
+

+

+
+

,  για τις διάφορες τιµές του  α > 0. 

 
 
51. ∆ίνεται η συνάρτηση  f :  IR → IR,  για την οποία ισχύει : 
 

ηµ
 2x – 2x (f(x) + x) ≤ f 2(x) ≤ 2(ηµ 2 x – x f(x)) , 

 

 για κάθε  x ∈ IR. Να αποδείξετε ότι  
0x

lim
→

f(x) = f(0) = 0. 

 
 

52. ∆ίνονται οι συναρτήσεις  f, g :  (0, + ∞) → IR,  για τις οποίες ισχύει : 
 

x 2 ( )xg + x 4 f 4(x)  ≤ ηµx  ,  για κάθε  x > 0. 

 Να αποδείξετε ότι  
∞+→x

lim f(x) = 
∞+→x

lim g(x) = 0. 

Όριο 
συνάρτησης 
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53. ∆ίνεται η συνάρτηση  f :  IR → IR,  για την οποία ισχύει : 
 

 
0xx

lim
→

(f 3(x) + λf(x)) = λ + 1,  x0 ∈ IR,  λ > 1. Να αποδείξετε ότι  
0xx

lim
→

f(x) = 1. 

 
 

54. Αν  
∞+→x

lim
( )
x
xf

= 3  και  
∞+→x

lim (f(x) – 3x) = 6,  να υπολογίσετε το όριο : 

∞+→x
lim

( )
( ) 5x4x6xfx2

6x3xfx
32

2

−+−
−−

 

(Απ. 0) 

 
 

55. Αν ισχύει  
∞−→x

lim
( )

( )xf
2xf +

= 3,  να υπολογίσετε το  
∞−→x

lim
( )
( )1xf

5xf
−
+

. 

 

(Υπ.  Είναι  
( )
( )1xf

5xf
−
+

= 
( )
( )

( )
( )

( )
( )1xf

1xf
1xf
3xf

3xf
5xf

−
+⋅

+
+⋅

+
+

 , ... 
∞−→x

lim
( )
( )1xf

5xf
−
+

= 3⋅3⋅3 = 27) 

 
 

56. Αν ισχύει  
0x

lim
→

[f 2(x) + g 2(x) – 4f(x) – 6g(x)] = -13, να υπολογίσετε τα  
0x

lim
→

f(x)   

 και  
0x

lim
→

g(x).                   (Aπ.  2  και  3  αντίστοιχα) 

 
 

57. Αν για τις συναρτήσεις  g, h  ισχύει ότι  
0xx

lim
→

g(x) = 
0xx

lim
→

h(x) = 0,  µε  x0 > 0,   

 g(x) > 0  και  h(x) > 0,  να αποδείξετε ότι :  
0xx

lim
→

( ) ( )
( ) ( )xhxg

xhxg 22

+
+

= 0. 

 
 

58. Αν  f(x) = x 3 – 3x + 2  και  h(x) = I(x – k) f(x)I,  να βρείτε τις τιµές του  k ∈ IR,   

 ώστε να υπάρχει στο  IR  το  
kx

lim
→

( ) ( )
kx

khxh
−
−

. 

(Απ.  k = 1  ή  k = - 2) 

 
 

59. ∆ίνεται η συνάρτηση  g :  IR → IR,  για την οποία ισχύει : 
3x

lim
→

(Ix – 3I g(x)) = 2. 

 

 α) Να υπολογίσετε το  
3x

lim
→

g(x)  , 

 

 β) Να υπολογίσετε το  
3x

lim
→

( ) ( )
( ) 2012xg

4xg2xg
3

23

−
+−

 . 

(Απ. α) + ∞ ,  β)  1) 

 
 

60. ∆ίνεται η συνάρτηση  g  η οποία είναι ορισµένη στο  (-2, 2),  ώστε να ισχύει : 
  

 x 4 g(x) ≥ 4x 2 + 2x + 1,  για κάθε  x ∈ (-2, 0) ∪ (0, 2). Να υπολογίσετε τα όρια : 
 

 α) 
0x

lim
→

g(x)  ,        β)   
0x

lim
→

( ) ( ) ( )




 −++ xg21xg2xg4 2  

 
(Απ.  α) + ∞ ,  β)  ½) 


