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  ΘΕΩΡΗΜΑ  BOLZANO 
ΘΕΩΡΗΜΑ  ΕΝΔΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ 

  ΘΕΩΡΗΜΑ  ΜΕΓΙΣΤΗΣ – ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ  ΤΙΜΗΣ 

 
 
1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   ημx = 2 - 2x  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στα  

 διάστημα  
 

6 4
,









 . 

 
2. Aν  f(x) = 2(x - α)(x - β) + 3(x - β)(x - γ) + 5(x - α)(x - γ)   και  α < β < γ,  να  

 αποδείξετε ότι η εξίσωση  f(x) = 0  έχει ρίζες πραγματικές και άνισες. 
 
 
3. Να δειχθεί ότι η εξίσωση    (x + 1). 3x+1 - 1 = 0  έχει μια πραγματική ρίζα στο  

 διάστημα  (-1, 0). 
(Πανεπιστήμιο Αθηνών, τμηματικές εξετάσεις) 

 
 
4. Να δείξετε ότι η εξίσωση  lnx + αx = 0 ,   με  0 < α < e  έχει μια μόνο ρίζα στο  

 διάστημα  
1
1

e
,









 . 

 
5. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x6 - 6 = 4x  έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 
 
 
6. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και  f(α)   f(β),  να  

 αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  x0  (α, β),  ώστε :  f(x0) = 
   f f 

2
. 

 
 
7. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0, 1],  με  f(0) = α  και  f(1) = β,   
 όπου  α, β  (0, 1),  να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f(x) = x  έχει μια τουλάχιστον  
 ρίζα στο διάστημα  (0, 1). 
 
 
8. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f : [0, 1]   [0, 1],  δηλ. με πεδίο ορισμού το  [0, 1]   

 και σύνολο τιμών το ίδιο κλειστό διάστημα. Έστω επίσης η  f  να είναι συνεχής  
 στο  [0, 1], να δείξετε τότε ότι υπάρχει ένα  x0  που να ανήκει στο  [0, 1],  τέτοιο  
 ώστε :    f(x0) - x0 = 0 

(Πανεπιστήμιο Paris I ) 
 

Α Ν Α Λ Υ Σ Η
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9. Αν  p, q  IR  με  p > 0  και  q > 0  και η συνάρτηση  f :  [α, β]   IR  είναι  

 συνεχής με  f(α)   f(β),  να δείξετε ότι υπάρχει  x0  (α, β)  ώστε : 
 

f(x0) = 
   p f q f

p q

  



 
 

 

 Να διαπιστώσετε ότι για  p = q = 1  αποδεικνύεται η άσκηση 6 / σελ. 1 
 
 

10. Θεωρούμε την εξίσωση  
x

x

x

x

6 121 1






 
 = 0,  όπου  α < β  και  x  α,   x  β .  

 Να δείξετε ότι η εξίσωση έχει τουλάχιστον ρίζα πραγματική στο διάστημα (α, β). 
 
 
11. Να δείξετε ότι η εξίσωση   x4 + (α2 - 2)x2 + (α - 1)x - α2 = 0,  με  α  IR*  έχει μια  

 τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (0, 2). 
 
 
12. Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0, 1]  και για κάθε  x  [0, 1]   
 ισχύει  -1 < f(x)  0.   Nα αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο   

 c  [0, 1)  τέτοιο ώστε  :    
(f(c))2 + f(c) + c = 0 

 
 

13. Να δείξετε ότι η εξίσωση  x5 + x2 + x + 1 = 0  έχει πραγματική ρίζα. 
 
 

14. Οι συναρτήσεις  f, g : 

 είναι συνεχείς στο διάστημα  Δ = [α, β] 

 f(Δ) = g(Δ) = [α, β]  δηλ.τα σύνολα τιμών τους είναι ίσα με το  Δ 
 

 Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  ξ  [α, β]  ώστε  f(g(ξ)) = ξ. 
 
 
15. Να δείξετε ότι η εξίσωση   (x - β)(x2κ + 1) + (x - α)(x2λ + 1) = 0  με  α < β  και   

 κ, λ  ΙΝ*, έχει μια ρίζα στο διάστημα  (α, β). 
(Αμερικάνικο Κολλέγιο Κωνσταντινούπολης) 

 

 
16. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς στο διάστημα  [α, β]  και  g(x)  0  για κάθε   

 x  [α, β] . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα  ξ  (α, β)  τέτοιο ώστε : 
 

 
 

f

g



    







1 1
 

 
 

17. Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και ισχύουν ότι  αβ > 0  και   

 f( [α, β] ) = [α, β]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  γ  [α, β]  τέτοιο ώστε  γf(γ) = αβ . 
 
 

18. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f(x) = 
x3

16
- ημ(πx) + 7. Να εξετάσετε αν η συνάρ- 

 τηση  f  παίρνει τη τιμή  
7

2
  στο διάστημα  [-4, 4]. 
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19. Δίνεται η συνάρτηση  f : [0, 2π]   IR  με τύπο  ψ = f(x)  που είναι συνεχής.  

 Αν  f(0) = f(2π) ,  να δείξετε ότι υπάρχει  x0  (0, π),  ώστε  f(x0) = f(x0 + π).  
 Δίνεται ότι  f(0)   f(π). 

 
 
20. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : [0, 1]   (0, 2). Να αποδείξετε ότι υπάρχει   

 ξ  (0, 1)  τέτοιο ώστε  f 2 (ξ) = 2f(ξ) – 3ξ. 
 
 
21. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : IR   IR ,  τέτοια ώστε για κάθε  x  IR,  

 να ισχύει :  f 3 (x) + βf 2 (x) + γf(x) = x 3 – 2x 2 + 6x – 1,  με  β, γ  IR  και  β2 < 3γ. 
 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f(x) = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στo διάστημα   
 (0, 1). 
 
 
22. Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  IR  και για κάθε  x  IR  ισχύει   
 

f(x) + f(x + 1) = 0. 
 

 Nα αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ  [α, α + 1],  α  IR  τέτοιο ώστε να ισχύει   
 f(ξ) = f(ξ + 1). 

 
 
23. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g  στο IR ,  για τις οποίες ισχύει : 
 

 f(α) = α – 1 

 f(α + 1) = α 

 α < g(x) < α + 1,   για κάθε  x  IR   
 

 Να αποδείξετε ότι για κάθε  α > 1  υπάρχει  x0  (α, α + 1)  τέτοιο ώστε : 
 

f(x0)g(x0) = x0
2 – x0 

 
 

24. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g : [α, β]  IR ,  για τις οποίες ισχύει : 
 

f(α) = α ,  g(β) = β  και f(x) > g(x),  για κάθε  x  [α, β] 
 

 Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  x0  (α, β)  τέτοιο ώστε : 
 

ρf(x0) + (1 – ρ)g(x0) = x0   με  0 < ρ < 1. 
 
 
25. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g  στο IR ,  για τις οποίες ισχύει : 
 

f 2 (x) – g 2 (x) = - 5x και f(x) > g(x),   για κάθε  x  IR. 
 

 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f(x) + g(x) = 0  , έχει μια τουλάχιστον ρίζα σε  
 οποιοδήποτε διάστημα  (α, β),  με α < 0  και  β > 0. 
 
 
26. Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση  f : [α, β]   IR ,  με τύπο  ψ = f(x).  

Aν  f(x)  0  για κάθε  x  [α, β],  τότε να δείξετε ότι το πρόσημο της  f(x)  είναι 

σταθερό για κάθε  x  [α, β]. 
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27. Έστω η συνάρτηση  f  να είναι συνεχής στο  [-1, 1]  ώστε :  x2 - x + [f(x)] 3 = 6.  
 Να δείξετε ότι η  f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα  (-1, 1). 
 
 

28. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g, h : [2010, 2014]  [2010, 2014],  με  f  να  
 είναι γνησίως αύξουσα και  g  γνησίως φθίνουσα στο  [2010, 2014].  
 Επιπλέον ισχύουν οι σχέσεις : 
 

 f([2010, 2014]) = g([2010, 2014]) = [2010, 2014] 

 h(2010) = 2014 

 h(2014) = 2010 
 

 Να αποδείξετε ότι υπάρχει αριθμός  ξ  (2010, 2014)  τέτοιος ώστε   
 

f(g(h(ξ))) = g(f(ξ)). 
 
 

29. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g, h : [α, β]  IR ,  όπου  α, β  (0, +),  με   
 β > 4α. Έστω ότι για τα σύνολα τιμών των  f, g, h  ισχύει : 
 

f([α, β])  








4

β
,

8

α
  ,  g([α, β])  









8

β
,

2

α
  ,  h([α, β])  









8

5β
,

8

3α
 

 

 Να αποδείξετε ότι υπάρχει αριθμός  ξ  [α, β]  τέτοιος ώστε  f(ξ) + g(ξ) + h(ξ) = ξ. 
 
 
30. Έστω μια συνάρτηση  f  συνεχής στο  Δ = [0, 5]  και γνησίως μονότονη στα  
 διαστήματα  [0, 2], [2, 4], [4, 5]. Αν  f(0) = 1,  f(2) = - 2,  f(4) = 3  και  f(5) = - 4,   
 να βρεθούν : 
 
 α) η μονοτονία της  f, 
 
 β) το σύνολο τιμών της  f, 
 
 γ) το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  f(x) = 0  στο διάστημα  Δ. 
 

(Απ.  β)  [- 4, 3]  γ) 3 ακριβώς) 
 
 

31. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f  ορισμένη στο  [1, 4],  η οποία είναι γνησίως  
 αύξουσα και ισχύει  f 2 (1) + f 2 (4) = 2f(4) – 6f(1) – 10.  
 Να βρεθεί το σύνολο τιμών της  f. 

(Απ.  [-3, 1]) 
 
 

32. Μια συνάρτηση  f : IR  IR * είναι συνεχής και ισχύει  f 2(x) = x 4 + 2x 2 – 4f(x) – 3,   
 για κάθε  x  IR . Nα βρεθούν : 
 
 α) το  f(1)          β)  ο τύπος της  f.  
 

(Απ. α)  f(1) = - 4,  β)  f(x) = - x 2 – 3 ,  για κάθε  x  IR ) 
 

 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1ο  Συναρτήσεις  -  Όρια  -  Συνέχεια     (Νο  4) 

 

ΣΕΛΙΔΑ  5 
exan+1_4(Bolz)/CL 

33. Έστω  f1(x), f2(x)  συνεχείς συναρτήσεις στο  IR,  για τις οποίες ισχύουν : 
 

 (f1 o f2)(x) = (f2 o f1)(x),  για κάθε  x  IR . 

 Η εξίσωση  f1(x) = f2(x)  είναι αδύνατη στο  IR. 
 
 Να δείξετε ότι η εξίσωση  (f1 o f1)(x) = (f2 o f2)(x), είναι αδύνατη στο  IR.  
 
 

34. Δίνεται η συνάρτηση  f : IR   IR ,  τέτοια ώστε  f(x)  0 ,  για κάθε   x  IR  και   

 f(α) + f(β) + f(γ) = 0,  με  α, β, γ  IR  και  α < β < γ.  
 Να αποδείξετε ότι η  f  δεν είναι συνεχής. 
 
 

35. Έστω συνάρτηση  f : [2, 3]  IR  τέτοια ώστε : 
 

 f(2) = 2 και f(3) = 3 

 f 2 (x) – 3f(x) = x 2 – 2x,  για κάθε  x  (2, 3). 
 
 Να αποδείξετε ότι η  f  δεν είναι συνεχής. 
 
 
36. H συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και γνησίως φθίνουσα στο  [α, β]. 

 Να δείξετε ότι υπάρχει αριθμός  x0  (α, β)  ώστε  f(x0) = 

   

3

2

βα
fβfαf 







 


. 

 
 
37. H συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [2, 10].  

 Να δείξετε ότι υπάρχει αριθμός  x0  [2, 10]   ώστε  f(x0) = 
     

10

8f26f533f 
. 

 
 
38. Η  f  συνάρτηση είναι συνεχής και θετική στο  [α, β]. Να δείξετε ότι : 
 
 α) Η  f  έχει ελάχιστο  m  και μέγιστο  Μ  στο   [α, β]. 
 

 β) m 3  f(α)  f 






 

2

βα
  f(β)  Μ 3. 

 

 γ) Η εξίσωση  f 3 (x) - f(α)  f 






 

2

βα
  f(β) = 0,  έχει τουλάχιστον μια λύση στο  

  διάστημα  [α, β]. 
 
 
39. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : [α, β]   IR ,  τέτοια ώστε, για κάθε  α, β  IR   

 να ισχύει :  f(α) = f 






 

3

2βα
. 

 Να αποδείξετε ότι υπάρχει αριθμός  ξ  [α, β]  τέτοιος ώστε  f(ξ) = f 









3

α-β
ξ . 
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40. Για τις συναρτήσεις  f, g  ισχύουν  
  

 είναι συνεχείς στο διάστημα  [α, β] 

 f(x)   g(x)  για κάθε  x  [α, β] 

 f(α) = α   και    g(β) = β , 
 
 Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  ξ  [α, β]  τέτοιο ώστε να ισχύει : 
 

f(ξ). ημ2ξ + g(ξ). συν2ξ = ξ     όπου  α, β  0
2
,








 . 

 
 
41. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : [α, β]   IR ,  τέτοια ώστε για κάθε  x  [α, β],  

 να ισχύει :  xημx - αημα   f(x)   x3 - βx2 + β(x - β). Να δείξετε ότι η εξίσωση   
 f(x) = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  [α, β]. 

 
 
42. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : IR   IR ,  τέτοια ώστε για κάθε  x  IR,  

 να ισχύει :  f(x) + e f(x) = 5 – 4x  και f(1) = 0. 
  
 Nα αποδείξετε ότι : 
 

 α) Η  f  αντιστρέφεται. 
 

 β) Η εξίσωση  (f o f)(x) – f(5 – 10x 3) = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  (0, 1). 
 
 

43. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : [α, β]   IR,  με  f(α) = β   και   f(x)f(f(x)) = γ,   

 για κάθε  x  [α, β], όπου  1 < α < γ < β. Να βρείτε τις τιμές  f(β),  f(γ). 

(Απ.  f(β) = 
β

γ
,  f(γ) = 1) 

 Εφαρμογή της προηγούμενης άσκησης είναι η επόμενη : 
 

 Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : [2, 10]   IR,  με  f(2) = 10   και   f(x)f(f(x)) = 5,   

 για κάθε  x  [2, 10]. Να βρείτε τις τιμές  f(10),  f(5). 

(Απ.  f(10) = 
2

1
,  f(5) = 1) 

 
  

44. Έστω οι συναρτήσεις  f(x) = x 4 + λx + e  και  g(x) = - x 4 + λx + e ,  λ  IR. Aν η  
 γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το  (ρ1, 0)  και της  g  από το  (ρ2, 0),   
 με  ρ1 < ρ2,  να δείξετε ότι το διάγραμμα της συνάρτησης  φ(x) = αf(x) + βg(x),   
 όπου  α, β  θετικοί αριθμοί, διέρχεται από ένα τουλάχιστον σημείο  (ρ, 0),  με   
 ρ1 < ρ < ρ2. 

 
 

45. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f, g  : [0, + )  (0, + ),  για τις οποίες ισχύει: 
 

 g(x) = f(x)(λ – x),   λ > 0 

 f(x)  0,   για κάθε  x  0 
 

 Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον σημεία Α(x1, g(x1))  και  Β(x2, g(x2))   

 με  x1, x2  (0, + )  και  x1 + x2 = λ,  για τα οποία ισχύει  ΑΒ // x΄x. 


