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(ΝΑ ΛΥΘΟΥΝ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ) 

 
1. Έστω  f  συνάρτηση συνεχής στο [1, +∞)  τέτοια ώστε : 
 

f 2 (x) + 1 = lnx + 2 f(x)  και f(x) ≠ 0,  για κάθε  x ≥ 1. 
 

 α) Να δείξετε ότι η  f  είναι  1 – 1. 
 

 β) Να βρείτε τον τύπο της  f – 1 . 

 γ) Να υπολογίσετε το α ∈ [1, + ∞)  αν   ln
( )
( ) 









+

+
22

2

αf1

2αf1
 = 0. 

 δ) Να υπολογίσετε τα όρια : ι)  
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f – 1 (x) . 

 (Απ.  β) f – 1 (x) = ( )21xe − ,  γ) α = 2,  δ)ι) 1,  δ)ιι) e) 
  
 
2. Έστω η συνεχής συνάρτηση  f  ορισµένη στο  [3, 6]  για την οποία ισχύουν : 
 f(x) ≠ 0,  για κάθε  x ∈ [3, 6]  ,   f(3) > 0  και  f(3) ⋅ f(4) = f(5) ⋅ f(6) . 
 

 α) Να δείξετε ότι  f(x) > 0 , για κάθε  x ∈ [3, 6] . 
 

 β) Να δείξετε ότι υπάρχουν  x1 ∈ [3, 4]  και  x2 ∈ [5, 6]  τέτοια ώστε : 
  (f(x1))

 2 = f(3) ⋅ f(4)  και  (f(x2))
 2 = f(5) ⋅ f(6)  . 

 

 γ) Να εξετάσετε αν η  f  αντιστρέφεται. 
(Απ. Β. γ)  η  f  δεν αντιστρέφεται) 

 
 
3. ∆ίνεται η συνάρτηση   f  η οποία ορίζεται και είναι συνεχής στο [0, 2]  και ισχύει : 

 

f(0) + 2f(1) + f(2) = 0. 
 

 α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης  g(x) = f(x) + f(x + 1)  και αν  
  δείξετε ότι είναι συνεχής σ΄αυτό. 
 

 β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση  g  παίρνει τη τιµή  0. 
 
 
4. Αν η συνάρτηση  f : [α, β] → IR  είναι συνεχής και  1 – 1, τότε να δείξετε ότι η  f   
 είναι γνησίως µονότονη στο  [α, β]. 

 
(Υπ.  έστω ότι η  f  δεν είναι γν. µονότονη στο [α, β],  ... , x0 < x1 < x2  ,…, h(x) = f(x) – f(x0)) 
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5. Για τη συνάρτηση  g : [α, β] → IR  ισχύει ότι   g(x) = f(x) + 
( ) ( )

βα

βfαf
−
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(x – α)  ,   

 όπου  f  είναι µια συνεχής στο  [α, β]  συνάρτηση µε  f(α) ≠ 0. 
 

 α) Να δείξετε ότι η  g  είναι συνεχής στο  [α, β]  και ότι υπάρχει αριθµός   
  ξ ∈ (α, β),  τέτοιος ώστε  g(ξ) = 0. 
 

 β) Να δείξετε ότι ισχύει  :  
( )

=
− αξ

ξf ( ) ( )
α-β

βfαf +
. 

 

 γ) Να δείξετε ότι :  f(α) ⋅ g(α) = g 2 (β). 
 
 
6.  ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : (0, + ∞) → IR  για την οποία ισχύει ότι     
 
 f 3 (x) + xf(x) + x 3 = 0 ,  για κάθε  x ∈ (0, + ∞). 
 
 α) Nα δείξετε ότι η  - x 2 < f(x) < 0. 
 
 β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  6 – xf(x) = x 2 + 5x  έχει µια τουλάχιστον λύση  
  στο διάστηµα  (1, 2). 

 γ) Να υπολογίσετε το όριο   
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 δ) Να υπολογίσετε τα όρια 
+→0x

lim
( )
x
xf

 και 
+→0x

lim
( )

2x

xf
 

(Απ.  γ)  0,  δ)  0,  - 1) 
 
 
7. Έστω η συνάρτηση  f : (0, + ∞) → IR  για την οποία ισχύει ότι     
 

f (x + lnx + e x) = f(x) + lnf(x) + e f(x) ,    για κάθε  x ∈ (0, + ∞). 
 

 α) Να δείξετε ότι η εξίσωση  lnx + e x = 0 , (1)  έχει µοναδική λύση στο  (0, + ∞). 
 
 β) Αν  ρ  είναι η ρίζα της παραπάνω εξίσωσης  (1),  τότε να δείξετε ότι  f(ρ) = ρ. 
 
 γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση  (f o f)(x) = x,  έχει µια τουλάχιστον ρίζα. 

 
 

*8. ∆ίνεται ο µιγαδικός αριθµός  z  και η συνάρτηση   f µε τύπο  : 
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  για την οποία υπάρχει το  
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f(x). 

 
 α) Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του  z  είναι ευθεία, της  
  οποία να βρείτε την εξίσωση. 
 
 β) Αν ο ζητούµενος  γ.τ.  είναι η ευθεία  ε : x – y – 6 = 0, να υπολογίσετε την  
  ελάχιστη τιµή του  z . 
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 γ) Αν ισχύει ότι  z  ≥ 3 2 ,  να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας  

  αριθµός  ξ ∈ (0, 2)  τέτοιος ώστε  ξ ⋅ e ξ – 2 = ξ ⋅ z  - 6. 

 
 
9. ∆ίνεται η συνάρτηση  f  συνεχής στο  [0, θ],  θ > 0  µε  f(0) = f(θ). 
 

 α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης  g(x) = f(x) - f 
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 β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  ξ ∈ 
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10. Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : IR → IR  τέτοια ώστε : 
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 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f(x) + x 2013 = 0,  έχει µια τουλάχιστον πραγµατική  
 ρίζα. 
 
 

11. Αν  f(x) = ( )xP
1xαx2 −+

, όπου  Ρ(x)  πολυώνυµο  και  α ≠ 0  και ακόµα : 

 
 

∞+→x
lim f(x) = 1  (1) ,  f(0) = 1  (2) ,  
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f(x) = 3  (4) ,  τότε : 

 
 α) Να δείξετε ότι το  Ρ(x)  είναι δευτεροβάθµιο πολυώνυµο. 
 
 β) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

(Απ.  f(x) = 
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12. Έστω  f  µια συνάρτηση συνεχής στο  x0 = 1  µε   
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 Να δείξετε ότι : 
 

 α) l  = 0 ,  β)  f(1) = 1 ,  γ)  
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Οι ασκήσεις µε * είναι εκτός ύλης. 


