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(NAAYOOYN META AMO TIZ ANTIZTOIXEZ TOY BIBAIOY)

BAZIKA OEQPHMATA AIA®OPIKOY AOrIzMOY
ROLLE - MEZHZ TIMHZ (LAGRANGE)

a) Na dei€ete 611 N e€iowon x +ax+B=0 pe ve IN', a,B e IR éxel duo
TO TTOAU dlaopeTIKEG piCeg aTo IR.
B) Na Sei€ete 611 n e€iowon x2*' +ax+B=0 pe ve IN', a,B e IR éxel
TPEIG TO TTOAU BIAPOPETIKES PiCes oTo IR.

Na dei€ete 611 N e€iowon x> —3x+a=0 pe a e IR, éxel To TTOAU pia pia
oto didoTnua (-1, 1).

a) Av 1o TToAuwVUpo f(X) = ax ¥ + avx '™t + ... + a;x éxel pifa BeTIKA p TOTE
va O¢gigeTe 0TI TO TTOAUWVUPO f'(X) €xel pida BETIKA Kal HAAIOTA PIKPOTEPN TOU
p.

B) Av 10 TTOAUWVUPO f(X) = aX ¥ + ay. X" + ...+ aiX + 0 ME O, = 0, éxel v
akpIBwWG dlapopeTikéS pieg oTo IR, TOTE TO TTOAUWVUMO f'(X) Ba €xel v—1
aKPIBWGS dIaPopeTIKES Pileg oTo IR.

(Armado Rosa “Algebra”)

Av 10 TToAUwvupo f(x) €xertnv f(x) >0 f f(X) <0 yiakdbe x e IR, TOTE
va OeigeTe 0TI To f(X) €x€l TO TTOAU pia pifa oTo IR.

Av n ouvaptnon f eival 2 @opég TTapaywyioiun oto didotnua [a, y] Kai
ioxuouv f(a) =f(y) kai f'(a)=f(y) =0, va amodeigere 6TI UTTAPYXOUV dUO
TOUAAYIOTOV onueia Xi, X, € (a, y) Té€To1a woTe (X)) = f7(Xo).

Na Sei€ete oTi N e€iowon ae ™ —Be *— e + e =0 éxel wia TouhdyioTov pica
oto didotnua (0, 1).
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10.

11.

12.

Otwpoupe TIG ouvapTioelg f Kal g TTou gival ouvexeig oTo didoTnua [a, ]
KAl TTapaywyicipeg oto diaotnua (a, B). Aivetar akéua o1 f(a) = f(B) = 0,

g(a)g(B) =0, ' (x)g(x) —f(x)g’(x) =0, yia kdBe x e (a, B).
Na &¢icete o1 UTTAPXE! éva TouAdxioTov & e (a, B), TéTolo woTe g(€) = 0.

(U of O)

Aivovtal Ta TTohuwvupa f(x), g(x) kar h(x). Eivai:

9(x) = h()f"(x) = h"(f(x)

Av g(X) =0, yia kdBe x e IR, va deigeTe OTI PeTAEU BUO TTPAYUATIKWY PIWV

P1, P2 Tou f(x) TepIExeTal pIa TOUAGXIOTOV pida Tou h(X).
(©épa E.M.E.)

Aivetal n ouvaptnon f: IR — IR , TTou €ival OUVEXNG KAl TTOPAYWYioIun OTO
oldotnua [a, B] kai f(a) =f(B) = 0.

f(x)

0

a) Na deifete 611 yia Tn ouvdptnon g, HE TUTTO g(X) =

Kal Xq ¢ [a, B]
uttdpxel apiBuég € e (a, B), Tétolog wate g'(€) = 0.
B) Na deigeTe OTI N e@aTtToévn euBeia (€) Tou dlaypdupaTog TG f oTo oneio

M(g, f(€¢)) TTepvd atrd To onuegio N(xo , 0).

(©¢pa MaveAAnviwv E¢etdocwv)

Aivetal n Tapaywyioiun cuvaptnon f oto [2, 3] kai ue ouvexn mapdywyo GTo

[2, 3]. Emiong 1oxUouv 611 f(3) =f(2) + % kai f'(2) > 6. Na d¢igete o1 :

a) YTapxel apiBpds Xo € (2, 3) TET010G WOTe f'(Xo) = Xo°.

B) Ymdapxel apiBudg ¢ € (2, 3) té€To10G woTte f'(¢) = 3¢.

H ouvaptnon f eival cuvexng oto [a, B] kal TTapaywyioiun oto (a, B).

a) Na deigete 611 UTTAPXEl P € (a, B), TETOIO TTOU :

—(2p-a-B(p)
(P-a)o-B)

B) Avakoua a>0,B>0 kal f(B) =0, va &¢icete oI uTTApPXEl P < (a, B),
TETOIO WOTE :

f(p) =

[f'(p)(p — a) + f(p)]p = f(p)(p — @)

Aivetal n ouvaptnon f, opiopévn oto [1, 2], 800 QOPES TTapAYWYICIUN KE
f'(x) 0, f(x) >0, yiakaBe x e [1, 2] kai f(1)-f(2) =f(1)f(2) .
Na dei€eTe 6T UTTAPXEl € € (1, 2), TéTolo WoTe [f'(€)]? = f(§)F"(€).
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13. Aivetal n ouvdaptnon f, Tapaywyioiuyn oto [0, 1], pe f(1) —f(0) = 1.
Na atrodeiteTe OTI :

a) Ymdapxel 8 € (0, 1) téroio, worte f(8) =2 — 26.

f0)-f(¢)

B) Ymapxel ¢ < (0, 1) 1€T1010, WOTE (§) = T

14. Avnouvéptnon f eival mapaywyioiun oto didotnua [0, 1] kai ioxver :
o f(0)=0 kai

e f(1)=1, vaamodeiceTe O :

a) uttdpxel onueio y < (0, 1), worte f(y) =

N |

B) umapxouv onueia a e (0,y), B e (v, 1), wote ——+—~=2.

11
fla) (@)

15. Aivetal n mapaywyioiun ouvdptnon f oto [a, B], yia Tnv otroia iIocxUouv
f(a) = B + 4a, f(B) = a+ 4B. Na d¢ciete 6T UTTApPYOUV &1, &), &3 € (a, B) TETOIO

WOoTE :
(1) + 1'(82) + 1'(83) = 9.

16. Na atodeigeTe TIG ETTOPEVES AVIOOTNTEG :

1 - 1
a) 5 <€(P[3 £(pa< ™~ 0£(:1<B<E
ouvea B-a ouv 2
ef —e®
B) e< <eP, yiakdBe a,B IR, a<p

Y) i<In(l+ij<1, yia a>0
a+1 a a

5) \/v+1—\/7<2i, v elN, v>p2.
v

17. Osewpoupe Tn ouvdpTtnon f, Tmou gival ouvexng oto [a, B] Kai TTapaywyiciun
oto (a, B).

A. Av f(x) >0, yia k&Be x < [a, B], TOTE UTTAPXEI & < (O, B), WOTE :

f(§) _Inf(a)-Inf(B)
() a-p
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B. Na kdBe x e [a, B], 161 UTTAPXEI & < (O, B), WOTE :

Fee©= e -e"
B-a

18. Aiverai ouvdaptnon f, dUo @opég TTapaywyioiun oto IR kal euBeia €, n otroia
TéEuvel TN C; o€ Tpia dia@opeTikA onueia A(Xq, f(X1)), B(Xa, f(X2)), T'(Xs, f(X3)).
Na atrodeiete 611 uTTApxel apiBudg € e IR TETOI0, WoTe f7(€) = 0.

19. Aiverai ouvdaptnon f, d0o @opég TTapaywyioiun oto [2, 6] yia Tnv oTroia
Ioxuel 2f(4) = f(2) + f(6). Na deigete 0TI UTTAPXEI Xo € (2, 6) TETOIO, WOTE
f"(xo) = 0.

20. Aivetai ouvdptnon f, Tapaywyioiuyn oto [-2, 2], ge f(-2) =2 kai f(2) = 6.
Na atmrodeifeTe 611 :

a) Ymapxel p € (-2, 2) 1€t010, wote f(p) =4 —p.

B) Ymdapxouv apiBuoi &, &, € (-2, 2) Tétoiol woTe : (&) () = 1.

21. Houvdaptnon f eival Tapaywyioiyn oto IR kai n cuvdptnon f° eivar 1 - 1.
Na &¢icete 611 KABE e@aTtTouévn TNG C; £XEl JOVadIKO KoIvo onuegio e Tnv Cy.

22. Mia ouvdprnon f eivar ouvdptnon Lipschitz oe didornua A, 161¢ KaI uévo
T0TE OTAV UTTAPXEl apIBUOS OTaBepdc A (A >0 ), TéTOIO WOTE ©

[ £(x,) = f(x2)| S A X = X5 |, VIQKGBE X4, X2 € A.

(AnA. o1 ouvaprnoeig Lipschitz oéva didatnua A, €ivai ekeives o1 CUVAPTATEIS TTOU EXOUV
ppayuévo Adyo peraBoAng. lNa 1ic ouvaptAoeis autéG ammodEIKVUETal OTI Eival GUVEXEIS OTO A,
aAAG Ox1 kat ‘avdykn Tapaywyiciues o auto. 2T1o emouevo mpoLAnua diveral uia ikavr) ouvenkn
warTe pia rapaywyioiun cuvaprnon f va eivar ouvaprnon Lipschitz).

a) Aivetal n ouvexng oto [a, B] ouvdptnon f, TTou gival kKal TTapaywyioiun
oto (a, B). Av |f'(x)| < A, viakaBe x e (o, B), A>0 kai &, & «(a, B), va
SeiceTe OT 11(6,)—1(62)| <N € -, |

B) Av nouvaptnon f eivar mapaywyioiun oto [0, 1], f(X) > K, yia kK&GOe

X € [0,1], k>0 kai f(0) =0, va d¢i¢ete 6T UTTGPXEI DidoTnua [a, B] < [0, 1],

ME B—a = ; wote: f(x) > , Yla kébe x e [a, Bl

K
2

23. Aivetai n cuvdptnon f, Tapaywyiciun oTo IR, Tnv otroia 16x0el f'(x) > x? + 1,
yia kdBe x € IR. Na atmodeitete 611 lim f(x) = + o0 .
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