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ασκήσεις 

 (ΝΑ ΛΥΘΟΥΝ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ) 

 
 

ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ  MEΣHΣ TIMHΣ  (LAGRANGE) 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ  -  ΑΚΡΟΤΑΤΑ  -  ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 

 
1. Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  (0, +)  με  f(x)  ΙR  για την οποία  
 ισχύει  f(1) = - 3  και :  f΄(x)x – f(x) = 2x lnx   ,   για κάθε  x > 0. 
 

 α)  Να βρείτε τον τύπο της  f. 
 

 β)  Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
 
 
2. Έστω η συνάρτηση  f  με  f(x) = x + 1 + lnx ,  x > 0. 
 

 A. ι)  Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
  ιι)  Να υπολογίσετε το πεδίο τιμών της  f. 
  ιιι)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f(x) = 0  έχει μοναδική θετική ρίζα το  x0. 
 

 B. Δίνεται η συνάρτηση  g  με  g(x) = 
1x

xlnx


 ,  x > 0. 

 ι)  Να αποδείξετε ότι η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο  [x0 , + ). 
 ιι)  Να αποδείξετε ότι ο αριθμός  x0  είναι ρίζα και της εξίσωσης  g(x) + x = 0. 
 
 

3. Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  [0, +)  με  f(0) = 1  και  f΄(x) > f(x)  για  

 κάθε  x  0. 
 

 α)  Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης  g  με  g(x) = f(x)e – x . 
 

 β)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  x > 0  ισχύει  f(x) > e x. 
 

 γ)  Αν  f(1) = 2e,  να δείξετε ότι υπάρχει  ξ  (0, 1),  ώστε να ισχύει :   
  f΄(ξ) < e + f(ξ).  
 
 

4. Οι συναρτήσεις  f, g : IR  IR  είναι παραγωγίσιμες και ισχύει  f(0) = g(0) = 0  
 επίσης : 

f΄(x) = 2x  e – f(x) και ex 
 g΄(x) = ex + 1 ,  για κάθε  x  IR. 

 
 α)  Να βρείτε τους τύπους των  f, g  συναρτήσεων. 
 

 β)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση  h(x) = f(x) + g(x)  ως προς τη μονοτονία. 
 

 γ)  Να λύσετε την ανίσωση  e x [ln(x 2 + 1) + x + 1]  1.   
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5. Δίνεται συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη και συνεχής στο [0, + )  και για κάθε   

 x > 0  ισχύει  f΄(x) < x.  Aν  f(0) = 1,  να αποδείξετε ότι είναι  f(x)  
2

x2

 + 1. 

 
 

6. Έστω η συνάρτηση  f : IR  IR  με συνεχή παράγωγο στο  IR,  f(0) = 0  και για  

 κάθε  x  IR  να ισχύει : 
f(f(x)) + x = 2f(x) 

 Να αποδείξετε ότι : 
 
 α)  η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR , 
 
 β)  f΄(0) = 1. 
 
 
7. α)  Να μελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτησης  f  με τύπο   
  f(x) = α x – x ,  0 < α < 1. 
 
 β)  Να βρείτε τις τιμές του  λ  ΙR  για τις οποίες ισχύει : 
 

2λ4λ αα
2   = (λ2 – 4) – (λ – 2)  ,   0 < α < 1 

 
 
 

8. α)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  x (0, 1)  (1, + )  ισχύει :  xlnx > x – 1. 
 

 β)  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση με τύπο  f(x) = 
1x

xln


. 

 
 γ)  Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό  κ,  ώστε : 
 

(1 + κ) 2  ln(κ 2 + 5) = (κ 2 + 4)  ln(κ 2 + 2κ + 2) 
 
 

 

9. Δίνεται συνάρτηση  f : (e, + )  IR   και συνάρτηση  g : (e, + )  (0, + )   

ώστε να ισχύει  f(x) + ln(g(x)) = 0, όπου  g(x) = x f΄(x)  για κάθε  x > e  και   
 f(e 2) = 0. 
 
 α)  Να βρείτε τον τύπο της  f. 
 
 β)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα και να βρείτε το πεδίο τιμών  
  της. 
 
 γ)  Να εξετάσετε την ύπαρξη των ριζών της εξίσωσης  f(x) = 0. 
 
 
10. Έστω η συνάρτηση  f  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  [α, β].  
 Αν για κάθε  x  [α, β]  είναι  f΄΄(x) < 0  και ισχύει  f(α) = f(β) = 0,  να δείξετε ότι  
 για κάθε  x  (α, β)  ισχύει  f(x) > 0. 
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11. Έστω η συνάρτηση  f  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  IR  η οποία 
στη θέση  x0  παρουσιάζει μοναδικό τοπικό ακρότατο το  0. Αν για κάθε  x  IR  
ισχύει : 

 f΄΄(x) > 4f΄(x) – 4f(x)  και είναι η συνάρτηση  g  με  g(x) = 
 

x2e

xf
 , για κάθε  x  IR,   

 

 α)  να βρείτε το είδος του ακρότατου και να δείξετε ότι  g(x)  0,  για κάθε x  IR,   
 

 β)  να δείξετε ότι για κάθε  x  IR  ,  είναι  f(x)  0. 
 
 

12. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : IR  IR  τέτοια ώστε για κάθε  x  ΙR να  
 ισχύει : 

f 3 (x) + f(x) = e x – e – x  – 2 
 
 Nα αποδείξετε ότι η  f  δεν έχει ακρότατα. 
 
 

13. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : IR  IR  τέτοια ώστε για κάθε  x  ΙR να  
 ισχύει : 

f 3 (x) + 3f(x) = x 3 – 3x 2 + 6x – 2  
 
 Nα αποδείξετε ότι η  f  δεν έχει ακρότατα. 
 
 

14. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : IR  IR  τέτοια ώστε για κάθε  x  ΙR να  
 ισχύει : 

f 3 (x) + f 2(x) + f(x) = x 2 
 
 Να αποδείξετε ότι η  f  έχει ένα μόνο ακρότατο του οποίου να βρείτε το είδος και  
 την τιμή του. 
 
 
15. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = x lnx – x + 1. 
 
 α)  Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
 
 β)  Να λύσετε την εξίσωση  f(x) = 0. 
 
 γ)  Αν ισχύει  f(α + β) = - f(3α + 4β),  να βρείτε τους αριθμούς  α  και  β. 
 
 
16. Aν  0 < α  1  και για κάθε  x  ΙR  ισχύει  αx   1 + x,  να αποδείξετε ότι   
 α = e. 
 
 
17. Αν  0 < α  1  και για κάθε  x > 0  ισχύει   x α   αx ,  να αποδείξετε ότι  α = e. 
 
 
18. Aν  0 < α  1,   0 < β  1,   0 < γ  1  και για κάθε  x  ΙR ισχύει : 
 

αx + βx + γx   3 
 να δείξετε ότι  αβγ = 1. 
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19.   Αν  α1, α2, …, αν  είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί και διαφορετικοί της μονάδας  
 και για κάθε   x  ΙR  ισχύει 

 

 x
ν

x
2

x
1 α...αα  ν  ,   ν  ΙΝ* , 

 
 να αποδείξετε ότι  α1α2…αν = 1. 
 
 

20. Αν  α  








2

π
,0   και για κάθε   x  ΙR   ισχύει   (4ημα) x + (συνα) x   2 ,  να  

 προσδιορίσετε τον αριθμό  α. 

 (Απ.  α = 
12

π
  ή  α =

12

π5
) 

 
 

21. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : IR  IR  για την οποία ισχύει  f(0) = 2  και : 
 

f(x)  e x + συνx   για κάθε  x  IR 
 
 Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cf  στο σημείο  Α(0, f(0)). 
 
 
22. Αν για τη συνάρτηση  f  ισχύει  : 
 

2f(x) – e x   2lnx + x2 + 1  για κάθε  x > 0 
 

 και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0 = 1  με  f(1) = 
2

2e 
,  τότε να αποδείξετε ότι   

 f΄(1) = 2 + 
2

e
. 

 
 

23. Δίνεται συνάρτηση  f : [0, 3]  IR,  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  IR, για την  
 οποία ισχύει  f(1) < f(0) < f(3) < f(2). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον   

 ξ  (0, 3)  τέτοιο ώστε  f΄΄(ξ) = 0. 
 
 

24. Δίνεται η τρεις φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : IR  IR για την οποία ισχύει: 
 

2f(x)  f(1) + f(2)   ,   για κάθε  x  IR. 
  
 Να αποδείξετε ότι : 
 
 α)  f(1) = f(2), 
 

 β)  υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0  (1, 2)  τέτοιο ώστε  f΄΄΄(x0) = 0. 
 
 γ)  η εξίσωση  f΄΄(x) = f΄(x)  έχει τουλάχιστον δύο λύσεις στο  (1, 2). 
 
 
 


