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Θεωρία   και  ασκήσεις 
 (ΝΑ ΛΥΘΟΥΝ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΤΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ) 

 
Π Α Ρ Α Γ Ο Υ Σ Α   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 
 
 Ορισµός παράγουσας συνάρτησης :  Έστω συνάρτηση  f ορισµένη σε διάστηµα  ∆  του  IR. Αν 

υπάρχει παραγωγίσιµη συνάρτηση  F  στο  ∆, έτσι ώστε  F΄(x) = f(x) ,  για κάθε  x ∈ ∆,  τότε η  F  

ονοµάζεται παράγουσα συνάρτηση της  f  στο διάστηµα  ∆. 

 Θεώρηµα (παραγουσών της  f) :  Έστω συνάρτηση  f ορισµένη σε διάστηµα  ∆  και  F  µια 
παράγουσά της, τότε οποιαδήποτε άλλη παράγουσα της  f  είναι της µορφής  F(x) + c  και µόνο αυτής,  
όπου  c  σταθερά. 
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µαθηµατικά 
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11Νο 
 

Πίνακας Παραγουσών  
Βασικών Συναρτήσεων 

 
1)  f(x) = 0 ,  F(x) = c,  c : σταθερά. 
 

 
2)  f(x) = 1 , F(x) = x + c. 
 

 

3)  f(x) = xv , F(x) = 
1v

x 1v

+

+
+ c, v ≠ - 1 

     αν  ν  ∈  ΙΝ ,  τότε  x  ∈ IR, 
 αν  ν ∈ ΖΖΖΖ - IN,  τότε  x ≠ 0, 
     αν  ν ∈ IR - ΖΖΖΖ,   τότε   x > 0. 
 

  

4)  f(x) = 
x
1

, F(x) = lnx + c ,  x > 0. 

 

 

5)  f(x) = ex , F(x) = ex + c. 
 

6)  f(x) = α χ, F(x) = 
lnα
1

 α χ + c ,         

µε  0<α≠1 
 
 

7)  f(x) = ηµx ,  F(x) = - συνx + c. 
 

 

8)  f(x) = συνx , F(x) = ηµx + c. 
 

 

9)  f(x) = 
xσυν

1
2

,  F(x) = εφx + c ,   

 για  x ≠ κπ + 
2
π

  και  κ ∈ ΖΖΖΖ . 

 

 

10) f(x) = 
xηµ

1
2

, F(x) = - σφx + c , 

 για  x ≠ κπ   και  κ ∈ ΖΖΖΖ . 
 

 

Σε όλες τις περιπτώσεις είναι  F΄(x) = f(x). 

Πίνακας   Παραγουσών  

Σύνθετων Συναρτήσεων 
 

1)  f(x) = 
( )
( )xg

xg
2

′
, F(x) = ( )xg

1− + c ,  g(x) ≠ 0. 

  

 

2)  f(x) = 
( )
( )xg

xg′
, F(x) = 2 ( )xg + c,  g(x) > 0. 

 

 

3)  f(x) = 
( )
( )xg
xg′

, F(x) = ln(g(x)) + c,  g(x) > 0. 

  

 

4)  f(x) = g α(x)g΄(x), F(x) = 
( )( )

1α

xg 1α

+

+
+ c , 

 είναι  g(x) > 0,  αν  α ∈ ΙR  µε  α ≠ - 1. 
 

 
5)  f(x) = eg(x)⋅g΄(x), F(x) = eg(x) + c. 
 

 
Σε όλες τις περιπτώσεις είναι  F΄(x) = f(x). 

Πίνακας Παραγουσών  
(από κανόνες παραγώγισης) 

 

1) h(x) = f΄(x) + g΄(x),    H(x) = f(x) + g(x) + c. 
 

2) h(x) = k⋅f΄(x),     H(x) = k⋅f(x) + c, k ∈IR. 
 

3) h(x) = f΄(x)g(x)+f(x)g΄(x),    H(x) = f(x)⋅g(x) + c. 
 

4) h(x) = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )xg

xgxfxgxf
2

′−′
,H(x) = 

( )
( )xg
xf

+ c. 

 

5) h(x) = f΄(g(x))⋅g΄(x),    H(x) = f(g(x)) + c. 
 
Σε όλες τις περιπτώσεις είναι  H΄(x) = h(x). 
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1. Σε κάθε µία από τις επόµενες περιπτώσεις να βρείτε τις παράγουσες  G(x)  των  
 συναρτήσεων  g(x).  Θεωρούµε ότι οι συναρτήσεις g  είναι ορισµένες σε διάστηµα  ∆  (όχι σε  
 ένωση διαστηµάτων). 

 α) g(x) = f΄(x)    β)   g(x) = ( ) ( )xfxf k ′⋅ ,  k ≠ -1 και f(x) > 0. 
 

 γ) g(x) = 
( )
( )xf
xf ′

,  µε  f(x) ≠ 0  δ)   g(x) = 
( )
( )xf

xf ′
,  µε  f(x) > 0. 

 

 ε) g(x) = συν(f(x))⋅f΄(x)  στ)  g(x) = ηµ(f(x))⋅f΄(x) 
 

 ζ) g(x) = 
( )

( )xfσυν

xf
2

′
   η)   g(x) = 

( )
( )xfηµ

xf
2

′
 

 

 θ) g(x) = e f(x)⋅f΄(x)   ι)   g(x) = α f(x)⋅f΄(x) ,  µε  0 < α ≠ 1. 
 
 
2. Σε κάθε µία από τις επόµενες περιπτώσεις να βρείτε τις παράγουσες  F(x)  των  
 συναρτήσεων  f(x). Θεωρούµε ότι οι συναρτήσεις f  είναι ορισµένες σε διάστηµα  ∆  (όχι σε  
 ένωση διαστηµάτων). 
 

 α) f(x) = 
x

x3
  β)   f(x) = 

x
1ex x −

  γ)   f(x) = x(2lnx + 1)  

 δ)   f(x) = εφx + 
xσυν

x
2

     ε)  f(x) = 
xηµ

συνxxηµx2x
2

2−
 

 

 στ)  f(x) = 
xlnx

exlnex
2

xx −
    ζ)   f(x) = 

lnx1x

1

+
  

 

 η)   f(x) = 
1x

x
4

3

+
 θ) f(x) = 

12x
1
+

  ι)   f(x) = 1x2 +  

 

 
3. Να βρείτε τις παράγουσες της συνάρτησης : 
 

f(x) = 







>
+

+ηµ

≤−

0x,
1x

1
x

0x,xex

 . 

 

 
4. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση   

f : (0, +∞) → IR,   για την οποία ισχύει :  
f(1) = 1 και  xf΄(x) – f(x) = xln2x,για κάθε  x > 0.  
Να βρείτε τον τύπο της  f. 

 
 
5. Να βρείτε την παραγωγίσιµη συνάρτηση  f  στο 

διάστηµα (0, +∞) , για την οποία ισχύει  : 
  

( ) ( )xfe
dx

xdf ⋅  = 3x2 + 2x  και η εφαπτοµένη της  Cf  

στο  Μ(2, f(2))  έχει συντελεστή  λ = 
3
4

 . 

Εύρεση παραγουσών µιας 
πολλαπλού τύπου συνάρτησης  f  

µορφής  f(x) = 
( )
( )




>
≤

02

01
xx,xf

xx,xf
. 

 
• Αποδεικνύουµε ότι η  f  είναι 
συνεχής στο  x0. 

• Βρίσκουµε τις παράγουσες 
κάθε κλάδου ξεχωριστά, ώστε 
να είναι : 

F(x) = 
( )
( )




>+
≤+

022

011
xx,cxF

xx,cxF
 

• Προσοχή όµως η  F  είναι 
παραγωγίσιµη, άρα και 
συνεχής στο  x0. 

• Eίναι έτσι : 

−→ 0xx
lim F(x) = 

+→ 0xx
lim F(x), 

 οπότε βρίσκουµε τη σχέση  
 µεταξύ των  c1  και  c2  και  
 έχουµε τις παράγουσες της  f. 
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6. ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση  f : IR → IR ,  µε  f(0) = 2  και  F  µια αρχική της  f   
 για την οποία ισχύει : F(x) f(-x) = 2   για κάθε  x ∈ IR . 
 

α)   Να βρείτε το  F(0). 
 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = F(x) F(- x)  είναι σταθερή στο  IR. 
 

γ) Να βρείτε τον τύπο της  f. 
 

 
7. Έστω  f : IR → IR ,  µια συνεχής και άρτια συνάρτηση. Αν  F  είναι µια αρχική  
 της  f  στο  IR,  να αποδείξετε ότι και η  G(x) = - F(- x)  είναι αρχική της  f  στο   
 IR. 
 

 
8. ∆ίνεται η συνάρτηση  f  που είναι παραγωγίσιµη στο  (0, +∞)   µε συνεχή  
 παράγωγο. Αν ισχύει f(0) = 2  και  f΄(lnx) = 3x,  να βρείτε τον αριθµό  f(1). 
 
 
9. ∆ίνεται η συνάρτηση  f : (0, +∞) → IR,  µε  f(1) = 7  και  F  είναι µια αρχική της  f   
 στο  (0, +∞),  για την οποία ισχύει : 
 

F(x) = xf(x) – 2x 3  για κάθε  x > 0 
 Να βρείτε : 
 

α)   τον τύπο της  f, 

β) τη µορφή των παραγουσών της  g(x) = 
( )

2x

xf
. 

 
 
10. Να αποδείξετε ότι όλες οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο  IR µε τις ιδιότητες   
 f΄(x) = f(x)   και   f(x) ≠ 0,  έχουν µορφή   f(x) = κ e x . 
 Στη συνέχεια να βρείτε τη συνάρτηση  f  που είναι ορισµένη στο  (0, π)  και  

 ισχύει   f΄(x) ηµx – f(x) συνx = f(x) ηµx   και   f 








2
π

= 2

π

e . 

 
 
11. Έστω  F  αρχική συνάρτηση της συνεχούς συνάρτησης  f  στο  IR. Αν η  F  δεν  
 είναι  1 – 1, να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  τέµνει τον  x΄x  άξονα  
 τουλάχιστον σε ένα σηµείο. 
 
 
12. ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση  f : IR → IR  ,  F  είναι µια αρχική της  f  στο  IR µε   
 F(0) = 0, για την οποία ισχύει : 
 

2xF(x) + x 2 f(x) = 4x 3 – f(x)  ,  για κάθε  x ∈ IR. 
 Να βρείτε : 
 
 α) τον τύπο της  f, 
 
 β)  την ασύµπτωτη της  Cf  στο +∞. 
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13. Έστω µη σταθερή συνάρτηση  f : IR → IR  µε  f(x + y) = e xy f(x)f(y),   
 για κάθε  x, y ∈ IR  και παραγωγίσιµη στο  0,  µε  f΄(0) = 0. 
 Να δείξετε ότι  f(0) = 1  και να βρεθεί ο τύπος της  f. 
 
 
14. ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση  f : (0, +∞) → IR ,  µε  f(1) = 2  και  F  µια αρχική  

 της  f  στο (0, +∞)  για την οποία ισχύει : F(x) f 








x
1

 = 2x   για κάθε  x > 0 . 

 
α)   Να βρείτε την εφαπτοµένη της  CF στο σηµείο της  Μ(1, F(1)). 
 
 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = F(x) F 








x
1

  είναι σταθερή στο  

 διάστηµα  (0, +∞)    
 
γ) Να βρείτε τον τύπο της  f. 

 
 

15. ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση  f : IR → IR ,  µε  f 








2
1

 = 1  και  F  µια αρχική  

 της  f  στο IR, για την οποία ισχύει : f(x) F(1 - x) = 1 ,   για κάθε  x ∈ IR . 
 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = F(x) F ( )x1−   είναι σταθερή στο ΙR. 
 
β) Να βρείτε τον τύπο της  f. 

 
 
16. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση  f : IR → IR . Έστω επίσης  F  µια αρχική  
 συνάρτηση της  f,  για την οποία ισχύει : 
 

F(1 – 2x) + F(x 2 + 2) = x 4 + 5x 2 + 2x ,  για κάθε  x ∈ IR . 
 
 α) Να βρείτε τις τιµές  f(1)  και  f(3). 
 
 β) Να αποδείξετε ότι η  Cf  τέµνει τον άξονα  x΄x  σε ένα τουλάχιστον σηµείο   
  Μ(x0 , 0),  µε  x0 ∈ (1, 3). 
 
 γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο αριθµοί  ξ1, ξ2 ∈ (1, 3)  µε  ξ1 < ξ2 ,  ώστε : 
 

( ) ( )21 ξf
3

ξf
1

′
+

′
= 2 

 
 
 

 


