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Μέθοδοι  ολοκλήρωσης 
για ορισµένα   ολοκληρώµατα 
 
 Στα επόµενα παρουσιάζουµε τις τρεις βασικές µεθόδους ολοκλήρωσης των ορισµένων 
ολοκληρωµάτων. 
 

1.   Παραγοντική ολοκλήρωση : 
  
 Για δύο συναρτήσεις  f,  g  µε  f΄ και  g΄ να είναι συνεχείς στο  [α, β]  είναι : 

( ) ( )∫ ′
β

α

dxxgxf = ( ) ( )[ ] βαxgxf  - ( ) ( )∫ ′
β

α

dxxgxf  

 
 Τύποι ορισµένων ολοκληρωµάτων που υπολογίζονται µε παραγοντική 
ολοκλήρωση είναι : 
 

 Α = ( )∫ +

β

α

λκx dxexP , Β =  ( )∫ +

β

α

dxλ)ηµ(κxxP , Γ = ( )∫ +

β

α

dxλ)συν(κxxP , 

όπου  Ρ(x)  είναι (συνήθως)  πολυωνυµική συνάρτηση ,  µε  κ ≠ 0  , κ ,  λ ∈ IR. 
Θεωρούµε µια αρχική συνάρτηση για την  eκx + λ,  την  ηµ(κx + λ)  και την  συν(κx + λ) 
οπότε : 

Α = ( )∫
′







 +

β

α

λκx dxe
κ

1
xP = ( )

β

α

λκxe
κ

1
xP 















 + - ( )∫ 






′ +

β

α

λκx dxe
κ

1
xP . 

 

Β= ( ) ( )∫
′








+−

β

α

λκxσυν
κ

1
xP dx = ( ) ( )

β

α

λκxσυν
κ

1
xP 
















+− - ( ) ( )∫ 








+−′

β

α

λκxσυν
κ

1
xP dx. 

 

Γ = ( ) ( )∫
′








+

β

α

λκxηµ
κ

1
xP dx = ( ) ( )

β

α

λκxηµ
κ

1
xP 















 + - ( ) ( )∫ 







+′

β

α

λκxηµ
κ

1
xP dx. 

Προσοχή ! Μπορεί να εφαρµοστεί η παραγοντική ολοκλήρωση περισσότερες από µία 
φορά αν το δεύτερο ολοκλήρωµα δεν µπορεί να υπολογιστεί από την πρώτη εφαρµογή. 
 
Επίσης για τους τύπους : 
 

  ∆ = ( )∫ ++

β

α

λκx dxeδγxηµ ,  Ε = ( )∫ ++

β

α

λκx dxeδγxσυν , 

θεωρούµε µια αρχική της  eκx + λ  και εφαρµόζουµε δύο φορές παραγοντική 
ολοκλήρωση θεωρώντας και τη δεύτερη φορά µια αρχική της  eκx + λ ,  µε κ , γ ≠ 0. 
Επανεµφανίζεται το αρχικό ολοκλήρωµα  ∆  ή  Ε  και λύνουµε ως ολοκληρωτική 
εξίσωση ως προς  Ε  ή  ∆. (γ, δ, κ, λ  ∈ IR). 

∆ = ( )∫
′








+ +

β

α

λκx dxe
κ

1
δγxηµ = ( )

β

α

λκxe
κ

1
δγxηµ 
















+ + - ( )( )∫ 







′+ +

β

α

λκx dxe
κ

1
δγxηµ = 

= ( )
β

α

λκxe
κ

1
δγxηµ 
















+ + - 

κ

γ ( )( )∫ ++

β

α

λκx dxeδγxσυν  (1) ,   

είναι επίσης : 
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Ε = ( )( )∫ ++

β

α

λκx dxeδγxσυν = ( )∫
′







+ +

β

α

λκx dxe
κ

1
δγxσυν = 

= ( )
β

α

λκxe
κ

1
δγxσυν 
















+ + - ( )( )∫ 







′+ +

β

α

λκx dxe
κ

1
δγxσυν = 

= ( )
β

α

λκxe
κ

1
δγxσυν 
















+ + + 

κ

γ ( )∫ ++

β

α

λκx dxeδγxηµ = 

= ( )
β

α

λκxe
κ

1
δγxσυν 
















+ + + 

κ

γ
 ∆  ,  (2),  οπότε η  (2)  στην  (1)  είναι : 

 

∆ = ( )
β

α

λκxe
κ

1
δγxηµ 
















+ + - 

κ

γ
 ( )

β

α

λκxe
κ

1
δγxσυν 
















+ + - 

2

2

κ

γ
 ∆  ⇒⇒⇒⇒ 








 +
2

22

κ

γκ
∆ = ( )

β

α

λκxe
κ

1
δγxηµ 
















+ + - 

κ

γ
( )

β

α

λκxe
κ

1
δγxσυν 
















+ + ⇒⇒⇒⇒ 

∆ = 








+ 22

2

γκ

κ
( )

β

α

λκxe
κ

1
δγxηµ 
















+ + - 









+ 22 γκ

γκ
( )

β

α

λκxe
κ

1
δγxσυν 
















+ + . 

 
Τέλος για τους τύπους : 
 

  Ζ = ( ) ( )( )∫
β

α

dxxglnxP ,   Η = ( )( )∫
β

α

dxxgln , 

θεωρούµε µια αρχική της συνάρτησης  P(x)  για το ολοκλήρωµα  Ζ  ή  αν δεν υπάρχει 
τέτοια συνάρτηση όπως στο  Η,  θεωρούµε µια αρχική συνάρτηση του  1 = (x)΄, 
οπότε : 

Η = ( )( )( )∫ ′
β

α

dxxxgln = ( )( )[ ] βαxglnx  - 
( )
( )∫ ′

β

α

dx
xg
xgx

. 

 

2.  Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση : 
 
  Για συναρτήσεις  f  και  g΄ που είναι συνεχείς στο  [α, β]  και µε   
u = g(x),  du = g΄(x)dx ,  u1 = g(α)  ,  u2 = g(β),  είναι : 
 

( )( ) ( )∫ ′
β

α

dxxgxgf = ( )∫
2

1

u

u

duuf  

 

Προσοχή ! Συνήθως αντικαθιστούµε µε  u  : 

• παραστάσεις που είναι υψωµένες σε εκθέτη: παρ.1.  I = ( ) ( )∫ +−

1

0

32 dx2-x1x82x ,   

 θέτουµε u = (2x 2 – 8x + 1), du = (4x-8)dx ⇒ 
4
1

du = (x-2)dx,  για  x = 0  είναι  u = 1,   

 για  x = 1  είναι  u = - 5,  οπότε  I = 
4
1 ∫

−5

1

3 duu = - 
4
1

1

5

4

4
u

−









= ... 
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• παραστάσεις σε παρονοµαστή:  παρ.2.  ∫ +−

−2
1

0
2

dx
2x3x

3x2
, 

       θέτουµε  u = x 2 – 3x + 2 ,  du = (2x-3)dx,… 
 

• παραστάσεις σε υπόριζα:   παρ.3.  ∫ +

1

0

dx1xx ,  θέτουµε u = x + 1, 

       du = dx  και  x = u – 1, … 
 

• παραστάσεις σε τριγωνοµετρικές:  παρ.4.  ∫
6
π

0

dxηµ3x ,  θέτουµε  u = 3x, 

       du = 3dx, … 
 

• παραστάσεις σε εκθέτη εκθετικής συνάρτησης: 

       παρ.5.  ∫
2
π

0

ηµx dxeσυνx ,   

       θέτουµε  u = ηµx,  du = συνx dx, … 
 

• παραστάσεις σε λογάριθµο:   παρ.6.  ( )∫ +

1

0

2 dx1xlnx , 

       θέτουµε  u = x 2 + 1,  du = 2x dx, …   
 
ΓΕΝΙΚΑ  :  (µε την προϋπόθεση ότι ορίζονται οι επόµενες παραστάσεις για τις παραµέτρους  κ, λ, µ, ν, ρ.) 
 

• ( )( )dxλκxx,Π

β

α

ν∫ + ,  ν ∈ Ζ,  όπου  Π :  παράσταση των x ,  (κx + λ) ν ,   

θέτουµε  u = κx + λ,  ενώ  x = 
κ

λu −
, … 

• ( ) dxλκxx,Π

β

α

ν µ∫ 




 + ,  ν, µ ∈ ΙΝ* ,    θέτουµε  u = ( )ν µ

λκx + ⇒ κx + λ = uν/µ , ... 

• ( )( )dxλκx,λκxx,Π

β

α

µρ∫ ++ ,  ρ, µ ∈ ΙΝ – {0, 1},  αν το  Ε.Κ.Π. (ρ, µ) = ν, τότε  

θέτουµε  u = ( )ν λκx + ⇒ κx + λ = u v ,  ( )ρ λκx + = u ν/ρ  και  ( )µ λκx + = u ν/µ , ... 

 
ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗΣ - ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ 
 

• ( ) ( )( )( )dxeηµ,eΠ

β

α

xgxf∫ ,  θέτουµε  u = e g(x) ,  du = eg(x)g΄(x)dx ,  … κατόπιν 

εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση   παρ.7.  ( )dxeηµe

1

0

x3x∫ ... 

• ( ) ( )( )( )dxeσυν,eΠ

β

α

xgxf∫ ,  λύνουµε οµοίως µε το προηγούµενο ολοκλήρωµα. 
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3.  Ολοκλήρωση µε απλά κλάσµατα : 
 
  Για τύπους ορισµένων ολοκληρωµάτων µορφής 
 

  Ι = dx
εδxγx

λκx
β

α

2∫ ++

+
,  µε  γ ≠ 0  και  ∆ = δ2

 – 4γε > 0, οπότε  x1, x2  οι ρίζες του  

  παρονοµαστή και τότε  
21

2 xx
B

xx
Α

εδxγx

λκx
−

+
−

=
++

+
,  οπότε : 

  Ι = dx
xx

B
dx

xx
Α

β

α 2

β

α 1 ∫∫ −
+

−
 (κατόπιν µπορεί να εφαρµοστεί και µέθοδος αντικατάστασης) 

 

  Κ = dx
Q(x)
P(x)

β

α
∫ ,  µε Q(x)  δευτεροβάθµιο πολυώνυµο και  P(x)  πολυώνυµο 

ίσου ή µεγαλύτερου βαθµού του δευτεροβάθµιου,  πριν εφαρµόσουµε τη µέθοδο των 
απλών κλασµάτων πρέπει να προηγηθεί η διαίρεση  P(x) : Q(x)  ώστε   

P(x) = Q(x) π(x) + υ(x),  άρα  
( )
( )xQ
xP

= π(x) + 
( )
( )xQ
xυ

,  µε  βαθµό υ(x) < βαθµού Q(x), 

άρα :  Κ = ( ) dxxπ

β

α
∫ + dx

Q(x)
υ(x)

β

α
∫ . (για το δεύτερο ολοκλήρωµα εφαρµόζουµε µέθοδο απλών 

κλασµάτων) 
Το  Κ  ολοκλήρωµα µπορεί να είναι γενικά νιοστού βαθµού και να παραγοντοποιείται σε  ν  πρωτοβάθµιους 
παράγοντες ώστε να εφαρµόζεται η παραπάνω µέθοδος απλών κλασµάτων. 

 
 
 
 
Ασκήσεις 
 
1. Να υπολογίσετε τα επόµενα ολοκληρώµατα : 
 

α) dxex

1

0

x -∫  β) dx
e

2x-x1

0
x-

2

∫  γ) dx
e

2-x1

0
2x∫  δ) dx

e

x1

0 x2∫  

 

ε) dx
x

lnx
2

1
2∫  στ) dx

x
lnx

2

1∫  ζ) dxxlnx

e

1∫  η) dxxln

e

1

2∫  

 

θ) dx
lnx1x

lnx
e

1∫ +
  ι) dx

xσυν

x4
π

0
2∫  ια) ( ) dxηµ2x1x

2
π

0∫ −  

 

ιβ) dxηµxe

1

0

x∫   ιγ) dxεφx
4
π

0∫  ιδ) dx
16x

x
3

0
2∫ +
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2. Να υπολογίσετε τα επόµενα ολοκληρώµατα : 
 

α) dx
ηµx

xσυν2
π

4
π

3

∫   β) dx
x

e
4

1

x

∫    γ) dx
1e

e
1

0
x

x

∫ +

   

δ) dx
e1

1
1

0
x∫ +

  ε) dx
1e

e
1

0
x

2x

∫ +
  στ) dxxηµ

2
π

4
π

2∫  

 

ζ) dx
23x
76x

1

0∫ +
+

  η) dx
3x

1x2x
1

0

2

∫ +
++

  θ) dx
xx

2x
2

1
2∫ +

+
 

 

ι) ( )( ) dx
5x2x

3x2
4

3∫ +−
+

 ια) dxxσυv
4
π

0

2∫   ιβ) dx
1x

1
1

0
2∫ +

 

 

ιγ) dx1x

1

0

2∫ +   ιδ)  dx1xx

1

0

2∫ +   ιε)  dx1xx

1

0∫ +  

 

3. Να λύσετε την εξίσωση 
2
1

ulnu

du
x

e
2

=∫ . 

(Απ.  x = e 2) 
 
 
4. ∆ίνονται οι συναρτήσεις  f, g  µε  f΄΄ ,  g΄΄  συνεχείς στο  [α, β]. 

Αν  f(β) = g(β) = 0  και  f΄(α) = g΄(α) ,  να αποδείξετε ότι : 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ′′−′′
β

α

dxxgxfxgxf = f΄(α)(f(α) – g(α)) 

 
 
5. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  IR  να αποδείξετε ότι : 

( )∫
2κ

0

dxxf = ( ) ( )[ ]∫ −+

κ

0

dxx2κfxf  

 
 
6. Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει : 

( )∫
π

3

0

dxxfηµx = f(x) + 2ηµx 

(Απ.  f(x) = 
2
3

-
3

2π
- 2ηµx) 
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7. Α.  Έστω συνάρτηση  f  συνεχής σε διάστηµα  [α, β] µε συνεχή πρώτη  
 παράγωγο στο ίδιο διάστηµα. Η  f – 1  είναι επίσης συνεχής στο  [f(α), f(β)]. 

 Να δείξετε ότι : ( )
( )

( )

dxxf

f

f

1∫
β

α

−  = ( )∫
β

α

′ dxxfx . 

 
 Β. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(x) = e x + 3x – 4,  x ∈ IR. 
 

  α) Να δείξετε ότι η  f  είναι αντιστρέψιµη. 
 

  β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  Ι = ( )dxxf

1e

3

1∫
−

−

−  . 

 
 
8.  Έστω ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη και  1 -1 και η f – 1  συνεχής  

  στο  [α, β]. Να δείξετε ότι :  ( )∫
β

α

dxxf + ( )
( )

( )

dxxf

f

f

1∫
β

α

− =  βf(β) – αf(α). 

 
 
9.  Έστω η συνάρτηση  f : IR → IR η οποία είναι παραγωγίσιµη και ισχύει : 
 
  f 3 (x) + f(x) = x ,  για κάθε  x ∈ IR. 

  Nα υπολογίσετε το  ( )dxxf

2

0∫ . 

 
 
10.  Έστω η συνάρτηση  f : [-α, α] → IR, η οποία είναι συνεχής. Να δείξετε ότι : 
 

  α) Αν η  f  είναι άρτια, τότε  ( )∫
α

α−

dxxf = 2 ( )∫
α

0

dxxf . 

  β) Αν η  f  είναι περιττή, τότε  ( )∫
α

α−

dxxf = 0. 

  γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  Ι = ∫ −
συν+

1

1

dx
x2

x
. 

 
 
11.  ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : [0, 2] → IR  για την οποία ισχύει : 
 

f(1 – x) + f(1 + x) = 2 ,  για κάθε  x ∈ [-1, 1]. 

  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  Ι = ( )∫
2

0

dxxf . 

 
 

Ε π ι µ έ λ ε ι α : Π. ∆.  Τρίµης 
Μαθηµατικός 


