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ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ – ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

Η έννοια του πολυωνύμου 

Έστω x μια μεταβλητή που μπορεί να πάρει οποιαδήποτε πραγματική 

τιμή. 

 

●
 
 Καλούμε μονώνυμο του x κάθε παράσταση της μορφής αxν

, όπου α 

είναι ένας πραγματικός αριθμός και ν ένας θετικός ακέραιος. 

Μονώνυμο του x καλούμε επίσης και κάθε πραγματικό αριθμό. 

Για παράδειγμα, οι παραστάσεις: 2x3, - 34 x5, 0x4
, 2x και οι αριθμοί 2, -

3, 0 είναι μονώνυμα του x. 

 

●  Καλούμε πολυώνυμο του x κάθε παράσταση της μορφής: 

ανx
ν + αν-1x

ν-1 + … + α1x + α0, 

όπου ν είναι ένας φυσικός αριθμός και α0, α1, …, αν είναι πραγματικοί 

αριθμοί. 

 

Τα μονώνυμα ανx
ν, αν-1x

ν-1, …, α1x, α0 λέγονται όροι του 

πολυωνύμου και οι αριθμοί αν, αν-1, …, α1, α0συντελεστές αυτού. 

Ειδικότερα ο α0 λέγεται σταθερός όρος του πολυωνύμου. 

 

Τα πολυώνυμα της μορφής α0, δηλαδή οι πραγματικοί αριθμοί, 

λέγονται σταθερά πολυώνυμα. Ειδικά το σταθερό πολυώνυμο 0 

λέγεται μηδενικό πολυώνυμο. 

 

Έτσι για παράδειγμα, οι παραστάσεις 3x3 + 2x2 - x + 2, 0x2 - 5x + 

1, 5x3 - 23 x2 + 0x + 13 και οι αριθμοί 2, 0 κτλ. είναι πολυώνυμα του x. 

 

Άσκηση 

Ποιες από τις παρακάτω αλγεβρικές παραστάσεις είναι πολυώνυμα; 
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Ισότητα Πολυωνύμων 

Δύο πολυώνυμα είναι ίσα, όταν έχουν όρους ίσα μονώνυμα. 

Τα πολυώνυμα 3x2 - 5x + 1 και αx2 + βx + 1 είναι ίσα, αν α = 3 και β = -5. 

Τα πολυώνυμα τα συμβολίζουμε συνήθως με P(x), Q(x), κτλ. 

Παράδειγμα 

Δίνονται τα πολυώνυμα P(x)=κx 
3
 +(2λ3μ)x 

2 +(λ+2μ)x+4  και  Q(x)=8x 2 3x+4 

όπου κ, λ, μIR. Να βρείτε τις τιμές των αριθμών κ, λ και μ, ώστε P(x)=Q(x).  

Λύση:  

Για να είναι ίσα τα πολυώνυμα θα πρέπει οι συντελεστές των ομοβαθμίων όρων 

να είναι ίσοι, δηλαδή πρέπει κ=0, 2λ3μ=8 και λ+2μ=3. Από το σύστημα των 

δύο τελευταίων εξισώσεων προκύπτει ότι λ=1 και μ= 2. 

 

Βαθμός Πολυωνύμων 

Βαθμός ενός πολυωνύμου ως προς μία ή περισσότερες μεταβλητές του, 

είναι ο μεγαλύτερος από τους βαθμούς των όρων του. 

Είναι φανερό ότι κάθε σταθερό και μη μηδενικό πολυώνυμο έχει βαθμό 0. 

Για το μηδενικό πολυώνυμο δεν ορίζεται βαθμός. 

Έτσι για παράδειγμα το πολυώνυμο P(x) = -4x3 + 3x - 7 είναι 3ου βαθμού, 

ενώ το Q(x) = 7 είναι μηδενικού βαθμού. 

 

Παράδειγμα 

α) Να γραφεί το πολυώνυμο P(x) = 4x2 - 8x + αx3 - 5 κατά τις 

φθίνουσες δυνάμεις του x και να βρεθεί ο βαθμός του. 
 
β) Αν το P(x) είναι ίσο με το πολυώνυμο Q(x) = βx2 + γx + δ, ποιες 
είναι οι τιμές των α, β, γ, δ; 
 

Λύση 

α) Το πολυώνυμο P(x) = 4x2 - 8x + αx3 - 5, κατά τις φθίνουσες 
δυνάμεις του x γράφεται P(x) = αx3 + 4x2 - 8x - 5. To P(x) είναι 
τρίτου βαθμού, αν α ≠ 0 και δευτέρου βαθμού, αν α = 0. 
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β) Τα πολυώνυμα P(x) = αx3 + 4x2 - 8x - 5 και Q(x) = βx2 + γx + δ 
είναι ίσα, αν α = 0, β = 4, γ = -8 και δ = -5. 
 

Άσκηση 

Ποια από τα παρακάτω πολυώνυμα είναι 2ου βαθμού ως προς x; 

1. 7 - 3x - 2x2 
2. 3x2 - 5x - 3x2 + 10 
3. 4x3 + x2 - 3x3 + 2x - x3 + 6 
4. 2xy - 3y + 9 

 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1°   i) Να βρεθούν οι τιμές του λϵR για τις οποίες το πολυώνυμο 

2 3 2P(x) (λ 1)x (λ 3λ 2)x λ 1        είναι το μηδενικό πολυώνυμο. 

     ii) Να βρεθούν οι τιμές του λϵR για τις οποίες τα πολυώνυμα 

2 3 2Q(x) λ x (λ 2)x 3     και 

3 2 2R(x) (5λ 6)x (λ 4)x λ 1        

είναι ίσα. 

ΛΥΣΗ 

i) To Ρ(x) θα είναι το μηδενικό πολυώνυμο, για εκείνες τις τιμές του λ για τις 

οποίες συναληθεύουν οι εξισώσεις: 

2λ 1 0,   
2λ 3λ 2 0    και λ 1 0   
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Η κοινή λύση των εξισώσεων αυτών είναι η λ =1. Επομένως για λ = 1 το 

πολυώνυμο Ρ(x) είναι το μηδενικό πολυώνυμο. 

 

ii) Τα Q(x) και R(x) θα είναι ίσα για εκείνες τις τιμές του λ για τις οποίες 

συναληθεύουν οι εξισώσεις: 

2λ 5λ 6,     
2λ 2 λ 4     και   3 λ 1   

 

Η κοινή λύση των εξισώσεων αυτών είναι η λ=2. Επομένως για λ=2 τα 

πολυώνυμα Q(x)  και R(x) είναι ίσα. 

 

 

2°  Αν 2 2P(x) x 3x α 1,     , να βρεθούν οι τιμές του αR για τις 

οποίες  ισχύει P( 1) 1.   

 

ΛΥΣΗ 

2 2

2

Έχουμε P( 1) 1

( 1) 3( 1) α 1 1

α 4 0

α 2 ή α 2

  

       

   

   

 

Επομένως οι ζητούμενες τιμές είναι οι: 2 , 2. 

 

Ασκήσεις 

1. 

Αν P(x) = 2x2 + 2x - 9, να αποδείξετε ότι: 
 
α) P(-3) = P(2)       β) 3P(1) + P(3) = 0 

 

2. 

Να βρείτε για ποιες τιμές του μ ∈ R, το πολυώνυμο 
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P(x) = (4μ3 - μ)x3 + 4(μ2 - 
 

 
)x - 2μ + 1 

είναι το μηδενικό πολυώνυμο. 

 

3. 

Να εξετάσετε ποιοι από τους αριθμούς, που δίνονται με τα παρακάτω 

πολυώνυμα, είναι ρίζες τους. 

i) 3 2P(x) 2x 3x 2x 7       

x 1,       x=1 

ii) 
4Q(x) x 1       

x 1,       x=1, x=3. 

4. 

Αν   P(x) = (-5x2 + 4x - 3) - (x2 - 2x + 1) + (3x2 + x)  και  

Q(x) = αx2 + βx + γ,  

να βρείτε τις τιμές των α, β, γ, ώστε τα πολυώνυμα P(x) και Q(x) να 

είναι ίσα. 

 

5. 

Να βρείτε τις τιμές των πραγματικών αριθμών α, β, γ και δ ώστε τα 

πολυώνυμα  

P(x)=4x 
3
 +(α4)x

 2
 (β+1)x+4β και 

 Q(x)=γx
 3

 +5x+δ  

να είναι ίσα. 
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Πράξεις με πολυώνυμα 

Μπορούμε να προσθέσουμε, να αφαιρέσουμε, ή να 
πολλαπλασιάσουμε πολυώνυμα, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες 
των πραγματικών αριθμών, όπως φαίνεται στα επόμενα 
παραδείγματα: 

1. i) (x3 + 2x2 - 5x + 7) + (4x3 - 5x2 + 3)   
=  x3 + 2x2 - 5x + 7 + 4x3 - 5x2 + 3 
=  (1 + 4)x3 + (2 - 5)x2 - 5x + (7 + 3) 
=  5x3 - 3x2 - 5x + 10       [Πολυώνυμο 3ου βαθμού] 

 

    ii) (2x3 - x2 + 1) + (-2x3 + 2x - 3)   
=  2x3 - x2 + 1 - 2x3 + 2x - 3 
=  -x2 + 2x - 2       [Πολυώνυμο 2ου βαθμού] 

 

    iii) (x3 - 3x2 - 1) + (-x3 + 3x2 + 1)  =  x3 - 3x2 - 1 - x3 + 3x2 + 1 = 0 
      [Μηδενικό πολυώνυμο] 

 

2. (x3 + 2x2 - 5x + 7) - (4x3 - 5x2 + 3)   
=  x3 + 2 x2 - 5x + 7 - 4x3 + 5x2 - 3 
=  -3x3 + 7x2 - 5x + 4       [Πολυώνυμο 3ου βαθμού] 

 

3. (x2 + 5x)(2x3 + 3x - 1)   
=  x2(2x3 + 3x - 1) + 5x(2x3 + 3x - 1) 
=  2x5 + 3x3 - x2 + 10x4 + 15x2 - 5x 
=  2x5 + 10x4 + 3x3 + 14x2 - 5x       [Πολυώνυμο 5ου βαθμού] 

 

Για το βαθμό του αθροίσματος και του γινομένου δυο 
πολυωνύμων αποδεικνύεται ότι: 

●  Αν το άθροισμα δυο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι μη 
μηδενικό πολυώνυμο, τότε ο βαθμός του είναι ίσος ή μικρότερος 
από το μέγιστο των βαθμών των δυο πολυωνύμων. 

●  Ο βαθμός του γινομένου δυο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι 
ίσος με το άθροισμα των βαθμών των πολυωνύμων αυτών. 
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Άσκηση 

 

                  iv) [P(x)]2 

 

Διαίρεση πολυωνύμων 

 

Ξέρουμε ότι, αν έχουμε δύο φυσικούς αριθμούς Δ (διαιρετέος) 
και δ (διαιρέτης) με δ ≠ 0 και κάνουμε τη διαίρεση Δ : δ, τότε βρίσκουμε 
δύο μοναδικούς φυσικούς αριθμούς π (πηλίκο) και υ (υπόλοιπο), για 

τους οποίους ισχύει: 
Δ = δπ + υ με υ < δ 

Αν υ = 0, είναι Δ = δ·π και τότε λέμε ότι έχουμε τέλεια διαίρεση. Στην 
περίπτωση αυτή λέμε ακόμα ότι ο δ διαιρεί το Δ ή ότι ο δ 
είναι παράγοντας του Δ. 
Για παράδειγμα, αν Δ = 325 και δ = 19, τότε με τη 
διαίρεση 325 : 19, βρίσκουμε τους αριθμούς π = 17 
και υ = 2, για τους οποίους ισχύει 

325 = 1917 + 2 με 2 < 19 

Ομοίως, αν έχουμε δύο 
πολυώνυμα Δ(x) (διαιρετέος) και δ(x) (διαιρέτης) με δ(x) ≠ 0 και 
κάνουμε τη διαίρεση Δ(x) : δ(x), τότε βρίσκουμε ένα μοναδικό ζεύγος 
πολυωνύμων π(x)(πηλίκο) και υ(x) (υπόλοιπο), για τα οποία ισχύει: 

Δ = δπ + υ με υ < δ (Ταυτότητα Ευκλείδειας διαίρεσης) 
όπου το υ(x) ή είναι ίσο με μηδέν ή έχει βαθμό μικρότερο από το βαθμό 

του δ(x). Στο παράδειγμα που ακολουθεί, περιγράφεται η διαδικασία 
της διαίρεσης του πολυωνύμου Δ(x) = 2x2 - 5x3 + 2x4 - 4 + 8x με το 
πολυώνυμο δ(x) = x2- x. 

 

Δίνονται τα πολυώνυμα  
 
P(x) = x2 - 5x + 2                    και             Q(x) = x3 + 3x + 1. 
 
 Να βρεθούν τα πολυώνυμα: 
 

  i) P(x) + Q(x) ii) 2P(x) - 3Q(x) iii) P(x)·Q(x) 
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Στο προηγούμενο παράδειγμα, η ταυτότητα της Ευκλείδειας 
διαίρεσης είναι:

 
Παρατηρούμε ότι το άθροισμα των βαθμών διαιρέτη και πηλίκου 
είναι ίσο με το βαθμό του διαιρετέου.  
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Ομοίως η διαίρεση (8x4 + 8x3 + 17x - 5) : (2x2 + 3x - 1), γίνεται ως 
εξής: 

 

Στην τελευταία διαίρεση, όπου το υπόλοιπο είναι μηδέν, η 
ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης είναι: 

 

Τα πολυώνυμα δ = 2x2 + 3x - 1 και π = 4x2 - 2x + 5 
λέγονται παράγοντες ή διαιρέτες του πολυωνύμου Δ = 8x4 + 
8x3 + 17x - 5. 

Ασκήσεις 
 

Να κάνετε τις διαιρέσεις και να γράψετε την ταυτότητα της 
Ευκλείδειας διαίρεσης σε κάθε περίπτωση. 

α) (2x3 + x2 - 3x + 6) : (x + 2) 
β) (6x3 - x2 - 10x + 5) : (3x + 1) 
γ) (6x4 - x2 + 2x - 7) : (x - 1) 
δ) (4x3 + 5x - 8) : (2x - 1) 
ε) (x5 - x4 + 3x2 + 2) : (x2 - x + 2) 

 

Λύσεις 

α) π(χ) = 2x2 - 3x + 3, υ(χ) = 0, 

 β) π(χ) = 2x2 - x - 3, υ(χ) = 8, 

 γ) π(x) = 6x3 + 6x2 + 5x + 7, υ(x) = 0, 

 δ) π(x) = 2x2 + x + 3, υ(x) = -5, 

 ε) π(x) = x3 - 2x + 1, υ(x) = 5x,  
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Διαίρεση πολυωνύμου με x - ρ. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

  Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Ρ(x) με το x - ρ 

είναι ίσο με την τιμή του πολυωνύμου για x = ρ. Είναι δηλαδή 

  υ = P(ρ) 

 
Για παράδειγμα, το υπόλοιπο της διαίρεσης του  
P(x) = x3 + 3x2 - 13x - 15 με το x - 2 είναι υ = P(2) = 23 + 3·22 - 

13·2 - 15 = -21,  
 
ενώ με το x + 1 που γράφεται x - (-1), είναι υ = P(-1) = (-1)3 + 

3·(-1)2 - 13·(-1) - 15 = 0. 
 
 Παρατηρούμε ότι: 
 

● P(-1) = 0, δηλαδή ότι το -1 είναι ρίζα του Ρ(x) και 
● P(x) = (x + 1)π(x) + 0 = (x + 1)π(x), δηλαδή ότι το x + 1 
είναι παράγοντας του Ρ(x). 

 
Γενικά ισχύει το παρακάτω θεώρημα: 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

  Ένα πολυώνυμο Ρ(x) έχει παράγοντα το x - ρ αν και 
μόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x), δηλαδή αν και μόνο αν 
Ρ(ρ) = 0. 
 

Παράδειγμα 

 

Να εξεταστεί αν τα πολυώνυμα x + 2 και x - 1 είναι παράγοντες του 

πολυωνύμου P(x) = x3 + x2 - x + 2. 

Λύση 

Το x + 2 γράφεται x - (-2). Επειδή P(-2) = (-2)3 + (-2)2 - (-2) + 
2 = 0, το -2 είναι ρίζα του Ρ(x).  

Επομένως, σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, το x + 2 
είναι παράγοντας του Ρ(x). 

 
Επειδή P(1) = 13 + 12 - 1 + 2 = 3 ≠ 0, το 1 δεν είναι ρίζα του Ρ(x).  

Επομένως το x - 1 δεν είναι παράγοντας του Ρ(x). 
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Άσκηση 

 

Σχήμα Horner (Χόρνερ) 

 

 

Παράδειγμα 

 

Εφαρμόζουμε το σχήμα  Horner  και έχουμε: 

3 3 0 0 6 -13 ρ = 2 

  6 18 36 72 156   

3 9 18 36 78 143   

Να αποδείξετε ότι τα πολυώνυμα της μορφής x - ρ που δίνονται 
σε κάθε περίπτωση, είναι παράγοντες του Ρ(x). 

  i) P(x) = x4 - 25x2 + 144,                              x+3 
 

  ii) P(x) = 16x4 - 8x3 + 9x2 + 14x - 4,              x - 
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Επομένως το πηλίκο της διαίρεσης είναι:  

 

 και το υπόλοιπο  

 υ = Ρ(2) = 143. 

 

Ασκήσεις 

 

Με τη βοήθεια του σχήματος Horner να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο 

των παρακάτω διαιρέσεων: 

 

α)    3x:1x8x7x5 23   β)    5x:9xxx 34   

γ)    3x:1xx2x 45   δ)    6x:5xx3   

 

ΠΩΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 

Επίλυση πολυωνυμικής εξίσωσης: 
 
Βήμα 1: Αν η εξίσωση P(x) = 0 , έχει ρητούς συντελεστές , κάνουμε 

απαλοιφή παρονομαστών και καταλήγουμε σε εξίσωση με ακέραιους 
συντελεστές. 
 
Βήμα 2: Βρίσκουμε τις πιθανές ακέραιες ρίζες ρi ,που είναι οι ακέραιοι 

διαιρέτες του σταθερού όρου. 
 
Βήμα 3: Βρίσκουμε ποια από τις πιθανές ακέραιες ρίζες μηδενίζει το 
πολυώνυμο P(x) . 
 
Βήμα 4: Εφαρμόζουμε το σχήμα Horner , για τη ρίζα ρ1 που βρήκαμε και 

γράφουμε το πολυώνυμο στη μορφή:  P(x) = (x – ρ1) ∙ Π1 (x) , όπως 

προκύπτει απ’ το σχήμα Horner. 
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Βήμα 5: Κάνουμε την εργασία απο το βήμα 2 εώς το βήμα 4 για το 
πολυώνυμο Π1(x) και συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία έως ότου το αρχικό 

πολυώνυμο P(x) να γίνει γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων 
πολυωνύμων. 
 
Βήμα 6: Βρίσκουμε τις ρίζες του δευτεροβάθμιου Πi (x) , αν υπάρχουν, με 
τη μέθοδο της διακρίνουσας. Γράφουμε το P(x) σε μορφή γινομένου 
παραγόντων, οπότε έχουμε μία προς μία τις ρίζες. 
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Άσκηση 2 

 

 
 

 
Ασκήσεις 

 

1. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

 

i) x3 + 2x2 - 9x - 18 = 0 
ii) 3x5 + 5x4 = 3x3 + 5x2 
iii) x3 + x2 - 2 = 0 
iv) x3 - 7x + 6 = 0 

 
Λύσεις 

i) -2, 3, -3 

ii) 0,1,-1,- 
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iii) 1 
iv) 1,2,-3 

 
2. Να βρείτε τα σημεία τομής του άξονα x′x και της γραφικής παράστασης 

καθεμιάς από τις συναρτήσεις: 
 
i) f(x) = 3x3 - 3x2 - 5x – 2                      ii) g(x) = 4x3 - 3x – 1 
 
Λύσεις 
 

i) (2,0)            ii)       (1,0) , (- 
 

 
 ,0) 

 
 

ΠΩΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

 
 
Παράδειγμα 1 
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Παράδειγμα 2 
 

 
 

 
 

Ασκήσεις 
 
1. 
 
Να λυθεί η ανίσωση:  x3 – 2x2 – x + 2  > 0 
 
2. 
 
Να λυθεί η ανίσωση:  x3 – 6x2 + 11x – 6  ≤ 0 
 
3. 
 
Να λυθεί η ανίσωση:  3x4 – x3 – 9x2 + 9x – 2 > 0 
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Εξισώσεις που ανάγονται σε πολυωνυμικές 
 
 
Μία ανίσωση της μορφής A(x) / B(x) ≥ 0 αληθεύει για εκείνους τους 
πραγματικούς αριθμούς x για τους οποίους ισχύουν συγχρόνως 

A(x) • B(x) ≥ 0   και   B(x) ≠ 0 . 

Έστω για παράδειγμα η ανίσωση  (x2 ‒ 4x + 3) / (x2 + 3x ‒ 4) ≥ 0. Έχουμε: 

 

Οι ρίζες του τριωνύμου x2 ‒ 4x + 3 είναι οι 1 και 3 , ενώ του 
τριωνύμου x2 + 3x ‒ 4 είναι οι 1 και −4 . 
Συντάσσουμε τον πίνακα προσήμου του γινομένου : 

P(x) = (x2 ‒ 4x + 3)(x2 + 3x ‒ 4) 
 

 

Άρα η ανίσωση αληθεύει όταν x ( −∞, 4) ∪[3,+∞ ). 

 


