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�����
���
����

�����������������	��
���
���������x 	� � 	

                                                          
* �������
������
�������������
������������������
������������
	���
, ��
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4.  * 
��
�����	�������������������
�����
	���	����������


	����	� � 	

5.  * �
��� ������	
���������������
������	������� �������

����������� � 	

6.  * ������	�������������	������������������������������

�����������
���������������2. � 	

7.  * ������	�������������	�����������������������������

�����������������
�����x
x�������












���

��
. � 	

8.  * ��������������������
����������������y = x ���������-

������� � 	

9.  * ����������������	���������������������
����	����
��

��≠�	�������������	
���������������
�� � 	

0.  * �����
�������������
�������������	
���������������
�� � 	

1.  * ����������������	���������������������
����	����
��

��≠�	��
����������������� � 	

2.  * �����
�������������
����������������� � 	

3.  * �
���������	
���������������
������������
�������	�

���������������� � 	

4. * ��������	
���������������
����
�		�	�		��

	�	��

+=

=
�������������

	������












��

���
. � 	

5. * ���� ��
����� ������	
�� �������������
�� ���� �����

	����������������������
����������������
��	�� � 	

6. * ������������	��������	�������������
�

��
�������������-

	
���������������
���������	������












���

��
. � 	
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7.  * ����������	
��������������
�����












��

��
 = 













��

���
 













�

�

���������������
������












�

�
��������	
������













�

�
. � 	

8.  * �������������	
��������������
�������������
��	��
�

	������
���������	��������������

��	�����	����
��
������-

�������������������������������� � 	

9.  * ������	���������������	��
�����������

�°������





















�

�

�

�
	�	

�

�

�

�

. � 	

0. * ���� ������������� ����� ���� 
����� x
x� ��� �������� ��

	�������
��
��
������	��
���	��
������������	
������

�
	


������������������	���












����		

�����
. � 	

1.  * 
�� �� 	� ������ �	������� �����
�� �� ����� ���� ���������


���
��������	�

��


		
�������
�����������
�� � 	

2. * 
�������������������������






=+

=+

�	�			�	
�

�

�	��		�	

���������
����

�������������
������� � � 	

3.  * ����	��	���������������������������   






=+

=+

�		�		��	

�	��		��	
. � 	
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4.  * ������������






=+

=+

�	��		��	

�	��		��	
����������
������ � 	

5.  * ������������






=+

=

	
��		��	

�	��		���	
����� ����∈  R,�������
��������� � 	

6.  * �����D, Dx, Dy�����������������������������







=+

=+

���

���

	
�	�	�	�

	
�	�	�	�

�������������	���������������. T
���

i)  ���D = Dx = Dy = 0��������������������
�����
�����

ii)  ����D - 1)2 + (2D - 2)2 = 0, ����������������������	�

����

iii)  ���D2 + (Dx - 1)2 = 0, ������������������
�����

iv)  ��� �=+ yD - 5D ��������������������������

� 	

� 	

� 	

� 	

7. * ���� ������	
� �������� ���� ���������� ��� ���� �����

����������������������	�� �������������������� � 	

8.  * 
���
�⋅� 
�≠�	�	��������������D ��������������







=+

=+

	
����		���	

	
��		��	
������������������
���

�� �

�

�

� = . � 	

9.  * 
���1 2����2 1���	�������������






=+

=+

�	�	�	�	�

�	�	�	�	�

��

��
��������


�������������� � 	

0.  * 
���1 2����2 1���	�������������






=+

=+

�	�	�	�	�

�	�	�	�	�

��

��
��������

�
����
��������������
� 	
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�����
	
������������	�
�����

1.  * 
���������	���
���












��

��	�	� �

��	�������












��

��
���������������
�����x

����������

���0 �� - 1 �� 1 �� 2 �� - 2

2.  * ������	���
���












����

�����
�������������	
���
���

�������	 �������
�

�
��������

��������	�, 	�∈ �� ���������
���������������������
����

3.  * ��������������	���
�����ij], i = 1, 2,  j = 1, 2, 3  ����ij = i3 - 2j. 
�
�����

����	
�����������������������������	��
��������������
�

���3 ���5 �� 1 ���6 ���- 2

4.  * ������	���












��	�	�

����

�

�

�������������������

��������������������x ∈  R ���������������������x ∈  R

�����������������������x ∈  R �������
�����������������x ∈  R

�������	��������������x ∈  R

5.  * 	��������������������������	��������	���
������	����������
�����������

	
�����
����

���
p⋅Aq = Ap+q            �� (
p)
q
 = Apq

���

1 = A �� (A + B)2 = A2 + 2AB + B2

�� (A + I)2 = A2 + 2A + I

�
����p, q ����	����	���������������
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6.  * 
��
���




















��

��

��

�	���������
�����
�����������������	
������	�����
��

������	�������������
������

���2 x 2 �� 2 x 3 ���3 x 2 �� 3 x 3

���	��������
���������
��

7.  * ������	���
���
���������x���������≠�����������������������	����
������
���� x � ���� x � ���� x �

���������������� ���	�����

8.  * ������	���
���












��

��
��������������

���
��������	�	��������������������������	
�������
�

���
��������	�	�������	

���
���������������������������	
�������
��	�����≠ 0

���
���������������������������	
�������
��	�������	

E.�	��������
���������������

9.  * ����������������������	��













�

��
��������

�� 



















�
�

�
�

��
�

�

�� 



















�
�

�

�
�

�
�

�� 

















�

�
�

�

�
�

����

�� 

















�

�
�

�

�

���

���������
����
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10.  * ����������������������	���













�

��
��������

�� 












��

�

�� 














��

���
�� 













���

��


�� 













��

���
���������
����

11.  * ������	����












��

���
�����������������������	
��������������


�������������������������
�����x
x

�������������������������
�����y
y

���������������������
����������������y = x

����������	��
��	°
����������	��
�
�	°

12.  * ��� ���� ������	
��������������
�����������������������	��� ���������


��
����������
��	����������	
��������������

���
�������
��	���
��������������

����	
���������������
��������������

�� y = x + 1 �� y = 3x + 1 �� y = - 3x - 1

�� y = x - 1 �� y = 1

13.  * 
��� �������������
���������	��!� ��












��������

�������
� ���������������

	��������	���������x���
�����x ��������������������

���� ������ �� 90°���� �� 180°���� �� 90°����
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14. * ��������	
���������������
������












��

��
 = 













���

���
 













�

�
�������������-

�����������������������

�� y = - 1 �� x = - 1 �� y = x �� y = - x �� y = 0

15.  * ����������	
��������������
��������������	������!�	�����
�������!
-1
���

��������
��
����
���������
�����������x, y)����������������������������������

��
�������
������������
	��

���!⋅












��

�
���!⋅













�

��
     ���!

-1⋅












�

��

���!
-1⋅













�

�
���!

-1⋅












��

�

16.  * 
�������������






=

=+

	��
�		���	

�	��			��	�
����∈  R*, �����
������������������	�����������

�� 0 �� 1 �� 2 �� - 2  �� - 1

17.  * 
���������������






=+

=+

�	
�		�	�

�		��	��	
���	�∈  R�������������������	�����������

�� 3 B. - 3 �� 0

������������������������	
������
 E. 2

18.  * 
������������� 






=

=+

�			�					���	


�	��			��	
�����∈  R,���������������������������������

����x, y���
������������������

�� - 2 �� 3 �� - 9 �� - 6  �� 0
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19. * �����D, Dx, Dy������������������������������






=+

=+

���

���

	
�	�	�	�

	
�	�	�	�

���������-

����	���������������.

i) 
��Dx + Dy = D, D ≠ 0 	���x = y, �
������������������������������

�� (1, 1)     B. (
�

�
,
�

�
) �� (- 1, - 1) �� (0, 0) E. (- 2, - 2)

ii) 
��D ≠ 0 	���D = Dx, D = 2Dy, �
������������������������������

�� (1, 1)     B. (1, 
�

�
) �� (- 1, 

�

�
) �� (1, - 

�

�
) E. (- 1, - 1)

iii)  
��D2 + �	�	�� = 0, �
������������������������

�������������������������, 0) B.���������������������(- 5, 0)

��������
������������� ����������������

E.�	��������
���������
��

20.  * 
�� ���� �������� �






=+

=+

��	�	�	�

�	�	�	�	�

��

��
, ��� ��������	���� ������������ �����

�1 2��� 1�2���	���
��

�������������������������
������������	���	, 0)

B.�����������������
�������������

���������������������������

������������������������
����������
���������������	��

E.�����������������������
�����������������
���������
��������������

���

21.  * ������������






=+

=

�	��		�	

�	�			���	
�����∈  R,����������

����
��������x, y) = (1, 1) ����
��������x, y) = (0, 0)

���
������������� ����������������

E.�����������������������
�����������������
���������
��������������

���
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�����
	
�����

����

��

1.  * 
���  ≠ 0, ������������������������	
�������	��������	
�������	������

�������
������������������������������
��������� ���	�����������������

������� �������

A. 












��

��

B. 












��

��

�. 












��

��

���












��

��

1. 
�

�
 













���

���

2. 
�

�
 













��

���

3. 
�

�
 













��

��

4. 
�

�
 













��

���

5. 
�

�
 













���

��

6. 
�

�

�
 













���

��

� � � �
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2. * ��� ������������� ���� ����	
��� ����	�� ����� 	
��� �������������
�

�������������������
�������������������������	�������������������������

 ���	�����������������

������� �������

����������	��
�
�

�

����������	��
��

����������	��
�
�

��

����������	��
���

1. 












��

���

2. 












��

��

3. 












���

���

4. 












��

��

5. 












��

���

6. 












���

��

� � � �
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3. * !�� 
��� ����������������
� �




=

+=

�	���			��

��		�		��
� ���������������� ��������-

	
�������	�������	
��������������	�������������������������������
���

�������������������	
����������� ���	�����������������

�������

������

�������

������

���(0, 0)

���(1, 0)

���(0, 1)

���(1, 1)

1.   (3, 1)

2.   (1, 3)

3.   (2, - 1)

4.   (2, - 3)

5.   (3, 2)

6.   (0, 0)

� � � �
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4.  * ������������������������	
�������	�������	
���������������������


��������������������������������� ���	�����������������

�������

�	�����

�������


	���������
�����

����










=++

=

=

�		��	�		
�	

�		�	���		���	

�	�	���		��	

�����






=

=

�		��	���		���	

�	��	��		��	

�����










=

=+

=+

�		�	���	

�		�	�		���	

�	�		��	��		�	

1.   �������

2.   (x, 5x - 1, 3x), x ∈  R

3.   (2, 1, - 1)

4.   (9, 1, 1)

5.   (7, 4, - 1)

6.   (- 14�, ��
����
��)����∈  R

� � �
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�����
	
��
�������
��

1.  * ������������������������	
�������	��

��������������-

�����������

����������

 i = (1, 0)

����������

j = (0, 1)

��������������-

������������	

������������

���������x
x

(- 1, 0) (0, 1)













���

���

�������	��


������
�

��

(0, 1) (1, 0)

 

2. * 	���	
��������������������������������������������������������������-

����
�	��
���
���������������
���������	
�����
�����

�� ������������� �� �����	
������������� �� ��
������
���

���
�	�		��	

���		��	

=+

=+
........................

 ��
�	��		��	

���		��	

=+

=+
........................
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���
�	��		��	

���		��	

=+

=+
........................

���
�	�		��	

���		�	

=+

=+
........................

���
�	�		��	

��		�	

=

=+
........................

3.  * 	�����������������D, Dx, Dy ��������������







=+

=+

�� 	
�	�	
�	


��		��	
������ ����� 1���1, ∈  R,

��������	��
�������������������������������
�����������������
�

������������������������������������
���������	
�����
�����

�� ��
������
��� B. �����	
������������� �� ���������������
����������

������� �������

�����D - 3 = 0

 ���� �  + ��  + ��  = 0

�����D = 0  	���� ��  + ��  ≠ 0

����� �	�	�  = 0

�����D2 + (Dy + 1)2 = 0



26

4. * �����������������������	
���	��
����������������������������������-

��������������������
����������	��������

���




=+

����������������

��		��	
�������������
������
���

 ��




=+

����������������

���		�	
��������������������������������x, y) = (- 2, 3)

���




=+

����������������

���		�	
����������������	
������������

���




=+

����������������

���		��	
�������������
������
���

���




=+

��������������

��		��	

����




=+

����������������

���		��	
�����������������������������
������
�������


���������������������������������
�
�����
�����
�����-

��
���������
�������������
�����
�����������������
��-

���� ��
���� ��
� ���
�
� ���� ��������
��� ����������

Oxy.
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�����
	
�����������

1.  ** ��� ����������2x2 ����	��
�����ij] ����������������������������������


�����������ij = i2 - 3j.

2.  ** �������
����������
������x, y, z��� ∈  R, ������������













+

+

�		��

���	��

�
 = 













���

��
.

3. ** 
��
���












����

���
��	��������













����

����� ��

�����x > 0, ��� ����������x, y

�����������	���
���������������������

4.  ** 
��
���












��

��
�������













��

��
�	���	���













��

��
���
���

������ ������������
�����
	�	����	�

 �������������������	����������������
������
��
	����	���
���
������

5.  ** 
��
	����	�	���	�������������������	���������������
���
�����

6.  ** ��������������	���
���












����

���
.

����������������������

2
��


3.

 ����� ��������

2000.

���������������������
��������

48
���


69
���


94
���


151.
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7.  ** ��� ��������������������������x 	���y ������������������	���


���










 ++

����

�		�������		���� ��

����	����������












����

���

����

8. ** ��� �������
�����������	��������������"���












��

��
, x, y, z ∈  R, ��-

������������"
2 + 3" + 2I = ��

9.  ** 
��
���










 +

�
�

��		� �

� �	��� ��� ��












+��		��

���

�
��������������������


���������

10.  ** ����������������	���
���












��

���
�	�������













��

��
����� ���������

x, y ∈  R�������������	�����������������������

11. ** 
��
���












������

������
����� ��������x ∈  R ���������������
3 = x 













��

��
.

12.  ** 
��
���












����

��
�	�������













��

��
����� ����������	���
�����	�����

��������
���	
2
�����

13.  ** 
��
���












��

��

�	�������












�	

	�
�����������������
���
�����
�



29

14.  ** �����������	���
��x) = 












�������

��������
�������������
���

���
��x) ⋅ A (y) = A (y) ⋅ A (x) = A (x + y)

 ��A (0) = I

���

-1 (x) = A (- x)

���A� (x) = A (�x�����∈ ��*

���
������





















�

�

�

�

�

�
�

�

�

����� ���������
1999.

������� ����������	�
��������∈ ��*
��������

�
�����

15.  ** 
��
�(x) = 



















���

���

����

, x ∈  R, ��������������
���

���A (x1) ⋅ A (x2) = A (x1 + x2)

 ��
�(x) ⋅ A (- x) = I3

16.  ** 
��A (x) = 























���

���

�

�
��

�

�����������������
���� i)  A (x) ⋅ A (y) = A (x + y)

ii)  
�(x) ⋅ A (- x) = A (0)����3

iii)  �
�(x) - I)3 = O

iv)  
�(3x) - 3A (2x) + 3A (x) = I3

 )���� ��������
-1 (x).
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17.  ** 
��
� ��












��

��
�������������w, y ������������������	���
2

� �� �����

��������
����

���
 = 

�

�
 













��

�� �

.

18.  ** �����
���












����

��
������������������

������

2
��


3

 �����

1993

��

2000

��

2001

�����

�

���������������������

2
�	���������������������


1997.

19.  ** 
��
���












��

��
����������������������x ������� ��  = 2 � .

20.  ** ������������	���
���













�

��

����

2
�����������������
���

���
���












����

��

�
.

 ��
��!���












+++

+
+ ����	����		��	���	�

���

������

�

��	�∈ ���	�����≥�����
��

!
�
�����

21.  ** ��� ������ ������	��� ���� ������	���������������������������	������

	
�����������������������������������y = x.

�����
������������
��������������������
��������
����������������������	��������
�����-

�����������
���
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22.  ** ��� ������������	�������������	�������������������	��
�������������

��	
����������������
��
��
��	�����������
����������������������
��

23. ** ����	��
����������������	����
������������������������������������-

�������
����������	
�������	���


���	��












��

���
����

�

�













��

���

	���












°°

°°

��������
�

����
������
����













°°

°°

����������

������������

����












�������

��������
���� 








++

++

��		����	��	��	���

��		��	���	���	����	

24.  ** ��������������
������������������
���������	��












	�

�	
�������	

������������������������������������������
����
���������������

 �� 	
��� ����������� ������
�� ��� ����������� ������

�
� ������������

�

�
������⋅��
���

25. ** ��� �������� 
��� ��
����� ������	
�� �������������
�� ���� ����	������� ��

�������
��
��	������
��
���	��
����������������

��
�������
��
��
���	
��
������-

�����������

26.  ** 
���2
��� 

2 ≠�	�������������
���������
�����������	
���������������
�
�����������	����������������������
���������������	����� ��
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7.  ** ���������
���������������������

������	
� �������������
� �� ���

����	�����������������
����������

�
�������������������������������

�	
������

��� �� ����	��� ���� �� ������ �













���

���
�������������������

�����������

���

�

�

�
�������

���������
���	�
�

����������

��

O

 ��������������������������
���������y = - x 	���	
����������������������

�������	
����������������������������

����
����������	
������������	�������������x
�y �������	
�������������

�������������
���������������������������
�

�������������	
�������������	���������������y = - x 	�����������	
����������

����������������
���	
����������� ���� �������� �� ��y = x - 2. �������

������������

28. ** ����������	�������C : y = 2x2. ��� ������������	
������������������	
��

������	���������������������	�����������������������	
�

�������������������������x
x

 ������������������������y
y

������������������
�����

29.  ** ����������������	
���������������
���1��������	��!���












��

��
.

������ ����������	
���

�������������
�����
��

 ��������������������	
��������������
��2��������	������!
-1
����� �����

�����2�����	
�������

������������������������������������������	���-

����������������������������
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0. ** ���� ������
� ����	�����	
��������

���������������������������
�	�

��� ���  ������ ���� ��	
��� 

�
	
� ���


�	���� 
�������������������


����












��

��
 = 





















�

�
�

�

�

�

�

�

�

 












�

�
. ���

�

�������

�����	� ���	�	�

�

��

 ��
�����������������
�������������	���
�cm 	�����������
������������������


	����	��
���
			����� ����������� ��
��������������	�����	
����
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�

31. ** �������	
���������������������	���	
������������� ��������	�����	��
-

������������������������������
�������������������
��������	���������-

������������������������	
�����������	�������������������	
�����������

����
� ���� ����	������� ��� ������� #� 	��� !� ���� #
� �
�� ��� 	��

!
� ������������������������������
���������������������
����������
����

��
��������������������	������������

���

�

��

��

��

��

��

��

��
�

��

��

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� �� ��
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32.  ** ��� ��������������∈  R ��������������������������

�1 = 






+=+

+=+

�			��		��	

��	�	�	�	��		�	
	��� �2 = 







=++

=+

��		����			�	���	��	

��		�	�	�

�����������
������������

33. ** 	���������������������∈  R �������������






=+

=


�		�		����		�	�	

��	�	�	�		����
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�� ��������	���	 +  = �

��
��

�� �	���	�����	���	 + =

�� �	��	  �
����+

���������� �

�
�

� �	��	  �
����+  = ��	���	�
 ��  �

����+  = 
 ��������������

25.  ����












��

��

26.  ��	��












	

�

 = 












��


�
 













�

�
  ⇔���������������	���

�����!	�












��

	�
 = 













���

���
 













�

	
⇔�����������

�	���	�������������������������������

�������	�y = - 2x2 !	�y = 2x2 �	 y = x2

�������	����������� !	�	������	��		��	���
��	�����	����

���		����












��

	�
�����
















�
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











��

	�
����-1��
















�
 ⇔��-1 













��

	�
 = 
















�


�����	����� 
 ����������������	 
 ����	���������� 
  + 1, 
  - 1)
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31.  ���	������
�	����
�	��
����	��������












��

��
.

��

���

���

��� ���

���

�� ��

���

��
�

��
�

��
��

��

�� �

32.  
�����	����������

35. ������	�
��
�������	����	��������
��	�����
��������������������
��
��������

��������
���	���������������

36. ��� ���	�
����� �� ��� �
���	��� ��� �� �
�� �� ���� ���� ������� ����� ���� 
�


��������������������	���� 
����� �������
	����
�������������������

37.  ����	���������������	

39.  ����



�
���������

�



�������

���� ��	�����������
����	����	�������
����≠�������	�����	�
�������
�������
�����

!	������	��
���������



54

41.  ����	�����	�
���
	����
�� � 2
�������
	����
��	����

2
������
���
������

�	���	����
�����
�����
����	����
2
���
������

2
�����
���
���

4
���
�������

42.  �������������

43.  ���

46.  ������������������	����

47.  �����≠ ±�����	�	���������
�������������
�����������	�	���������
��������
��	
��
���
�∈  R

�������������	�	���������
������
��	
��
����
�∈  R

48.   �������

49.����������������	

������	������

!	�������������������
�������������	����������∈ �����������≠���
�������������

51.�������������������������





, 



�
�������������	�������������������

52.  x = e�, y = 0, z = - e�
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�������������������������������

		

������
�
�
���
���
�
����������

1.  * ���z = �����i, �����∈  R ����z = 0, ��������������������� � �

2.  * ���z = �����i��������≠���������
�

�
 = 

�

�
��

�

� + i. � �

3.  * ���z = �����i �����∈  R, �����Re (z) = �� � �

4.  * ���z = x + (y - 1) i �����m (z) ����������y = 1. � �

5.  * ���z1, z2 ∈  C ���Re (z1 + z2) = 0, �����Re (z1) + Re (z2) = 0. � �

6. * ���������	��
�����������������
��������������������-

�������������������
������������y	y.   � �

7.  * ����i2 = - 1 �������i2003 = i. � �

8.  * ���������	��
������
��
���������������
�������������

�������������������������������������
	����	����������

x	x. � �

9.  * 
�����
��������������
���z ≠������������z° = 1. � �

0.  * ����1���2� ������ ��� ������	� �
�� ���������� z1 ���� z2

���������
	���������������������������������	�x	x �����

�� ������
���	� ���� ��
��������� �������	��1�2�� ����

������z1 = �� . � �

1.  * ���z1 = �����i , z2 ∈  C, ����z1 + z2 = ���������z2 = �� . � �

2. * ���Re (z) = 2 ��������������	��
������������z ��������-

���������������������������
��������
����x = 2. � �

3.  * ����m (z + i) = 8 ��������������	��
������������z ���

�����������������������������������
����y = 8. � �

4.  * ������
���x2 - 2x + ���������∈  R, �������������������	

���	����������	�	���i ����	���i. � �

5.  * ���������
����x2 + �x �����������≠������������∈  R�����

���������2 + i 
���������������
����

�

+
. � �



56

6.  * ������
����x2
����x�������������������∈  R* ������������

���������C.   � �

7.  * ���Re (z1z2) = 0 ������������������Re (z1) ⋅ Re (z2) = 0. � �

8.  * 
�����
��������������
���z ������� ���  = � . � �

9.  * 
�����
��z1, z2 ∈  C ������� �� ���� +  = ��  + �� . � �

0.  * �� ����
��� ������  = ������ , z ∈  C, ����������� ���

��������� �������� ��� ������
���� ���� ��
��������� ���-

����	���������������������������
z1������B (z2). � �

1.  * ������
��� ������  = ������ �������
�������z ∈  C ���

z1, z2 ∈  C ������������������� � �

2.  * ������
��� ������ �����������������������������������

��������������������������
z0) ������������� � �

3.  * 
������������������
���z = 2 
����

���� i���

��������-

����rg (z) = 
�� � �

4.  * ���z = 3 
��� 
	

�
 + i���

	

�
����������������������z �����

���
	

�
�
. � �

5.  * ������	���������	����
��	���������������������i ������

����������������������������������������
����
�

�
. � �

6.  * ��������������������������������
����z �������i �����

z ����
���
���i��
������������ �  ����
���������������� � �

7.  * 
������	����������	����
���	

z1 = �1�
���
1 + i��
1), �1 > 0  ���� z2 = �2�
���
2 + i��
2),

�2 > 0  ����������    z1z2 = �1�2��
����

1
2�������

1
2)). � �

8.  * ��������������������������������������������������∈
�����������������	����	��������������������������������

�
������
�������������������������
���� � �
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9.  * ���
�������De Moivre �����������������
������������

�����������
��� � �

0.  * ���������
����	�° + i��	�°)5 = 
�

�
 + 

�

�
 i. � �

1. * ������
���z5
���
�����������������	���
������
���������-

��	���������������������������������������������������

�����
������
������
���������������� � �

2.  * ������
���z3 + i = 0 �����������������������z0 = i. � �

3. * �����������	�x����	�����x����	�������∈ ��*
��������������-

�������������������� � �

4.  * ��� ������	� �
�������� ��	� ����
��	� z�� �������≠� �����
�� ∈ ��*

�� �������������� �������� ������������	����������

�������� � �

5. * ���������
����x3 + �x2 + �x������������≠���������������-

�����	� ����������	�� ����� ����� ����� ��
�������� ���

����������������  � �

6. * ������������
�����������������	�����������	�
�����
-

�����������������	����	����
���	����	�� i, 2 + i. � �

7.  * 
���������������	��������������
������������������

�
�������������∈ ��� � �

8.  *  ����������������������������������������������
���

2 + 3i ��������
������������������������� �  = 4. � �

9.  * ����������������	���
���	�y = x ��������������������

������������	��
���������������
����z = �����i������∈  R. � �

0. *  ���������������������������

��������������	� �� ����
��

����������������� ���  = 4.

y

2

20– 2
– 2

4 6 x � �
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1.  * ����������������
����z ���

������������ ��� �����

����
����  < 
	

�
������������

��	� ���� ��������� �������

����������������������������

������������ ������ ���� ���

��������������	�

��

�

��

�

0

y

x

� �

		

������������������������

1.  * ����������x + (y - 1) i = 3 + 4i ���������������������

���x = 3  ���y = 5 �� x = 3  �����y = 4     

�� x = 3  ���y = 4 �� x = 3  �����y = 5 	� x + y = 7

2.  * ���i2 = - 1 ���� [ ]��� 
�� ���	����������������������������
�����������������

�����

���1 �� 3 �� 6 �� 2 	� 5

3.  * �����������
�����������������
��������������������������������������


�������
�����������
��

���y = x ���y = - x �� y = 0

���x = 0 	�����������������	������������	�

4.  * ���������	��
����������������
i ����
����i�����������������������������-

��������������	�������
���

���x = 2 ���y = 3 ���y = x ���y = - x 	��x = 0
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5.  * ������������������������������������������
����z ��������������������

�������������������������	���	�������	��
���	��
������
�����������������-

����������������z �����������������

���2 + i �� - 2 + 2i ���2 + 2i �� - 2 - 2i 	� - 2 - i

6.  * ��������������������������z ������������������������������������	���
���	

2x + 3y - 1 = 0, �������z 
������������������ �

�� 
�

�
�� 1 - 

�

�
 i �� 5 - 3i �� 

�

�
 i 	� 1 + 2i

7.  * ��������������������������w = (x + 1) + (y - 1) i, x, y ∈  R, ������������

����������������������
������
����������z = x + yi ����������

�� 1 - i �� 1 + i �� - 1 - i �� - 1 + i E. 2 + 2i

8.  * �����∈ ����������	��������
��������	�
����������
�����
�� i4� = 1 �� i4��	 = - i �� i4�+2 = - 1 �� i�+4 = i� 	� i4��
 = - i

9. * ���z = �����i�������≠������� � ���������	����������������	��������
����-

�����	�
����������
����

�� z + �    ����������	����
��	 �� z - �    ����������	����
��	

�� z ⋅ �    ������������	����
��	 �� ������ ⋅  �����������	����
��	

	�� ���� + �������������	����
��	
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10.  *  ������������ ��������� ��� ������	� �������������������������
���� �����

�����������������

���
	����	�����������y	y ���
	����	�����������x	x

���
	����	�������
����y = x ���
	����	�������
����y = - x

	��
	����	�����������
������
�

11.  * ������
���z2 - 6z + ������� ��∈  R,�����������������������������
��

�� i �� 1 - i �� 1 + i �� 2 - i 	� 3 + i

12.  * ������
���x2 + �x �����������∈  R������������������������  

�� - 3 + i  �� 2 - i �� 1 - i �� 3 - i 	� - 3 - i

13.  * ���������
���z2 - �z ��������������∈ �����������������2 + i �����������

�������������������� �������������������	 �������
������������

�������������������� 	�������������������

14.  * ���z = x + yi �����������	��������
��������	�
����������������
����

�� �  = �  �� �  = ��� �� � 2 = z2

�� �  = 
������ �� + 	� ��  = � 2

15.  * ��� �� ���
�����z2 = 4 + 3i���������������������������� �� ���� + ������

�� 5 �� 8 �� 9 �� 12 	� 14

16.  * ��� �� ��������� ���� ������������������������������ �� ���� − ������

�� 2 B. 3 �� 5 �� 7 E. 10
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17.  * �� z = 3 + yi ���� � ������������������������y �������

�� 5 B. � �� - 4 ��� � E. 3

18.  * ������������	�������������������������������
����z1 ����z2 ������������

������������������������������������������������	��������
�������	�������

����������

�� z1 = - z2 B. z1 = �� �� z1 = - ��

����m (z1) + Im (z2) = 0 E.����������������������


19.  * �������������!�
x, y) ���������������������������z = x + yi ������������

����������������������������� ����� ���������!��������������
���

�����
��� B.������"� ��������

����������� E.���������

20.  * ������
��� ��
�������� + ���������������������������������������������

����������
��	����������������� B.��������
	�������������������

����������
	������������������� ����������
	�����������������

E.��������
	�����������������

21.  * ��
������ ���� ��������� �������� ���� ������ ��� ������� ����� 
����� �
�

����
��������������	����������	��������
����
���	����������������
�����

����������������	����
��	

�� z = �  + 3i B. z = �  + i � �� z = 2 - i �

�� z = 8 + 6i E. z = �  + i �
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22.  * ����
�������	�����	��
�������
�������������������
����z ������������

����������������������������� �����  = ����� ������

����������	�y	y

B.�����
����y = x

����������	�x	x

�����������
���	�������
����������������	�������������������
���������

(0, 1)

E.���������
���	�������
����������������	�������������������
���������

(1, 0)

23.  *  ���������������������������	�����������������������
���	�������������


����������
�������	�����	��
�������
����������������z ��������������������

�� �
���������  = 3 B. ��
�������� +  = 3

�� �
�������� +  = 9 �� �
�������� +  = 3 E. �
������� ++  = 3

4.  * ����������������
����z �������������	

���	��������������������������������

����������������������������������

����	� ������������ ���� ���	�������	� �-

�����

�� ���� + ���	������� ���� +  < 1

B. ���� − ���	������� ���� +  < 1

�� ���� − ���	������� ���� −  > 1

y

x1

1

0

�� ���� − ���	������� ���� −  < 1 	�� ���� + ���	������� ���� −  < 1
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5.  * ����������������
���� z ������� ������	

���	� ���� ��������� �������� ����������

������������������������������������

��	��������������������	�������	�������

�� ���� − ����������� ���� −  < 1

B. ���� − ����������� ���� −  > 1

�� ���� + ����������� ���� −  > 1

y

x1 2 3 4

2

1

0

�� ���� + ����������� ���� +  > 1 	�� ���� − ����������� ���� −  < 1

26.  * ���������
��� ���� −  = ����� − ������
��������������	����������	����
���	

���� �� ������� ���	� ���� ��������� �������� ���������� ����� ��
���� y = x, �

����������	����
��	�������������

�� 1 B. - 1 �� 2 �� - 2 E. 4

27.  * ������������	��
������������z1, z2, z3 �����������������������������������

����� ����� ��
����� ����� ��� ���
�	� �
�� ����
�� ���� ���������	

����� −  = ����� −  = ����� − �������
��������z������  

�� 2 B. 3 �� 1 �� 4 	��0

28.  * 
��������
���������������������������z ������	��������
���������	�
��

�������
�����

������Arg (z) ������������������������������

B.����Arg (z)����������
���������������������������������������������z ���

������������������������������x	x ����������������	������������

������Arg (z) = 
	

�
���z ��������������������	���������������������

������Arg (z) = 
�

�
���z ����������������	����
��	

E. ���Arg (z) = 
	

��
������Re (z) = - Im (z)
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29.  * ���z = ����i�����≠ 0 �����rg (z)���
��
�∈  (0, 
�

�
���������������������

�� 
�

�

 ����
 B.��������
 �� 
�

�
�����


����������
 E. ����������


30.  * ����rg (z) = 
	

�
, �� ������� ����z ������������� �������� ������������� ��	

��
���	��������
��

�� y = x B. y = - x �� y = 2x �� y = - 2x E. y = 
�

�
 x

31.  * ��������������������������z ��������������������������������������
���

y = - x�������������	��������
��
���	�Arg (z) �����������������

�� 
	

�
B.  

	


�
�� 

	

��
���� E. 

	

��

32.  * ���z1 = z2 �����z1 = ��
���
���i��
���z2 = ��
����
�

�
 + i���

�

�
����������������

�
����
�
������������������

�� 420° B. 780° �� 1140° �� 1320° E. 1500°

33. * ��� ��������� �
�� ���������� ���
���� z1 = 2 (���
�° + i��
�°) ���

z2 = 7 
���	�° + i��	�°�������  

�� 14 
���
��° + i��
��°) B. 9 
�����° + i����°)

�� 14 
�����° + i����°) �� 9 
���
��° + i��
��°)

E. 27 
���
° + i��
°)
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34.  * ����������	����
��	�
���	�° + i��	�°)5
�����������

�� - 
�

�
 + 

�

�
 i B. - 

�

�
 - 

�

�
 i �� 

�

�
 + 

�

�
 i

�� 
�

�
 - 

�

�
 i E. �����������������	�������������	

35.  * ���z = 

�������������


���������������

°+°
°+°

 �������z �������

�� 4 B.�	��
����° + i���°) 

�����
���	�° + i��	�°) �����
����° + i���°)

E. 	��
���	�° + i��	�°)

36.  * ���z = ��
�����° + i����°������������������Arg ( � ) ����������

�� (
��

�
)° B. 70° ���(

��

�
)° �� 160° E. 340°

37.  * �����������������������	�����������������������
������������z ����iz�����-

�����
	���������
��������
����������
������
�������������

�� 
�

��
B. 

�

��
���� �� 

�

��
E. 

�

�

38.  * ���z = ���
���i��
��������
�

�
 ����������

�� 
����

�
 + i 

���

�
B.������

�

�
 + i���

�

�
��������
���i��


�������
��
����i���
��
� E. �����
�� i��


39.  * ���z = ����
	

�
 + i���

	

�
����z2000

�����������

�� 
�

�
 + i 

�

�
B. 1 �� - 1 �� 0 E. - i
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40. * ��� !� 
x) ���������� ������������ ���� ��
���� ��� �����������	� �����-

�����	�����������
���P (x) = 0 �����������������
���2 - i, 
���������
�����-

����������

�� 2 + i20    B. 
������

�

+
�� 2 + i33

�� 
�����

�
E. 2 - i4

41.  * ���������
���x3 + �x ��������������∈  R, �����
	����������x = 2 + 5i, ����

����������������������������

�� x = 5 B. x = 2 - 5i �� x = 0 �� x = 1 + i E. x = - 3

42.  * ��� ���
���� 2 + i, 3 - 5i, - 1 + 3i, 2 + 7i� ������ ����	� ���� ����
�����

f (x) = ��x
� �����	 x

��	 ������ x
���
��������1 x����0, �� ≠������∈ ��*

�������������-

���	�����������	��
��������������

�������� B.������ ������������

�����≥ 8 E. 6 ≤������
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�������
����	
���

1.  * ��z ��������������	����
��	�����������������������������
��������

z Re (z) Im (z) - z �
�

�
�

- 2 + 3i

- 2i

- 5

��

�

2. * ������
����z1, z2 ��������������������������������������������
��������

��������	

���
��	�z z1 = � + i z2 = - � + � i z1⋅z2 = …
�

�

�

�
 = …

�

�

�

�

�







= …

�

Agr (z)

����
���

�������

������z



68

		

��������
��
�������

1.  * ���z = �����i,����������������������������
���������������
������-

��������	������	�����������������������������	���������������������������   

�
����� �
�����

��� �

���z + �

���z - �

���z �

1. ��

2. �2
����

2

3. �����i

4. �����i

5. ��i

6. 2����i

� � � �
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2.  * ���������������������������
������������������
����������	������	

���������������������
�������	�����	��
�������
������z �����������������

��������

�
����� �
�����

�������������	�����


���������
�������
��z

��������������������

��	����
	�	�����z

�����������
���
����

���������������������	�����z

�������

���������������������	�����z

��������������������������

����	����

���������������������	�����z

����������
����������������-

���������	����

1. �������	�x	x

2. ����
����y = x

3. ����
����y = - x

4. ����
����x = 2

5. ����
����y = - 2

� � �
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3.  * �����������������������������
����z ������������������������������������

��

�

�
��	������������������������������
���������������
����������	��-

��
��	���	������	�������������������������������������������������������-

�����

�
����� �
�����

�������
�������
� ����
�������������
���
����

���
�

�

����- �

���iz

1. (- 
�

�
, 1)

2. (
�

�
, - 

�

	
)

3. (
�

�
, 
�

	
)

4. (- 1, 
�

�
)

5. (
�

�
, 
�

	
)

� � �
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4. * ���������������������������
���������������
������������� i������-

����������������������������������������������	������������������������

��   

�
����� �
�����

��	��������i

���i13

���i14

���i15

���i0

1. - i

2. i

3. - 1

4. 0

5. 1

6. 2i

� � � �
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5.  * ���z = - 
�

�
 + 

�

�
 i, ���������������������������
���������������
�

�����������	������	�����������������������������������������������������

��   

�
����� �
�����

���
�

�

���1 - ���

���
�

��

�����


��

1. 0

2. 1

3. 2

4. 
�

�

5. 4

� � �
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6.  * ���������������������������
�����������������
�������	�����	��
�

�����
������z �����������������������	������	���������������������������

��������������������������

�
����� �
�����

��������������������

��	����
	�	�����z

�����������
���
����

�������������	�����


���������
�������
��z

��������	�����������
���	�����

������	�


���������
���	������������	

������������������
������

(0, - 1)

��������	�����������
���������

������	�


1. ������� ++  = 3

2. �  = 3

3. ������� −−  = 3

4. ���� +  = ���� −

5. ���� −  = ���� +

� � �
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7.  * ���z = x + yi, x, y ≠ 0 ����c����
���	�����������	����
��	���������	����

������	�����������������������������
������������������
�����������

��	������	��� ��������������� �� ��
�������	� ����	� �
�� �����
�� ���� z ���

����������������������

�
����� �
�����

�������������	�����


���������
�������
��z

���������
���
��������z

�����������
���
����

�� Re (z) = c

�� Im (z) = c

�� Re (z) ⋅ Im (z) = c

1. y = x + c

2. y = 
�

�

3. y = c

4. c⋅x + y = 0

5. x = c

� � �
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8.  *  �������������	������	����������������������
�����������������������

������� ���� ���������� ���
���� z� ���� ��������� �������. ��� ������������

�����������
������������������
�������� ��	������	�������������������

�
������������	������	���

�
����� �
�����

��

��

��

y

x420– 2

2

– 2

M (z )

y

x420– 2

2

– 2

M (z )

y

x420– 2

2

– 2
M (z)

1. �  = 2,  Im (z) ≤ 0 ����

Re (z) ≤ 0

2. ����� �����������Im (z) ≥ 0

3. � �����������Re (z) ≤ 0

4. ���� + �����������Re (z) < 0

� � �
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9.  * ���������������������������
���������������
����������	����
��	���	

�����	�����������������������������������������������������������������-

����������������

�
����� �
�����

1. z1 = 2 (����
�

�
 + i���

�

�
)

2. z2 = ����
�

��
 + i���

�

��

3. z3 = ����
�

�
�
 + i���

�

�
�

4. z4 = 2 (����
�

�
 - i���

�

�
)

y

x

A

E

M

�

�

�

� �

�

�

Í

�

�

�

� �

1 2

�

�

�

�

1 2 3 4
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10.  * ���������������� �����������
��������������� ���������
�����������

���
�������������������������������������������������������������������-


����������������������������������������

�
����� �
�����

�������	�
�����

����������������������z

��������������������

��	����
	�	�����z

�����������
���
����

�� Arg (z) = 
�

�

�� Arg (z) = 
	

�

�� Arg (z) = 
	

��

1. �������	�x	x

2. �������	�y	y

3. ����
����y = x

4. ����
����y = - x

5. ����
����y = c (c ���
���	�

� � �
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����������

���

1. ** �������������	������������	����
���	�x ����y ������������������������-

��	�

���x - 2 + 2yi = - 2i + 2 - yi ���y + 2i = 3 - (2 + i) x

���4y - 3yi - 2x = 2 - 5xi + 9i ���(x2 + 1) i + 2x = x2 - 2xi - 3

2.  ** 
������������������������
����z = x2 - x - 9i ������w = 2 - y2i, x, y ∈  R.

����������������	�x, y �����z = w.

�����������������z.

3. ** 
�����������������	  z = 6i - (3 - 4i) x - 3yi - (3i - 2) x + (4 - 2yi), x, y ∈  R.

���������"��������z ���������������i.

���������������	���������	��� i) Re (z) = 0 ii) Im (z) = 0

  iii) Re (z) = Im (z) iv) z = 0

4.  ** 
�����������������	����
��	  z = (2 + i) x + (y - 1) i - 5,  x, y ∈  R.

�������������"�������������������i.

���������"��������z ���������������x, ���Im (z) = 0.

�������������������������������������x ����y, ���Re (z) = Im (z).

5.  ** 
��������������������

z1 = 1 + i,    z2 = 
�

�
 + 

�

�
 i,    z3 = 

	

�
 + 




�
 i,

z4 = 
�

�
 + 

��

�
 i,    z5 = 

��

�
 + 

�	

�
 i,   + …

��������������
��������
�������
����
��w = z1 + z2 + z3 + z4 + z5 + …

6.  ** ������"�������������������i����	����������	����
���	�

���z1 = 
������

������
���z2 = 

�

�����
 - 

��
�����

�
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7.  ** ������"�������������������i����	����������	����
���	�

���
i (- 5i) ���(2 + i) (- i + 3) ���
	�

�

���
�����

�
���

������

�����

+
���

������

�
���������
���� ++

8.  ** ������"�������������������i����	����������	����
���	�

���
����3i) (4 - 5i) + 7i - 1 ���
����

������

+
⋅

�����

�����

+
+

���

�

��
�

�
��

�

�










+

���
�����

���� +
���(1 - i)-3

9.  ** ��� �������������� ���	� �����������	� ���
���	� ��� ������� ��� ���������

z1 = �����i ��������z2 = 
������

������ +
 + 

���

������� +
���������������

10.  ** ������
����������������������
�������������������������
�����i)2 = 
�

������ +
.

11.  ** ������������������x ∈  R ����������������	���� � i  = 3 
������

�����+
.

12.  ** ������
�������x, y ∈  R ������������������

z1 = x + 2y - i ������������z2 = 11 - (4x - y) i ��������������������	�

13. ** ��� z ����������	� ���
��	� ��� z ≠ - i ��� ����������� ���� �� ���
��	


���
����

������

+
���������������	�����������	����
��	�
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14.  ** ��� �������������	����������	����
���	����������
�����������������

z �  + (z - � ) = 3 + 2i.

�)  ������
�������������	����
��	���������������������������� �  = z2.

15.  ** 
�����	��������	�����	�������∈ ���������
������������	����������	

f (�) = 
����

���� ��

−
− +

.

16.  ** ������������������������
����∈ ������������
	���i)20� = (1 - i)���.

17.  ** ��������������������
������������	����
��	����������	�����������������

�������������
	�

���������������������
���
����

�

+
�����
� ∈  R �������z ����������������	����
-

��	�

18.  ** 
�����������������	����
��	�z = x + yi, x, y ∈  R.

���������"�������������������i �������������w = 
����

�����

+
+

.

��������������������������������������x ����y���� Im (w) = 0.

��������������������������������������x ����y���� Re (w) = 0.

������ �������� ���� �� ������������ ������ 
��� ������ ����
��� ������� ���� ��

����������������������������������������

��������������������������������	������	�������������������������
������
��

19.  ** ������
���z2 + �z �������������∈  R ��������������������������
���2 - i.

���������������������������� ������������������������

20.  ** �������������	����������	�z = x + yi, x, y ∈  R, �������	�������	��������

z2 + 2 �  + 1 = 0.
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21.  ** ��������������������������z = ����
����	��i ������������������������������

�������
����y = 4x + 1, ������
�������∈  R.

2. ** ��������������������������������

��� �����������1 (2z). ����� ��� ������

��� ������� �2 (2 � )�� �3 (-2z) êáé

�4 (-2 � ).

��� ������� ��� �������� ���� ����������

�����1�2�3�4.

y

x1 2 3 4– 2  –1

2

1

– 1

– 2

0

M (z)

23.  ** ����������	�z = 2 + i ��������
�������
���������������������z1, z2 ���

���������	����	��������������������������	���
���	�y = x - 2 ����y = 2x - 1.

24.  ** ������
�������������
���������������
����

���z = 
������

���� +
���z = 

����

�
���� �

+
−

+ 2 - 4i

25.  ** ������
�������������
���������������
����

���z = 
�

������

����





 +

���z = 

�

�

�����









 +
�����∈ ���

26.  ** ������
�������������	����
��	�z ��������������������������� �  + z = 2 + i.

27.  ** ���z ∈  C ������ 
��� +  = 3 ���� + ���������������� �  = 3.
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28.  ** 
�����������������	����
��	�
�

�����������
����������
�����������	����
��	�������
�����	 �������������
	�

������ ����� ��� ������������ �� ��� ����� ������ ������� ���� ��� �� ���
��	


���
����

����

+
, z ≠ - 1, ����������������	������� �  = 1.

29.  ** ������"��������	����	����������	����
���	�z ������������������������

��������������������������	�����z�������
�����������������������������-

������������	�����z ���������#�����������������������	���������������������

�
���������
��������������
����

30.  ** �������������	����������	����
���	�z �������	�������	��������

�  = 
�

�
 = ����� .

31.  ** �����
�������C ������
��:     z + ���� +  + i = 0.

32.  ** ����������������������
�� z �������� �����  > � �������������Re (z) < 
�

�
.

33.  ** ���������������������������	��
������������z ������������������������

����������������������� �����  = 	���� �������������������������������
�����

����������	���

34.  ** ������
�������
�������	�����	��
�������
������z ��������������������

��������
��	�
����

�����

+
+

�����������������	�
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35.  ** ����������	����
��	�z �������������	�������	�

- 2 ≤ Re (z) ≤ 2 (1)

      ��
���  ≤ 2 (2)

   �  ≥ 2 (3)

�������������������������������������������
����������������
��������

��������
�������
������z �����������������������������

36.  ** ������
���������������� ���������� ��
�������	� ����	� �
�� �����
�� ���

����������z ���������������������

��� �������� +  = 3

�) ���������  < 4

���	��� �������� +  < 2

7.  ** �������	� ��������������������	

���������������������
����������
�

��������������
�������	�����	��
����-

���
�� ���� ���������� ���
���

z = x + yi, x, y ∈  R������������������

����.

���������	��������
���������	������-

��������� ���� ���� ���� ��������
�

�������

i)   (x - 3)2 + (y - 2)2 = 9

y

x1 2 3 4

2

1

0

K

ii)  3x2 + 2y2 = 4

iii)  �  - �����+  = 4

iv)  x2 + y2 - 6x - 4y + 9 = 0

v)  ����������  = 2

������������������������������������	�
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8.  **  �������������������������
���	


���������
����������������	�������

��������
�������	�����	��
�������
�

���� ���������� ���
���� z = x + yi,

x, y ∈  R���������������������.

���������	��������
���������	������-

��������� ����	� ���� ���� ��������
-

�������

i)  x2 - i = y2 + 4

y

x1 2 3 4

2

1

0

���

�

�
�

ii)  ����  = 	����

iii)  �����  - 	����  = 0

iv)  y = 4x - 
�

��

v)  Re (z) = 2Im (z)

vi)  8Re (z) = 15 + 2Im (z)

������������������������������������	�

9. **  �����������������������
������

������
������������ ���� 
� ������ ��

������	��
������������z1 = 3 + 4i,

z2 = x + yi ����z3 = �����i���������-

�
	����������������������

����������
�������
�����������

���������
�������z2 ����z3.

y

x1 2 3 4

4

3

2

1

0

�

�

�

40.  ** ��������������������
�����������������������������

���
�

������
��

�

����� ⋅ ���
��

�
���

�
�

	�
������

�

	�
����

�
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41.  ** ��������������������
��������������������������������
����

���z = - ���
���i��
 ���z = - ���
���i��
 ���z = ��
���i���


42. ** ���z1 = 
���

�����

+
+

�����z2 = - � 
����
�

�
 + i���

�

�
���������������������
���

��������������������
����

���z1z2 ���
�

�

�

�

43.  ** ���������������������
��������������������

��

��
�

�
��

�

�
�� 










+ = 1.

44.  ** ����������������
	 + i)� + (1 - i)� = �

��

�

+

�����
	

��
�����∈ ���

45.  ** ��������������������������������������������������
����

z = 
�

	

����
��������

�����
������
.

46.  ** 
�����������������	����
��	�z = �  + i.

���������"��������z ���������
��������������������

��������
�����	��������	���������������w = z�.

��������������������������������������������w �������������������	�

��������������������������������������������w �������������������	�

47.  **  �����������������������
��� �������������������������	�����������z1

������ ���������������������������z2 = z1⋅w, �����w = 
�

�
 + 

�

�
 i.

���������"��������w ���������
��������������������

������������������w3 = - 1.

�������������������������
�����������������������
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������������������z �
�  = - z �

�  �����z �
�  + z �

�  = z1z2.

48.  ** 
�����������������	�z = 1 - ������ i�������∈ ���������

������������������ � �������
�

�

������rg (z) = 
�

����
.

��������������������
���������������������
��	��
���	������
���i��
�

���������
�����
���
	�������



���
 + i���




���
)18.

49. ** ���������������������
�������
���������������������������������������-

��	��
������������z �������	�������	�����������������Arg 






+ ����

�����
 = 

	

�
.

50.  ** �������������������������
���z �������������������������������	�

Arg (z - 1) = 
	

�
  ���� �  = 13.

51.  ** 
������������������������
����

z1 = 
�

�
 - 

�

�
i z2 = -

�

�
 + 

�

�
i z3 = 

�

�
 + 

�

�
i

z4 = -
�

�
 - 

�

�
i z5 = 

�

�
 + 

�

�
i

��������������������������	�

�������������������
����������������	�

���������	����"����������������������������������������	���������������-

���������������

����#�����������������������	����	����������������������
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52.  ** 
������������������������
����

z1 = 
	

�
 - 

	

�
i z2 = 

�

�
 - 

�

�
i z3 = - 

�

�
 + 

��

�
i

z4 = 5 - 5 � i z5 = 3 - 3 � i

���������"�������	��������
����������	����
���	�������������
	��� � i),

��∈  R ����������	�����
���������������������������������������������	

����������������������������

����#�����������������������	����	����������������������

���������������������������z �����������������������z⋅z2��������������������

�����������z3.

3. **  �����������������������
�������������

���������������z = �����i �������
�������

� � �������	� x0 21

�

�������

3 0 °

4.  ** ����
���� 
�������������
�������	�����	

�
�������
����������������z�������������

��������

������ ���������� ���� ���� ��	� �������
� ���-

�����	���������������������	���
���	�
��

������������������������������������

i) 
�

�
 = -

�

�
ii) x2 = y

y

x0

1 2 0°

���

iii) Arg (z) = 
�

��
iv) �  = 1 v) x + y �  = 0

�����������������������������������	�
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55.  ** ������
�������������	�����	��
�����
����

������i ���	���i

56.  ** �����
��������������C ������
�����z5 = 1 + i � .

57.  ** �����
���������������C �����������	�

���
z - 2)3 = 1 ���
z - 1)4 = 1

58.  ** �������������������������������������������	�������	�����������������

���	��������2 = 0 ���
	�����3 = - 1

���
	����2)
2
 = w2

���
	������
	����
2) (1 - w4) (1 - w5) = 9

59.  ** ���w ��������������������������������������	�������	������������

����
2 = � ���
	�����  + w2 + � 2) (�  + w2)

3
 = 8

���
	�����
���	 + (� )���� =0

60.  ** �������������������������������������!�
z) = z3 - 3z2 + 4z - 12.

���������������������
�����z3 - 3z2 + 4z - 12 = 0.

������������������������������� �������� �������������� ������ ������	� �
�

������

�����������	�����
������������������������	��
��������������������������-

��������

61.  ** ������
�����������	�����	��
�������∈  R ������������

f (x) = 3x4 - �x3 + 5x2 - 9x + ���������������������x2 + 1.

 ������������������
�������	��������	�����f (x).

62. ** ����������������	���������
������f (x) = �x3 + �x2 + �x + ������������-

�������� ���
���� ���� ��� x - i� ������ ���������	� ����� ��� ����������� ���

��� x2 + 1 ������ ���������	� ���� f (x).  ��� ��������� ��� �������������� ��

�������������
�������	�����������f (0) = 1 ����f (1) = 10.
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63.  ** 
�������������
��   z3 + 3z2 + 3z - 7���������������������������������	��
�

��������	����������������������������������	���������������������

64.  ** 
�������������
�����z2 - 2z ���
�

�
�����

�

�
�����

2 
�

�
������������������������

���������	������∈ ���������
�������������������������	���	�����
��	�����	���������

���
�

�
�����

�

�
 ± i��2 

�

�
 .

���������"������	�����	�����	����������
�������������	�������

65.  ** 
�������������
��  z2 + �z��������,  z ∈  C,���������	����	��������	�������-

���	����
���	�z1 ����z2. ������������������

���������
�����������������������������

���������
����z2 + �z������������������	�����������	�

66.  ** ���!�(z) = z3 + 2z2 + 4z + 8 = 0:

���������������������
���!�
z) = 0 ����������"������	�����	���	��������
��-

��������������

���������������������
��������������������������������	�������	��
�������

����������!�
z).

67.  ** 
�������������
��� �����  = ������ , z ∈  C.

����������
�����������
�������	�����	��
�������
������z ����������������-

�������������������
���	�
���������
����������������	�������������


	�������������
���
��

�����������
�������������
�����	�
���������x - 3y + 4 = 0.

�����������������������������������	�
���

����������
����������������z ����������������� � ����������������
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68.  ** ���z ��������	�����f (���� i�z����∈ ��*
������

����������
�������f (������f 
�����	��� f 
�����2) + f 
�����3) = 0, ��∈ ��*.

������ � ���������Arg (z) = 
���������
�������

f 
�����	� = �������

�

�
���
����i���


�

�
���
���

������Arg (z) = 
�

�
����� � ������������������������������������	�������	��
�

z ����f 
�����	���������������������������������
���������������������-

���������������������	���	�������	��
���������������z ����f 
�����	��

69.  ** ���z ��������	����
��	����Re 





�

�
 = 

	

�
, �����

����������
�����������
�������	�����	��
�������
������z ����������������-

������������������	��������
��� �����  = 2.

����������
�������������� ����z ������� Im (z) = 1, �����Re (z) = 2 + � ��

Re (z) = 2 - � .

���������
���������
���������
��������
�����������	����	����
���	�±�	����
���	����������	�������
������	�
���

70.  ** 
������	����������	�z ����w �����������������
	���z �  + i (z - � ����	����

Arg (w + 1) = 
	

�
���������
�������

�������
�������	� ����	� �
�� �����
�� ����z ������������� �������� ��������-

���	�C�������������
���	����������������� � .

�������
�������	�����	��
�������
������w �������������������������������-


����
����������
���y = x + 1.

�������
����
���������
������	�
��������������������C ������
������	�
��

�����������������������������

�������t1, t2���������������������������������	����	���������������������������

�������	��
��
�������C, �������������
��

�� ���� +  + 
��

�� ���� −  = 2
��	.



���� �� ��� ���� ���

�� �	
	����� ��	� �������

���� ��
�����

�� �	�
� �	 � 2 
 �
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�����	��������	����	
	�����

������


����������

1.������������x + (y - 1) i = 3 + 4i �����������������	���

���x = 3  
��y = 5 �� x = 3  �����y = 4     

�� x = 3  
��y = 4 �� x = 3  �����y = 5 �� x + y = 7

2.� ����i2 = - 1 ���� [ ]��� ��� ��������������������������
��	��
����	��������	���

�����

���1 �� 3 �� 2 �� 6 �� 5

3.� ������������
�����������	�����
�	����	����������������	���������������

�������
��������������

���y = x ���y = - x �� y = 0

���x = 0 ����������������������	��	�������

4.���������������	���������	��w = (x + 1) + (y - 1) i, x, y ∈  R, ��	�����������-

�����	������������
������������������	�z = x + yi ��	�������

�� 1 - i �� - 1 + i �� - 1 - i �� 1 + i E. 2 + 2i

5.  ����������x2 + �x �����������∈  R���	������������������	�  

�� - 3 + i  �� 2 - i �� 1 - i �� 3 - i �� - 3 - i

6.����� �� ���	�����z2 = 4 + 3i����������������������
��	�� �� ���� + ������

�� 5 �� 8 �� 9 �� 12 �� 14
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7.  �� z = 3 + yi,  y ∈  R,  ���� � ������������������
��	��y �������

�� 5 B. 	 �� - 4 ��� � E. 3

8.������������ ��������
�� +  = 4, z ∈  C,  �������������	����������������	�����	

��

��������	�
������
������������� B.������	�
������
�������������

��������	�
������
������������� ��������	�
����
�������������

E.������	�
����
�������������

9. �����������������	���������������	���������	�����
�	��z ��	�������������-

���	������	��	�	�	�������� ��
��  = ��
�� ������

���	���	����y	y

B.�����
����y = x

���	���	����x	x

��������	��
��	���	����
������	����
���	��������������������
����
����

(0, 1)

E.������	��
��	���	����
������	����
���	��������������������
����
����

(1, 0)

10.  
����	�������	����������	���������	��z �������������������	�������
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B.��	�Arg (z)����������������	��������������������������
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�
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������Arg (z) = 
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1.����������	��������������
����z = x + yi, x, y ∈  R.

�
�����������������	��
������i �	�����������w = 
����


����

+
+

.

�
����������������������	�������������x ����y���� Im (w) = 0.

�
����������������������	�������������x ����y���� Re (w) = 0.

�
���� �������� ���� �� ��	��	������ ������ 
�
� ������ �������� ����	�� ���� ��

��������	������	��	������������������	��

�
�����������������	���	��	����	������	�����������������������
������������
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5.  w = (1 + 
�

�
 + 

�

�
 + 

�

�
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�
 + 
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 + 
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�
 i

6.  z1 = 
�

�
 + 

�

�
 i,  z2 = 1

 

9.  �������������

 

10.  ���������������	
��������������������	


11.  x = 
�

�

12.  x = 1,  y = 5

13.  �	
��������������	��	
����������2�����
��
����

��	���
�z = � 
������������� � + i
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15.  �����������������������
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�������
����������

16.  ��
����	��
����
����
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���


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
 +

����������
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18.   
��4x + 3y + 24 = 0

�
�x2 + y2 + 6x + 8y = 0

�
�(x + 3)2 + (y + 4)2 = 25

��	���
�2 + i  
����������������

20.  - 1,  1 + 2i,  1 - 2i

21.  ������
�

�

22. �����	�
�
�

23.  z1 = - 2i,  z2 = 2 + 3i

��	���
�
�

�
   
� �


��	���
�
�

�
 
�3�

26.  z = 
�

�
 + i

29.   3 + 4i,  - 3 + 4i,  3 - 4i,  - 3 - 4i

��������������
��������

30.  �	
��������
���������	��	
������
�

�
,  y = ± 

�

�
.
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34. 2x + y + 2 = 0


�	��
����������
�������  
��������
������� �
����������
����������	

37.  iv, v

38.  ii, iv, vi

39.  z2 = 7 + i,  z3 = 4 - 3i
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45.  �������	
��
�������
�
������
���������
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�w3
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�  = 

�

���
�

�
�
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�

�
������� 




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



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
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49.  (x + 1)2 + y2 = 2,  x < 0

50.  z = 
�

������+
 + 

�

������� +
 i

53.  zB = zA + z������������
��������
����
�����������
�

�
�������°�������

54.  i, iii

58.���������3����������

59.  �
���������
��������2��������  = w2
�������

60.  �
�P (z) = z2 (z - 3) + 4 (z - 3) = (z2 + 4) (z - 3) = (z2 - 4i2) (z - 3) =

= (z - 2i) (z + 2i) (z - 3)

�
��	�	��������������
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�

61.��������������	

62.�������
������
����������
��
��
���������������������
��������	��	
������
������


�����

63.�������������	�����1���������������	��	
���2 = - 2 + i � ,  z3 = - 2 - i �

64.�����	��	
��
��
�������		�������
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65.  �
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66.  �
�z1 = - 2,  z2 = 2i,  z3 = - 2i  
�x2 + y2 = 4

67.  �
����������
�	���������
��	�
����
�
���
�����
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�������
���������	
��

��	�
�����
�������
���������
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��������
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����
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�

�
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�

�
���� + ) ⋅����		���
���
�
��

���� 

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
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�
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70.  �
�x2 + (y - 1)2 = 2  
�y = x + 1
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 t1 = 1 + 2i, t2 = - 1
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1. * ���������������������������������������	�
���→��������	�

f (x) = 






��������������	��
���������	�����

��������	��
�������������	�����

�������
�������� � �

2.  *���������
��������	��
������
��
���������
��

f (x⋅�����	��
����	��������������
�������� � �

3.  *���������
��������	��
�����x, x ∈ �������
��

f (x + y) = f (x) ⋅�	��������������
����∈  R. � �

4.  *��� �������� ���������� �����
��������� � � ���������

�������������������
	
� � �

5. * 
����������
������������	��
���������	�	�����������	��-

�����	��������f�	������������
	
�	����
����������
�����

����
	�����
������������
��
	�������������� � �

6. * 

�� �
���������� 	�� �� ������ ������ ��� 
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�� ������

x ∈ ���������������
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�������
�� � �

7. *���������������������������	�������������	�����
���
�

����������	������������������������������	�
���
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����������������� � �

8.  **��������
��������	�������������������
����������������-
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������������	�
�������������
���	���(x)) = f (h(x)�����

�����
�∈ �������������
����������������������������� � �

9.  * ����
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�
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, x ≠������������������ � �
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0.  *���������
�������	�������	�����������������	��������������

��	��������������������
���	������� � �

1.  *������
��������	����������������	�
��������������������

�
��
�������������
����� ��	��� ��� ���� ��∞�����������
-

��������
�

�
��������������������
��������� � �

2.  **�
��������
��������	�	������������	�
�����������	��
�

�����������
��

��

�����

	
������	
���
������������������������
1, x2 ∈ �
�

	��
1 ≠ x2����������
�����������������������
��
�������
� � �

3.  ** ��� 	��� �
�������� 	� ������ �������� �
��
��� ��� ���

������	��
����������
����������	��������������������
��

����
� � �

4.  ** ���
�������� 	� �
����
�

�
��������������������
������

�
��������∞, 0) ∪  (0, + ∞). � �

5.  ** ���	������������
��������	�����
�������	����������

��	����
0��������������
����������������������	������
0. � �

6.  ** ���	����������
�������� 	�����
�������������������

��	����
0�����������
���������� �������������������
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0. � �

7.  * ���	����
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8.  *�����	����
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0.  **��������
��������	����������������������
�
�


i)  f (f -1 (x)����
����������
���
�������������
�������	��

����	

ii)  f -1 (f (x)����
����������
�∈  Df.

� �

� �

1.  *����������
��������	��
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� � �
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� �
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���
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i)  fog = f⋅g
ii)  fog = gof
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4.  ** 
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��������	�	������������	�
����������	�


� ����	����
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� � �

5.  ** �������
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2.  *�����������������������		���������������������������������
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y

0 x

B.
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0
x

��

yy
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x

3.  * �������������	�
������
���������	��
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� +

�����������
����

���R - {- 2, 2} �� R       �� R - {- 2}


� [2, + ∞)     �� R - {2}
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4. * �������������	�
������
���������	��
������������
2������������
����

���R - {- 3, 3} �� R - {3}       �� [3, + ∞)


� (- 3, 3)     �� (- ∞, - 3) ∪  (3, + ∞)

5.  * �������������	�
������
���������	��
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�������
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24.  * ��	���������	�����
���������	����������������������
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5.  * ��������
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8.  * ���������������	��������������������
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32.  * ���
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1. ** �������������������������f, g ���f ���������
�����������R 	���g �������

������������R. ����������������f (x) > g (x) ����	�
��x ∈  R.

���x1, x2, x3, x4 ��������������	������
���������x1 < x2 < x3 < x4������������-

����������������������������
����:

f (x1), f (x2), f (x3), f (x4), g (x1), g (x2), g (x3), g (x4)

2.  ** �����������������������:

���f (x) = ����� ,   ���g (x) = ln (x - 2),

���h (x) = 
����

����

−
+

,   	����(x) = 
�

������ �


����������
�������������������������������������������	�
��������������

������������������������������������������
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���������������	
��

1.  ** �����������������f (x) = x2 - 3x + 2.

���������	����
���
�
��f (1), f (0), f (-3), f (2)

���������	����������	������������Cf ��������������

���������	����
���
�
��f (t), f (xt), f (x + h), x, t, h ∈  R.

2. ** ������	������������������������������������R �������	����	����
�����-

�
�������
��������������������
��

���f (x) = 
������������

����� �

+

���f (x) = 
���������

�
 + 

���������

	

���f (x) = 
���������

����� �

 + 
����
��	��

�

���f (x) = 
����	����

�

���f (x) = log (x2 + x - 2) + log 
����	

	���+

����f (x) = 
��������

����
 + 

�������

�
,  x ∈  [0, ���

���f (x) = ������  + 
������
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3.  �	����
�������������f (x) = x + 1.

������������������
��������
�����������
����������������	������	��
�	���

����������������f.

f1 (x) = 
�����

����� �

f2 (x) = 
��������

����
�

	

+
+

f3 (x) = ( )�����+

f4 (x) = x (
��

�
 + 1) f5 (x) = lnex+1 f6 (x) = eln (x+1)

���������	������������������������������������R �������	���
���������

���������
���	��
������	����

4.  �	�����
��
����������
�

f1 (x) = 
����

�����

+
f2 (x) = 

����

����

+
−

f3 (x) = 

�

�
���

�

�
����

+

f4 (x) = 
�����

�������
�

�

f5 (x) = 
����

����

� −

−
f6 (x) = 

�����������

����

+−
−

����������	���������	����
����������
��������������

�����������������������������������	����������������

����������	������������������������������������R �������	���
���������

���������
���	��
������	����

5. ** �	�����
��
����������
�� f (x) = 
�����

����+
,  g (x) = 

���������

����������
�

� ++
, �� ∈  R,

x > 0.

���������	���������	����
���������f, g

����
����
���
���������
����
�f = g;
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6.  ** �	�����
��
����������
�

f (x) = 






>

≤+

������������

������������
     ��
��   g (x) = 





≥+
<<

	�������	������

	���������������
���

������	����
�����������
��

���f + g ���f ⋅ g ���
�

�

7.  ** �	����
�������������f (x) = log
����

�����

+
.

���������	���������	����
���������f

�����������	�������
�f (x1) + f (x2) = f 





⋅+

+

��

��

�������

����
�
�������x1, x2 �������	-

�����
���������

8.  ** �	����
�������������f (x) = 
��

��

� .

���������	���������	����
���������f.

�����������	�������
�f (x) = e �
�������x �������	�����
���������

�������������������	
�����������������f.

9.  ** �	����
�������������f ������	����
���������
���������	�
�����
���	��
���

���	����
���������������������

���f (x2) ���f (x - 4) ���f (lnx)

10.  ** �	����
�������������f : R → R �
���������	��
����


f (x + y) + f (x - y) = 2f (x) + f (y) �
�������x, y ∈  R.

�����������	�������
������	
�����������������f ������������������������-

������

�����������	�������
���f �	��
����
��

�����������	�������
��
�������x ∈  R 
����
���
�f ( � ) = f (x).
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11.  ** 
���
���
������������f 
����
�2f (x) - 3f (
�

�
) = x2,  x ≠ 0,  ������	�����

f (2).

12.  ** �	����
�������������f (x) = 4x3 - 7x2 + 19x - 7,  x ∈  (- 3, 5).

���������	�������
�	����f (x) - f (4).

���������	���������
�����������
��
������� �������������  ≤���⋅ ����� ��
����-

���x ∈  (- 3, 5).

13. ** �	��
� ������� ��
� �
�� ���������� f �	��
� ���
�	� ����� �
�� ����� x ∈  Df,


����
� - x ∈  Df ��
� f (-x) = f (x), �
�������x ∈  Df, �����	��
����
��������

f (-x) = - f (x) �
�������x ∈  Df.

������������������
��������
��������������	
�
�����������
�����
�������

���
�������
�����������������������
�����������
����������
����
y

0 x

 

y

0 x

��� ����������

y

0 x

y

0 x

�����     (�V)
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y

0 x

     (V)

���
��������������f 
��
����	����
��������R, ��������	�������
����������-

���g (x) = f (x) + f (-x) �	��
����
��

���
���
������������f �	��
����
������
�������
���
��
�
�����
��x = x0, ��

�����	�������
���f ������
���
�����
�����
��x = - x0.

14.  ** �
������������f ������	����
��������R �	��
����
�����
����f �	��
�����	-

����������������
���������	��������	������	���������	�������
���f��	��
����-

�	�������������
������
�����������	������

15.  ** ����
������������	������	�������
���
�
�

�
 ≥ 2.

���������	������������������������������f (x) = x + 
�

�
 ���x > 0.

16.  ** ����� f, g �������������
�������
������	����
����� ��� �
��������	��


���	�����	���������
�
���
�
���
�������x ∈  � ��
��
����	����	��
�����	�����-

����������������������	�������
�������������
�

�

�

� + ��	��
�����	���	�	�����

������
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7. ** �� ���	
��� ���������� Cf �
��

�����������f 	�	����
������
�����

�������
��������������	���

���������	����
���������f

��������������
��������f

��� ��� �
���������
� ��� �	���������

���	�������f

�������������������f

y

5

2

1

-3 -2 -1 5 x

����������������f	�����	��
����������
�

�����
����������
	�����	��
�����������������	���y = 
�

�
 ��


�����
���������	�����	��
�����������������	���y����x2.

18.  ** �	����
�������������f (x) = x - 1, x ∈  [- 2, 3]. ������������������	
��

�
�����������
��

���f1 (x) = f (x) + 1

�) f2 (x) = 2f (x)

���f3 (x) = - f (x)

���f4 (x) = �����

9. ** ���� �
������ ������ �	����
� �

���	
��������������
�����������

���� f ��� ���	�� ��
����� ��� ��	� ���

��� ������������ ���	
��� �
�� ���

�������
��

���g (x) = f (x) + 1

y

– 2

0

– 3 /2

1  2  3  4 x

���h (x) = - f (x) ���	 (x) = ����� .
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20. ** ����������	��������
�������	���������	
���������������������������-

������������	���f (x) = x��	������
������
��
���

��� ���	��� ���� ���	
���� ������������ ���� ������������ f (x) = x��

,

�����
������
��
���

21.  ** �����������������f (x) = ����� .���������
��	������
�����������
��2f,

f2 ��
�
�

�
���������
��
���������
�������
�����	
�
�����������
�����������-

�����������������	�
�����������������

22.  ** �	��
����������
��
������������f ������	����
�����Df �	��
����
��
�����

���	���������	�������
�������x ∈  Df 
�������  

•  x + T ∈  Df, x - T ∈  Df

•  f (x + T) = f (x - T) = f (x)

������������������	
����������������f ��������

f (x) = 










+∈+

+∈

∈

������������������������������

����������������������������

�������������������������

�

�

�

,  �����
������
��
��

�����
�����������	������
���������	���

23.  ** �	�����
��
����������
����f (x) = 
�����

�
,   g (x) = 

����

�����

+
.

���������	���������	����
����������

���������	����
�����������
��f + g, f ⋅ g.

��� ���
����
�������
��f, g ����
��
������������
�(gof) (x) ≠ g (x) ⋅ f (x).

��������������������
���
��������������������
�� f, g �
����������
�� fog

��
�gof �	��
�	����
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24.  ** ��
�����������	��
������	
���������������������������

g (x) = f (f (f (x))), ������f (x) = 
�����

�
;

25.  ** ������!�����������������f (x) = xx,  x > 0������������������������-

����������

26.  ** ����������������� f (x) = �x� 
��	������	����� �����������������
���


�����
�������������������	�������
��������������������
���������������

�	��
������
�������������������������������������
�������������
������-

�����������	��
������
�����������������	�
����
��
������
�������

27.  ** �	�����
��
����������
�� f, g ��
��
��������R, �
����	��� �	��
� ����	��

������������
�
��������	�
���	�����������	�����	��
���
��
���������	�����-

�����������
��
���������	���	�	��������

��������	�������
�������������fog �	��
�����	�����������

��������������������������	������������������fof ��
�gog.

��������������������������	�����������������f (x) = ln [ln (x)], x > 1.

28.  ** ����� �
�� ���������� f ��� ���	�� ��
����� ��� R	� �
�� ���� ���	�� 
����


(fof) (x) - f (x) = x, �
�������x ∈  R. ��������	�������
�������
������	����	�

����f.

29. ** ������	���������
�����������
���������	���f (x) = �x + �	���≠��	��������-
�
�������
�����
�����
��

����f = f -1 ���f = - f -1 ���f = f -1 + c

(c ≠��	���������
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30.  ** �	����
�������������f (x) = 
����

�

+
.

�����������	�������
���f �	��
�
���
�

���������	�������f -1.

31.  **  �	�����
��
����������
��f (x) = 
�

�
����
���h (x) = 

����

�

+
 �����
������	�

��
���������
�������������	�
�∞).

������������	����
������������g �����fog = h.

���������	����
������������	 �����	of = h.

B. ���������	����
��f -1, g-1 h-1 (���	����	�������f, g, h).

���������	����
��f -1og-1  ��
��g-1of -1.

�������������������g-1of -1 = h-1 (�
��
���������������������������

2.  ** �	����
� ��	�����

�� ��� ����


��������
��!���
����h. ��������-

���
�� "#��� �	��
� ���������
��

����

�	��������	���
����������

������ ��	������� �������	������L

���� �������	��� ��� ���������

�����!��������x.

h

x

�

� ��� �

��

�

��������	�������������������������������	��������������������x.
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33.  ** �������	����������������	�	������
�	����
������������	������
����
�

�
�����������������������	���
��
��

���
����
�
������

�
�

�

�

1 0

6

x

�

������������	������
���	�����
�����������
���
�
���
�
�������������-
������������������
���x

��� ���������	����������	�������������������x
���������
�����������x �����
��
������������
������	�������������
��
���

�������������������
������	�����������
����

�	����
���
��	�����������
�����������

��������

⋅+
.

4.  ** �����
������
������������
����
��

����	�� 
� ��
� ��� ������ �����������


����
�� ���� 
� ��� �������� ��������

�1 = 60 km/h	������������������������

����
�������
��� ����
������������ ��-

��������2 = 80 km/h.

������ ��	������� ���� ��������� s ���

�
������������������������������t.

��� ����� ��������� ������������


���
���������������

�

S (t)1

S (t)2

���
���� ����
���� �������������� s ��� ��	������� �������������
�����

��������������t.
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����������
��
������������	��������������������������
�����	����������

���������������������
��
��������
�
���km;

35.  ** �
�����������

��
���������	���������
��	���������������20 m/s. ��

�!���h��������
��	����������	��	����
����������	��
������������������-

����t ��
��	����
���������������h = f (t) = 20t - 5t2.

���������	�������!����������	��	����
����������
������
�
����
��
��

�

�
s,  1 s,  2 s,  3 s,  

�

�
s,  4 s.

�) ��
���	��
����������������!����������	��	����
���������

������������������������������������	����
�����!���
�

���
 m;

���������	���������������t) = 
�����

�������������
, t ≠ 2.

36. ** ��������������������
��������
�����
������	�����
������	�
������������-

�	�����
�����
��������������
����������������
�������
������������ t ����

��
�����	����	��
�N (t) = 100t - 5t2. ���������
���������K (x) ����
�
���������-

������������
���������������x �����
�������	��
�K (x) = 15 + 8x.

���������	������������
���������"���������������������������
�����	��

�����������������������

�������������������	������
������	����������������������������������
�

������������������������������	��
�����	�������������
���������

37.  ** ����
�
���
��������
������������
�
���������
������	��
���������
����
�
�

�
������������������	�������������
����
�
��������
����������
���������

�
������������
���������
�������������
�����������������
���������
�����

��������	������������
��������
�
���	����������������������
�	���

���������������������	
����������������
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8.  ** ����������������������������������������
�����

������������	�� ����� �����������������"���	��� �C),

�������
������������������
��(F). ��������������
-

�����
�����
�����������
�
��
���
�
���������������	��

���C ��� �
�� �
�
�����F �	��
� �����
��� ��� ���	
��� ���

�����������	��
�����	���

���������	��� ���� ����� ��������������������	������-

��
��
��������������C �����������F.

3 20

1 0 0
C

o

2 1 2
F

o

���������	��������������������������������	��������
��
��������������F

�����������C.

�������������������������
����������	�����������	������
�������� 	�
���-

�
������
���
��������	������

39.  ** �����	���������
��������������	��������������	�����
����
������
���

����
���	��������	����������������
���	��
�����
��	��
������
�������
���

��� 
��� ��������
����� ������� ��� �����	� ���� �� ����
���� ���
�����
� �
�� ��

�
���	��
���������
���	��	����
������������������f (x) = 4 + 
�

��
, �����x �

��
������������
����

�����������������
�������������
�������������������
���

���
�����
�����
�����
������������
����	�������������
��
�������

����������
��
����
��������
��
�������������������

40.  ** 
����������
���
��
����������
�������
����������	���������	����	����


������
�����������	����������������������
�	�����������
������
��������-

��������
�	�����������
�����
�
�������
����������	������������������

������
�	����	��
��������	���y ���x�
��	������

���������	��������������������������

������������	���������
�
������
���������	���������������������������
�

�
�������	����
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41.  ** ���x 
�����������	��������������
�����
������������	��


f (x) = 20 - 
����

�

+
��
�
��������������	���

�������������	��
����������������������
����������

�) ��������������	����������������������
����
����������������

����
���������		�������x ��������
������
��
�����

42.  ** �
���
��
���������
���������������	����������������	��
���������� � �
��

������
����������	���������������������������	���t °F, �	��
�

�  - � 0 = �t0 (t - t0)

������� � 0 �	��
�������
��������������������������������	��t0 °F  ���


����������������������
���������������������������

���
��������
���������������������	��
�
���cm ������������	��60 °F ��


����
�
-5
	�������!����������	����������	��
���������� �  �������������

�����������������������	���t °F.

���������
�����������	�����������������������	��
�	������
��	��
��cm;

43.  ** ������
��������	��
��
�����	����
�����
���	���������
��
����������	��
����������������C	�������������
��������������������	��	�����
���������
���������������	��
����	�
�
��������
��
����������������������	��
���-
�
�������������	���

f1 (x) = 40 - 
�

	
 x f2 (x) = 39 - x f3 (x) = 38 - 

�

�
 x

��� �
������������� 
��
� ����	� �
�	����
������
�����
��	� ��
� �����������

�������������	�������������������������	��
���  f4 (x) = f1
-1 (x) + 12.

���������	����������
�����
����x	�������������	���
����������	���������
-
����������������������	������

�����
�����
�����
����	��
��
�������������
���
�����������
����������
����
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4. ** �) �����	�������������������

�������	���x rad �������≤ x ≤��
������������������
���������-
��
�������������

��������	�����������������������

��
����������� ��
������ 

�

��������������������	���x rad,

�������≤ x < 
�

�
.

B 0 A

E

x

1

�

5.  ** �) ����
������
����������



���� ��������� �
��� ����������

f ��	�����
� ����� ���� ��� ���	�

���
��� ����	�� ���� ���������

��� ��	������� ��� ��� �����
�

�
��� ��
�������� ���� ��������

��������

������ ������������� �
�� ��������-

�����f (x) = x2 
����
���������-

���
�
������

y

xx 2x 1 x 1 + x2
2

A

M

B

������	����
���������������g (x) = ex.



���������� � � �����������

�� �� ���	������



154



155


�����
����

���������������

����	�
�
��
	
�����	�
�
��	���	��������
	��������

1. � 11. � 20. i) �

2. � 12. � 20. ii) �

3. � 13. � 21. �

4. � 14. � 22. �

5. � 15. � 23. i) �

6. � 16. � 23. ii) �

7. � 17. � 24. �

8. � 18. � 25. i) �

9. � 19. i) � 25. ii) �

10. � 19. ii) � 26. �

27. �
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����	�
�
��
	
�����	�
�
��������������
�����

1. � 15. � 29. �

2. � 16. � 30. �

3. � 17. � 31. �

4. � 18. � 32. �

5. � 19. � 33. �

6. � 20. � 34. �

7. � 21. � 35. �

8. � 22. � 36. �

9. � 23. � 37. �

10. � 24. � 38. �

11. � 25. � 39. �

12. � 26. � 40. �

13. � 27. � 41. �

14. � 28. �
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����	�
�
��
	
�����	�
�
����	

	���

��

1. 1 � 2. 1 �

2 � 2 �

3 � 3 �

4 � 4 �

5 �

6 �

7 �

3. 1 � 4. 1 �

2 � 2 �

3 � 3 �

4 � 4 �

5. 1 � 6. 1 �

2 � 2 �

3 � 3 �

4 � 4 �

7. 1 � 8. 1 �

2 � 2 �

3 � 3 �

4 � 4 �

����	�
�
��
	
�����	�
�
��

�	����

1. g (x1) < g (x2) < g (x3) < g (x4) < f (x4) < f (x3) < f (x2) < f (x1)

 

2. ����������������
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����	�
�
�������
����
��
	
�����	�
�
������	����

3.  �� f2,  f5 ���(1, + ∞)

4.  �� D1 = (- ∞, - 1) ∪  [1, + ∞)      D2 = [1, + ∞)      D3 = (- ∞, - 1) ∪  [1, + ∞)

D4 = (- ∞, - 1) ∪  (1, + ∞)      D5 = D4       D6 = [1, + ∞)

����������	
����

���D6 = (1, + ∞)

5.  �� Df = R - {1},  Dg = R - {- 1, 1} ��������

6.  Df ∩ Dg = (0, + ∞)

(f + g) (x) = 










≥+

<<+

≤<++

������������������

��������������������

����������	���������

�

�

�
������	����
����������������������

7.  �� Df = (- 1, 1) �����������������	��
��

8.  �� Df = (0, 1) ∪  (1, + ∞) ���y = x ��

	

�  ⇔  � ny = ��
��

	
�

�
= 1  ⇔  y = e

9.  �� [- 1, 1] ���[4, 5]�� [1, e]

����������������������	���
�

������������������	����������
���������	���������

����������	��������	���������

11.  ��������������������������
��������������
�
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12.  f (x) - f (4) = (x - 4) (4x2 + 9x + 55),  � �
��������



�������� � ++  ≤ 4 �
2 + 9 �  + 55 ≤ 200


�������
����  ≤ 200 �����

�	�����������������	��������	�����������������	����

���g (- x) = f (- x) + f (x)

���f (x) ≤ f (x0)  ⇔  - f (x) ≥ - f (x0)  ⇔  f (- x) ≥ - f (- x0)

14.  �������≤ x1 < x2�
�������������≤ - x2 < - x1 ≤����������2) < f (- x1)

- f (x2) < - f (x1�����	������2) > f (x1).

16.  ����������
	���������	��
��

17.  f (x) = 





















≤<+

<≤

<<

≤<+

≤<+


����������
�

�

����

�



��

�������������
�

	

������	������
�

	
����������

	�������������
�

�
����

�

	
��

����������������������

�
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�
����������������������f���������	����������

 ���	��������
���������
��������

 �����

��	��������	��������������
�


����� �
�
���� ���� �f � ��������� ���� ������ �
�� ���� �����

��	���� ����

�	������������������������

���������������������������	����������

 �����

��	��������������	�������������	
	

�������
�
������������������������
���������������

��	���������	������

�������
���������

��������(0, 0) (1, 1)       (- 1, 1)

���(0, 0) (1, 1)       (- 1, - 1)

22.  ��������	������

�	������Df = R - {1},   Dg = R - {- 1}

���(f + g) (x) = 
	����

����
�

� +
, (fg) (x) = 

	���

	

+

���(gof) (x) = 
�

���
�����������������

	���

	

+

�����������������

24.  	������������������
��
����������������

25.  xx = e ��� �⋅ , f (x) = ex, g (x) = x⋅ ���

26.  ���	��������1��������1�����1, f2��������2�����2

27.  ����
��
	���������	��
�� ���
��
	����������� ���
��
	�����������



161

28.  �������1) = f (x2����������������1)) = f (f (x2)) …

��������f -1 (x) = 
�

	
x - 

�

�
���	�������

�

	
���������

�

�
�������

��
�����
����

30.  ����	�������������	���������������������

	����������g (x) = x + 2,  Dg���	 �����������
����	

�

+
,   D����	

������f -1 = f     g -1 = x + 2  x ∈  (2, + ∞) h -1 =  
�

�����	
,  x ∈  (0, 

�

	
)

�� (f -1og -1) (x) = 
�����

	
 x ∈  (2, + ∞) (g-1of -1) (x) = 

�

�����	
 x ∈  (0, 

�

	
)

��������������	������

32.  ���� 	���
�������������������������������������������
�

�

) x

��������������
�

�
) x

33.  ����
�

	�
, 
�

	�
���������

	�����

��
� +

���y = 
	�����

��
� +

⇒  yx2
� ���������
	���
���	���	�����	2 ≤ 

	��

�
�� ��	�� 	2 =

	��

�
�����������

��

�
 = 

��

�
 = 	�� m ≈ 12,6 m

34.  ����s = ���� ������������ ⋅+⋅ ����������������

��
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	�����
��	��������
����
�������

�����

���AM = 
�

�
 = 50t

���180 = �����������������������
�

����������� �
����

=⋅+=⋅+⋅
����������≈ 67

�������	����	������������������������
�������������������������	�����

35.  ����20 m ���
�

�
 s,   

�

�
 s 
��10 - 5t

36.  ����!�������������

�����
�2,  t ∈  Z,  0 ≤ t ≤ 10

���0 ≤ t ≤ 8

37.������	����������	�����������������������	����������������

	
������	������������������������
����������

������

���������	�����
���������	�����
����

���������	�����������
�

39.  �� f (7) = 
�

	�
 + 4 = 6 min ������������������
�

����
���������	����������
�

	�
�
����
���� �


40.  f (x) = - x + 221,  f (37) = 184

41.  �� f (7) = 19.250 �� f (7) - f (6) = 250 ����
������������
�




42.  ��� � = 0,0006t + 99,964 �� 80 °F
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43.  ��  39 - x = 40 - 
�

�
�����	����������	��

��  f1
-1 (x) = - 

�

�
 x + 

�

��
,    f4 (x) = - 

�

�
 x + 

�

		�
,   f4 (2) = 

�

		�
 ≈ 37,3 °C

�	����	������	����������
����������������	����������	�����

����������������
�

	
�������
�����
�≤ x ≤��

�����������
�

�
 - E (x)

45.  f  




 +

�

���� �	  < 
�

�
������
��� �	 +
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�������������������

����	��
����
�����
����������������

1.  * ��������������f �	���
������������
��x0, ������������

���
������
� � �����������������x0���������������
�����-

��������� � �

2.  * ������������
��������������������f, 
�������x���
����

����������������x0������
�������������� � �

3.  * ���
��������������������f ����x0�������������
���������

�����������������������
�����
� � �

4.  * �����������������f �	���
������������
��x0���
������


�
�����������
� � �

5. *�����
�

����
���
→

f (x) = � , �
�������	��������������

���
�

����
���
→

���x) = 0 ����f (x) = �  ��� (x). � �

6.  ** ��  
�

����
���
→

(f (x) + g (x)) = � ���
������������������f, g

�	������������
������� x0. � �

7. **� � ��� ���� ���� ������������ f, g : A → R ����	��� ��

�
����

���
→

[f (x) ⋅ g (x)], ���
����������

�
����

���
→

[f (x) ⋅ g (x)] = 
�

����
���
→

f (x) ⋅
�

����
���
→

g (x) � �

8.  ** ������������������f (x) = 
�

�
 - 1.

	�	����
+→ ����

��� f (x) = 0 = 
−→ ����

��� f (x). � �

9.  ** ��������������f �	�������x0 = 2004 
������� �����	�

�
�����f ��
��������������������������������x ���������

2004.
� �
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0. ** ���
�

����
���
→

����	  = � , � ≠� ��� �
��� �������� ��	���

�
����

���
→

f (x) = � . � �

1.  * ������
�

����
���
→

f (x) �
���������
�������
����
�����f ��
����

������������������������x0. � �

2.  * ����� f ��������������������
����������������������

���������	����������
�����	������������
����

���
→

f (x) = f (0). � �

3.  ** ���
����

���
→

f (x) = ���
����

���
→

g (x) = ������f (x) ≠ �����������

����
���
����

���
→

g (f (x)) = �� � �

4.  * 	�	����
���
����

���
→ �

�������
�
��������≠ 0, 1. � �

5.  *����
����

���
→

 
�

����	
 = � ���
���

����
���

→
 

�

�
���	
 = 3 � . � �

6.  *������≤ f (x) ≤ 
�

�
 + e-x, ���������x ∈  R, �
������

∞+→���
��� f (x) = 0. � �

7.  ** ���
�

����
���
→

f (x) = + ∞�����g (x) ��������������x0���
��

��������	����
�

����
���
→

 (f (x)⋅g (x)) = - ∞. � �

8.  * ���
�

����
���
→

f (x) = + ∞���
���
�

����
���
→ ����	

�
 = 0. � �

9.  * ���
�

����
���
→

f (x) = 0 ���� f (x) > 0 ������ ���� x0�� �
��

�
����

���
→ ����	

�
 = + ∞. � �

0.  * ���
�

����
���
→

f (x) = � ≠ 0���
���
�

����
���
→ ����	

�
 = 

�

�
. � �

1.  ** ���������������f : [0, + ∞) → R �
��������
��������-

�����
�������������	����
∞+→���

��� f (x) = + ∞. � �
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2.  * �����������������f �
��������	�������
�����������
����

f (x) = 0 �����	����
����������������������	�����∈ ���������-

����f (�) < 0, �
��������	����f (x) < 0 ���������x ∈  (������ � �

3.  * �����������������f��
��������	����������������
������

���� ��
����� ���� ������������� ������ f (x1), f (x2) ��

x1, x2 ∈ � 
��� ���� �
��� ��
����� 
���� ���� ������ ������� ���
f (x1)���� f (x2). � �

4.  ** ���������������	������������f�����R, ��	����f (x1)�
������

f (x2) 
�	���
�������	���x0 ∈  (x1, x2��������������f (x0) = e. � �

5.  * A��������������f��
��������	�����������
����������

���� ��������� 
��� ���� �
��� ��� ������� ������ ���� �
���

[f (�), f (�)]. � �

6.  * A��������������f��
��������	�����������
�����
�����

���� ��������� 
��� ���� �
��� ��� ������� ������ ���� �
���

[f (�), f (�)]. � �

7.  ** ���������	�������������f�����
���������f (�) ≠ f (�),

��
������
������������������������f (�)�����f (�). � �

8.  ** A�� �����x) (1 + 5x) ≤ f (x) ≤ (3x + 1)2, �
�����f��
���

����	��������� � �

9.  * A����f��
��������	�����������
���������������������∞),

�
��� ��� ������� ������ ���� �
���� ��� ��������

(
����

���
→

f (x), 
∞+→���

��� f (x)). � �

0.  **��������������������f� �����	���������������� 
������

�����f �
��������������
��������
����
������������
������
-

���������
������ � �

1.  *� ����������������f��
��������	�������x0 ��� f (x0) ≠ 0,

�
�������������x0 �������������f �
������
����������f (x0). � �

2.  ** �����������������f �
��������	�����������
���������

����������������
���
��������
������������
��������	��
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��������
���������������f��
�. � �

3.  * ��������������� f ��� ���
�� �������� ���� ���������


�
��������	�����������������
���
���������������f -1 �
���

����	�������f��
�. � �

4.  * ���������	�������������������
���������� ���R� �	��

���������������	���������� � �

5.  * �����������������f (x) = 






≥

<+

��������
��

�����������

�
��	�	����
�����f

�
��������	�������R - {1}. � �

6. *�������������f, �������
-

��� �� �������� ���������

��
�����������	������
���

����	�������Df.

y

y ´

0 xx ´ � �

7. * ������������f, ���

���
��� �� �������

���������� ��
�����

�����	������
������-

��	���

y

y ´

0 � �� ���� x´

� �

8.  ** ���������������f��
��������	�������x0 �������������-

���g �����
��������	�������x0, �
���������������f + g ���

�
��������	�������x0.  � �

9.  **��������������������f, g������
��������	�
����������
�

x0� ���� ������� ���
��� �������� ����� �
��� �� ���������

f + g �����
��������	�������x0. � �

0.  **����������������f �
��������	��������������
��x0����

���
��������������, �
���������f 2 �
��������	�������x0. � �
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����	��
���������	����
���	�

1. *�����������������������������������

������ f �
���� ����� ���� ��
������ ���

�	������
����������
���

�� 
����

���
→

f (x) = 4 B. 
�
�
���

���
→

f (x) = 1

	� 
+→ �
���

��� f (x) = 2 
� f (- 1) = 2

E. f (1) = 4

y

2

1

1– 1

4

y ´

0
xx ´

2. *����� ������������� f �����	�������� �-

�	���

�� 
+→ ����

��� f (x) = 6 B. 
�����

���
→

f (x) = 8

	� 
�����

���
→

f (x) ≠
+→ ����

��� f (x)


������	������
����

���
→

f (x)

y

6

4

8

y ´

0 xx ´

E. 
+→ ����

��� f (x) =
�����

���
→

f (x)

3.  *����f (x) ≤ g (x) ���x ∈  ��������������������������f, g �	����
������������-

�
������
���������
�����	����
��

�� 
����

���
→

f (x) > 
����

���
→

g (x) �� 
����

���
→

f (x) ����������
����

���
→

g (x) < 0

	��
����

���
→

f (x)  ≤  
����

���
→

g (x) 
� 
����

���
→

f (x)  ≥  
����

���
→

g (x)

����
�������
������������
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4. *����h (x) ≤ f (x) ≤ g (x) ���x ∈ ������������
����

���
→

h (x) = 
����

���
→

g (x) = 3, �
����-

�	����
��

���
����

���
→

f (x) = 
�



�� 

����
���

→
[f (x) - g (x)] = 3

	� 
����

���
→

[h (x) - f (x)] = 3 
� 
����

���
→

f (x) = 3

����
�������
������������

5.  *����
�

����
���
→

f (x) = ������
�

����
���
→

g (x) = + ∞���
�������������	����
��

�� 
�

����
���
→

[f (x) ⋅ g (x)] = 0 B. 
�

����
���
→

[f (x) ⋅ g (x)] = + ∞

	���������
�������������������f⋅g ����x0��	������������
�����������


� 
�

����
���
→

[f (x) ⋅ g (x)] > 0 E. 
�

����
���
→

[f (x) ⋅ g (x)] < 0

6.  *���
����������������
������������
��������������
���������

�� 
����

���
→ �

�
 = + ∞ B. 

����
���

→ ��


�
��
 = - ∞ 	� 

�����
���
→ �

�
 = + ∞


� 
����

���
→ �����
��

�
�

 = + ∞ E. 
����

���
→ 
�

���
 = + ∞

7.  *������������������f ���f (x) = 








=

≠+

����������

����������
��
��

��
����� �

 ,��
���������
��������-

����  

x 0,8 0,9 0,95 0,99 0,999 → 1 ← 1,001 1,01 1,05 1,1

f (x) 2,8 2,9 2,95 2,99 2,999 →     ← 3,001 3,01 3,05 3,1

�
����������
���
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�� �����������������������
���
�
����

���
→

f (x) = 3

B.������������������������
���
+→����

��� f (x) = 3

	�������������������������
�����f �����
��������	��������


� f (1) = 5

E.������������������������
�����f �	���
�������������������
��

8.  *����f (x) = 
��
���

��
���
������

∞+→���
��� �����f (x)���
����
�����

�� 1 B. 
�

�
	� 0 
� - 1 E. 

�

�

9.  *�

������������������f (x) = 








=

≠+


��������


������

�
��

������
��
�

���
�����	���

�� ��f ������
��������	�������� B.���f ��
��������	��������

	����f �����x > 3 �
��������
�����
����� 
����������	������
����

���
→

f (x)

E. 
����

���
→

f (x) ≠ f (0)

10.  *��������������������f �������
�������������R �����
���
��������	������

��������
�����f

�� �
����������������
����������

B.����������
�����
���������

	���
�������������������


� f (1) = f (- 1)

E.��
���������������������
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11.  *���������������� f (x) = 






=

≠

������������������

�������
�

�������

��
��������	������� ����
��� ����

�
����
�����

�� 1 �� 0 	��� 
� 
�

�
������

12.  *�

�����������������������������������������������������������

f, g, h, ���t.

x

y
C f

�

� � x

y

C g

�� �

��� �������

x

y

C h

�� � x

y

��

� � �

��������������� ���

x

C t

�� �

���
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�
����������������������������������Bolzano �������������
��������	����

�����������
�����

������������������f ������������������g

	�����������������h 
������������������

������������������t

13.  *���������������	��������
�������������������������������������������

�����f, g, h, ���t.������������
�������������������	������������������������

���������������Bolzano��������������
�����;

��

x

y

C f

� ��

B.

�

�

��

� ��

	�

�

�

��

� ��


�
�

�

��

� ��
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�

�
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14. *� ��� �� ���������� f �
���� ����	��� ���� ��������� 
��� ��� ���� ��	���

f (���⋅ f�����������
�����
�������������������������������
�������������  

�� f (x) ≥ 0 ���������x ∈ �
�����
�����������	�����∈ �������������f ����
��
	����f �������
�������
���
���������
�����


����Cf ��������������������������y
y

������
����
���������������������������

5. *���������������� f �	�������������-

��������������
�����������	������
-

�������
�����f (x) = 0 �	��

���������
��������
��
���
���

������
���
��

	���
����
���
��


�������
���

����
�������
������������

����

����

�

� �

�

���

6. *���������������� f �	��� �������� ����-

������������
�����������	������
������-

�
�����f (x) = 0 �	��

��������
���

������
���
��

	��������
��������
��
���
���


���
����
���
��

����
�������
������������

�

�

��

����

����

�

��
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7. *�����������������������������	������-

��������� f �
��������� ������
���������

�	�������������������������f �
���

�� (f������f����� �� [f������f�����

	� (f������f����� 
� [f������f�����

������������
���������������
� �

����

����

�

�

18.  *����������������f (x) = 








=

≠

����������������

�������
��
��

��
�� �

������������������

�������	������
����

���
→

f (x)    ������f ��
�����������

�������f��
��������	���������

�
������������

����
�����	 ����
�����		 	���
�����	�����		


�����
����
���������� �����			

9. *� �� �������� ���������� ���� ����	���

�����������f �
���������������
���������

�	�������������������������f �
���

�� (f������f����� �� [f������f�����

	� (f������f����� 
� [f������f�����

������������
���������������

� �

����

����

� �

�

0. *���� �� ���������� f �	��� �������

���������� ������
�����������	�-

�����
�������
�����f (x) = 0 �	��

������
���
��

������������������
���

	���
����
���
��

�

� �

�

�

����

����


�����������
���
�� ��������	����������������
���
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1. *������������������������������-

���������f ��
�����������	������
-

���������	����
��

��  ��������������x1, x2) ��f (x) > 0

��  ��������������x2, x3) ��f (x) < 0

x 1 x 2 x3 x 4

y

�

	�  ��������������x3, x4) ��f (x) > 0


��������������������∞, x1) �������x4, + ∞) ��f (x) < 0

�����������������x2, x4) ��f (x) = 0 �	��������	�����������
���

2. *�����������������������������	���

�����������f �
���������������
�����

�����	�������������������������f �
-

���

�� [f������f����� �� (f (x�), f (x�))

	� [f������f����� 
� [f (x�), f (x�)]

������������
���������������

����

����

�����

�����

� ��

��
�

y

�

23. *��������������������f ����	������� 
��������������
�����
��������
�����

�����������������f �
���

�� [f������f����� �� [f������f����� 	��
�����


� (f������f����� ������R

24.  *�

��������������������f �������
�������������R �����������������

���f �����	�������f ������� �����f������
������
����

�����
�����������f ����	����
������	���

�����	 �����		 	�����	�����		 
����			

�����	�����		
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25. *�

������������������f ���f (x) = x3 + 2x2 - 3x - 2. �
����������
���

�� f (- 1) > 0 �� f (1) < 0

	����f �
��������	�������
�������


������	���x0 ∈  (- 1, 1) �����f (x0) = 0 �� f (- 1)⋅f (1) > 0

6. *�����������
��	������
��������������

����������������������������f. �
��

��	���

�� 
∞+→���

��� f (x) = 180

�� 
����

���
→

f (x) = 140
x

y

5 1 0 1 5

1 8 0

1 4 0

	� 
∞+→���

��� f (x) = 140 
� 
+→����

��� f (x) ≠ 
−→����

��� f (x)

�����f �����
��������	����������
�������������

27.  *������������������f ��������f (x) = 4 - 2e-x ��	���

�� 
∞+→���

��� f (x) = + ∞ B. 
∞→ 
���

��� f (x) = 4

	���������������������������f ������
�����
���

�����������
����������������
��	���

y

y ´

0 xx ´

4

2


� 
+→ ����

��� f (x) ≠ 
−→ ����

��� f (x) E.��
�������
������������

28.  *�

������������������f (x) = 






∞+∈+

∞∈

�����������������

������
����������
��

�

�

���
��

�����f �����
��������	����������∞, 0)

B.���f �����
��������	�������������∞)

	����f �����
��������	�������� 
� 
∞+→���

��� f (x) = - ∞

E. 
∞→ 
���

��� f (x) = 0
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29.  *����
∞+→���

���
����������
���

����� �

+
+

��
����
�����

�� - 16 B. - 4 	� 1 
� + ∞ E. - ∞

30.  *����f (x) ≤ x3 + 1 ����x < - 4, �
������
∞→ 
���

��� f (x)���������	�����
����
�����

�� + ∞ B. - ∞ 	��0 
� - 1 �� - 12

31.  *�

������������������f (x) = 
�����

������
�

�

+
++

���������f (102004) �������
��������

�����������������
�������
����������


�� 1,4 B. 104
	� 0,75 
� 0,25 E. 

�

�

32.  *���
����������������
�������������
�����

�� 
∞+→���

��� ����
�

�
 = 1 B. 

∞+→���
���

�

����
 = 0 	� 

∞+→���
���

�

���
 = 1


� 
∞+→���

��� ���
�

�
 = 0 E. 

∞+→���
���  

�

�
����

�

�
 = 0
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1.  ** �����������������	
���
������,����������
��������������
������������
���������	����
������
���
����	��	�
�	�����������	������	�
����������������

���������


���
�� 
���
��

1.

2.

3.

x

y

�

x 0

f(x0 )

x

y

�

x 0

x

y

� x 0

�� 
−→ �

����

��� f (x) = - ∞��������

+→
�

����
��� f (x) = + ∞

�� 
�

����
���
→

f (x) ≠ f (x0)

�� 
+→ �

����
��� f (x) = f (x0) ≠ 

−→ �
����

��� f (x)

	��
−→ �

����

��� f (x) = f (x0) ≠ 
+→ �

����

��� f (x)

���
+→ �

����

��� f (x) = - ∞���������

−→ �
����

��� f (x) = + ∞

����������

1 2 3
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2.  ** ����
����	���������
��� �����������
��������

��������	�����
����
���������������������
	��	��������	��������
�������������������	����
�-
��������������
	
�����	
���
�������

���������


���
�� 
���
��

1.

2.

3.

4.
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y
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�
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y

� 1
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2

2 3 4-1-2-3-4

xx 0

y
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y

�

�������		���

���
����

�����������������
�������	������	

	����
�������	�
����	

����
���������
	��������	�����-

�����
�∞, x0] ����
x0, + ∞)

����
���������	���

����������

1 2 3 4
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3. ** ��� �
����	�������� �
��� �������� ���
������ ��

������� �	�� ���
����
�����������������
��	����������	�����	�������	��������
���������������

���	����
���������������
	
�����	
���
�������

���������


���
�� 
���
��

1.

2.

3.

4.

5.

y

x�

� x

y

���

�

��

�

y

x�

�

y

x

�����f 	�
���
�����
�������	��

�����f �������	�	�	����	���	 [0, + ∞)

�����f ��
����
���������	���

	� f (x) < 0

�����f ��
����
���������
	���

�����f ��
����������


��f (- 1) = 0

����������

1 2 3 4 5
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4. ** 
���������
����������	��	������������	���������
��������
	
�������������
���	����
��������
�	������
�	��������������	��	��������	����������	��Bol-
zano ��	�	�
�����������	�	�
�����	�
�������
���������������
	
�������������
��������
����
����	���������������
	
�����	
���
�������

���������


���
�� 
���
��

1.

2.

3.

4.

�� �

�

�

�� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� �

�

�

�� f (�) ⋅ f (�) < 0

�� f ��
�������	�x0

���f ��
�������	��

	��f (�)⋅f (�)���������f ��
�������	��

���f ��
�������	��

����������

1 2 3 4
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5. ** �����������������	
���
����������������������
��������������
�����
��

���������������������	����
�������
���
����	��������������	�� ������

���������������

���������


���
�� 
���
��

1.

2.

3.

��

�����

�

�

�

x 0

f(x 0 )
x

y

�

x 0

f(x0 )

x

y

�

�� 
−→ �

����

��� f (x) = f (x0) ≠ 
+→ �

����

��� f (x)

�� 
�

����
���
→

f (x) ≠ f (x0)

�� 
−→ �

����
��� f (x) = - ∞

	��
+→ �

����
��� f (x) = f (x0)

���
−→ �

����
��� f (x) ≠ 

+→ �
����

��� f (x)

����������

1 2 3
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6. ** ��
�����������

������f ��
����������
���������
	�����
��
��	�
�����

�������
����	���������
�����	����	������������������
����	����	�����������

���	����
���������������
	
�����	
���
�������

���������


���
�� 
���
��

������������� ����	�����
�

1.  ���������	

2. ����������

3. ����
����	

4. ����
�����

�� (
����

���
→

f (x), 
����

���
→

f (x))

���[f (����
����

���
→

f (x))

���(
����

���
→

f (x), f (��	

	��[f (����f (��	

���[f (����
����

���
→

f (x))

���(
����

���
→

f (x), f (��	

����������

1 2 3 4
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�������������������
�

1. ** ������������������
������������	�	������� �	�����������������	�
����

�
�����
	�������	���
����������
�����
�����	�������������������������


�����
��
��	����
	�������	��
��	�
���	���	���������	����������������

�	�������		����

 
���
��

�����


���
��

�������
��������������


���
�


�������
���������������

�

�

f (x) = x2 - 1

g (x) = x + 1

����
���

−→
f (x) = 0

����
���

−→
g (x) = 0

����
���

−→
 

��	�


��	��
 = -2

∞
∞

f (x) = 2x + 1

g (x) = x + 3

∞+→���
��� f (x) = + ∞

∞+→���
��� g (x) = + ∞

∞+→���
���  

��	�


��	��
 = 2

0 ⋅ ∞

f (x) = x2

g (x) = 
��

�

����
���

→
f (x) = 0

����
���

→
g (x) = + ∞

����
���

→
 (f (x) ⋅ g (x)) = + ∞
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2.  ** ����������������	���������
��������������
�������	������	�������

������	��	������� �	����������	��Bolzano 	�
� ����	�
������	������������

�����
�������	�
�����	�
������	����	��	������������������f (x) = 0 �������-

���

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�

� �
�
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����������	�����
�

1.  * �
����������
������
�������������	�x0 = 1 ��
���
�������
�f, g, h, ���s �
��-

��	����������������

h (x) ≤ g (x) ≤ f (x) ≤ s (x) ≤ ��(x) ������������
���x ∈  (



�
, 1) ∪  (1, 




�
)


��	���
������	��������	������������
���������	���������	�
����	����	���	���-

�������	�

2.  * �����
���������f, g ��
���	�����
�����	�R, ��
������������������f �
�����

���	���, g �
���������
	��� ����f (2) = g (2). ���	���
����������������
��-

����������������������������������������
���	���	����

�� f (e) - g (e) ���f (�) - g (�) ���f (0) - g (0)

	� f (2) - g (2) ���f (3) - g (3)
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���������������	
��

1. ** �� �������� ���������� ��	� �
-

�������	�f �������
����

���������

��
�����������������������
�����

��������������

���
+→ ����

���  f (x) ���
������

���
→

f (x)

���
+→ �����

��� f (x) ���
�����

���
→

f (x)

���
+→����

��� f (x) ����
����

���
→

f (x)

���
−→	���

��� f (x)

y

2

3

4

1

-2

-2

1-1 2 3 x

2.  **���
�
�
��������
�
����

���
→ �����

������������

�

� +
.

3. ** ���
�
�
��������
�
����

���
→








	
����

	
���

�����

�
.

4. ** ���
�
�
��������o 

���

���
→

(
�

�
 - 

�����

�
).

5.  ** �����������o 

���

���
→ 





��������

�
���

���

�
�

6.  ** ��  
�

����
���
→

f (x) = 4, 
�

����
���
→

g (x) = - 6 ����
�

����
���
→

h (x) = 10, ������������������

���
�

����
���
→ ������
�

�������������
���

�

����
���
→ �������������

����������������	� �

+
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7.  ** �������
���
�����������
�������
���������������
�������

f (x) = 








≥+

<+

������������������

����������
�����

�����
�

�

�����������
���������������������
�x0 = - 1.

8. ** �����������
��������������
���������

���

���
→ �

�������������������� +++
 = 28.

9. ** �����������
��������������
���������

���

���
→ ��

�������������������� ⋅⋅⋅
 = 120.

10.  ** 	����������
��������f  ���Df = (0, 1) ∪  (1, + ∞) ������

����
���

→ �����

����
�

���������
���������� +

 = 
�

�
������
�
�
���������������

���
����

���
→

f (x) ���
����

���
→ �����

���������

11. ** �����
����������������
����

�������������������

�����	�f (x) = 
��������������

�����

+
���
�x0 = - 2

�����	�f (x) = 
����

���� �	

+
+

���
�x0 = - 1

12. ** 	��
����� 
�� �
��������	� f (x) = ����+  ���� � g (x) = 






<

≥+

����������������

���������������
.

��������������	���
	�����
���������	��
��������	�f, g, gof ��
�x0 = - 1.
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13.  ** ����������������� : 
�

����
���
→

f (x) = � (1)  ����������
���


�
�
���

→
f (x0 + h) = �  (2)

���������������
��������f��������
�
����
���
�R ��������������

f (x + y) = f (x) + f (y) ���������x ∈  R:

i)  �����������
�f (0)

ii)  �����f �������
����	���
��������������������������
����	������
��
�R.

14.  ** 	����������
��������f (x) = ln (1 - lnx).

���������������
�����
�
����
����	�f.

������������������������	�f�����������

�Df.

���������������������f�������������	�����

�����
�Df.

��������������
����
�
���������	�f ��
����������
�������������������
��-

��	�

15.  ** ��� �����  ≤ � ����������x ∈  R�������
��������������f �������
����	���
���

16. ** 	��
�����
���
��������	�f ����g�������

	�

f (x) = ����� ������������g (x) = �����

���������������	��
��������	�fog ����gof.

��������
������������
��f ����g �������
�����	���
������
�x0 = 2.

�������������������
��fog ����gof �����������
��	��
�����	���
�x0 = 2.

17. ** 	����������
��������f ������
���f (x) = 






>

≤+

���������������	��

���������������
.

���������������������f �	���
	�����
�������

��������
��������������f�������������

������������������������
�����	��
��������f -1.

��������������������
�
�
���������
����������f ����f -1.



191

18. ** 	����������
��������f (x) = 











=

≠

+

+


���������������


������

����

����

�

�

�

�

 .

������
�
�
����������������
∞+→���

��� f (x),  
∞−→���

��� f (x),   
+→
��

��� f (x),   
−→
��

��� f (x).

������������������������������������������	�f.

�����������������

�����������
�
�����f ����������
����		

19.  ** ��������
��������f �������
�
����
���
�R �������
����	�

��������
���������������������x0 ∈  R ������������

�
�

���
→

(f (x0 + h) - f (x0 - h)) = 0.

������ ������������� ������� �
� �������
�
� ������
�
�����	� ����
�������

f (x) = 






=

≠


�����
�������


������
�

���

 .

0.  ** ����������������������	��
�������	� f �����

�
����

������������
���������������

�����������������������
�����

���
→

f (x),

+→����
��� f (x),     

∞+→���
��� f (x),

∞−→���
��� f (x).

�

�

�

��

��������
����������������
�
����

���
→ �����

�
;

21.  ** ���������������

�������������(x + 1) 2x+1 = 1 ����������

������
���������
�
�������

�������������x3 - 6x2 + 3 = 0 �������
��

������
������	���
�
��������

22.  ** �����
���������������������� ��� + ex
���������������

������
���������


(0, 1).
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23.  ** �����
������������
���������	�����������	������
���������� f (x) = x

���� g (x) = �
�2x� ����
����� ��� ���� �

������
�� �����
� �

� ���������
	

(0, 
�

�
).

24.  ** 	������������
����	��
��������f ��
��������������
����������
�
�������-



������f (0) = 1, f (2) = - 2, f (4) = 2, f (6) = - 4 ����f (8) = 1.

�����������������	��
��	��

������
�,�����������������������	� f �����-

������
����
���x
x���
�
���
��

��������f ������������	�����

���������������������������������������������-

�	����

���������������������������������
����������������������	�����	

������������������f (x) = 0.

25.  ** ����
����������������

�

� �

 + 
����

� �

+
 + 

�����

� �

�����������������≠ 0

��������
���������������������������������	���
�����	���
����������
�������

������
����
�����	�������
���1���2������������������
�	

�
 + 

�	

�
 = 

�

��

�

����
.

26.  ** 	��������
��
�
��
�
�P (x) = x��� - 2x + 1,  ��∈ ����
��������
�������������
�P (x) ���������������
�x - 1.

��������������
������
���	������������������	�

������Q (x) �
���������������
�������
�������������
�Q (x) ����������

��-

����
���������
����������
������

�����������
�
����������������
�P (x) ���������������������
����������
������
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27.  ** �����f �����
����	��
����������
�����������f (0) = f (���

��������
��������������h (x) = f (x) - f (
�

�
 + x) �������
����	���
�
���

�

�
).

��������
����������������������f (x) = f (
�

�
 + x) ����������

������
������

��
����������
���
�

�
).

28.  ** 	���������������	����

����
��������f (x) = x3 + x - 1,  x ∈  R.

��������������������f ������������
����������������������������������
�����

�������

����
�������[0, 1], [
�

�
, 1], [

�

�
,
�

	
].

��������������������������������������
�����������������������������

�������������������������
�
�������������������
��������
���������	�
-

�
��	���
�
���������
������

���������������	��
�
����

�

�������������������������x3 + x - 1 ����������������������������
�������

������	�����
��
��
���
��������������������������
�
�
�����������	�

29.  ** ������
��������f �
����	���
������������������	����

�����
���������

�������������
������������
���������∈  (����) ���
�
������

f (�����
	

�
�

����
�����������������

+++

30.  ** ��������
��������f (x) = x2.

������ ������������� ����

��
����
��
�����	� �

� ��������
	� ����������

���������������������[1, 
�

	
],  [

�

	
, 2].

����������
�������

�����

���������
	���������
�
�����������
�������	

� �������������
����������
�, 
�

	
��������
� 	 ���
����������


�

	
, 2).

31.  ** 	����������
��������f (x) = �����  - ����� .
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��������������
�����
�
����
����	�f.

��������
��������������f ������������	����

�����
�����
�
����
����	�

��������������������f �	���
	�����
�������

��������������
����
�
���������	�

��������
������������
��������
�������x0 ����������f (x0) = 
�

	
.

32.  ** ��������
����	��
��������f �������
�
����
���
����������������������


���
�
���������	�f �������
�������������

������������������
������� ���� �

������
�������
�x0 ∈ � ������� ���
�
�����
f (x0) = x0

������������������������������
��
����������
���

33.  ** ������
�������� f �������
����	�����������	����

�����
� (0, + ∞) ��

+→ 
���
��� f (x) = ��∈  R ����

∞+→���
��� f (x) = ��∈  R, �����
������������
����������
��-

��	�������	�x0 > 0 ���
�
	�����������������f (x0) + ex
0
+1 + 
��� = 1.

34.  ** �������������	����

����
��������f (x) = x5 + x + 1, x ∈  [- 1, 0].

��������������
����
�
���������	�f.

��������
����������������������f (x) = 0 �����������	������������
���������

(- 1, 0).

35.  ** ��
���

����������
��������f �������
����	���
� ���������������������

f (x) = 0 ������
������	�����	��
��������
���

������
�������x0 �����f (x0) > 0 ���x0 < 3, �����������������f (x) > 0 ��������

x < 3.

������
�������x0 �����f (x0) < 0 ���x0 ���
�
��������< x0 < 7, ��������������

f (x) < 0 ���������x: 3 < x < 7.

36. ** �� �������� ����� ��������� �
�
��� �

� ����

� 
������	�� ������ ���

���������
����	��������������!�������������������������������
�
���������
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���	��������������������������	������	�����	�
�������	����������������

�!�����������	����
��������������	���������������������������������	�����

�
�
������

���������
������������������������������������	����
���������

��������������
�����������������������	����
�

�����	���������������
-

���� �������������� �!������������ ��
�������� ���� 
������� ���� �

������
�

�����
���	������
��	���
�
�
�
������������������������������	���
������	�

37. ** ���f �����������
�����������������
���	��
������	�f ���

���������
��-

�����
��������

�
�
�

�������������

��������������������������	�f.

���������f �����������
����	��
���������������
�
����
���
���������������f

(0) = f (1) = 0.

��������
������������
�������
����������
������	�f ������
	�
�

�
.

��� N�� ��
�������� ���� 
������� 
��������� �
���� ��	� f ��� ���
	�
�

�
�� ��



��� 1, 2, 3, 4, …

38.  ** !�
������

�������������� �����	�����

���
	��
���������������
���

�����
��������
������������ �
�������

��� ���� �����
�������
������


������������
������
������	�������
�������

������������
������ �����

��������
����
	���	������

������
��������������
	��
�������������������


���
	�
�


��
���������
���
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39.  ** ���������
�������

�����	�����������	�������������
�
 ��R) ��������

���
����������������	���������
�������
����
�����

����

��
����������	

��������
�����������	�����������������
����
	�������������������������

�
���

�
���
���������
��������	��
��������������
	��
���

0.  ** �����������������������	��
������

��	�f �������
����

������������
������-

����������������������������

���
∞−→���

��� f (x) ���
�����

���
→

f (x)

���

���

���
→

f (x) ���
����

���
→

f (x)

���
∞+→���

��� f (x)

y

y ´

0 xx ´ – 1 1

41.  ** ���������������������������

���
∞+→���

���
�����

���������������������
�

	

+
+++

�������∈  R

���
∞+→���

��� ( ������� � + ���x���)����������∈  R

���
∞+→���

���
����

�

�

�

+
���������� ���

∞+→���
���

���

�����

����

����

+
+

+

+

����������

42.  ** ���������������������������

���
∞+→���

��� (x⋅���
�

�
)

���

���

���
→

(x⋅���
�

�
)

���
∞+→���

��� (x⋅��� 
�

�
�������∈ ��*

�������≥ 2
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43.  ** 	����������
��������f (x) = � n 




 +
�

���� ��

, ������

��������������
�����
�
����
����	�f.

���������������������

���

���
→

f (x), 
∞+→���

��� f (x).

��������������������f (x) - � nx > 0 ���������������
����
�
∞+→���

��� (f (x) - � nx).

44.  ** ����������������������
�����
	��
����������f, g�������	�
�
��	��������

���

���

���
→

f (x) = 0, 

���

���
→

g (x)�����������

���

���
→ �����

�����
 = 5.

���
∞+→���

��� f (x) = 0, 
∞+→���

��� g (x) = + ∞�������
∞+→���

��� f (x) ⋅ g (x) = 20.

���
∞+→���

��� f (x) = 0, 
∞+→���

��� g (x) = + ∞�������
∞+→���

��� f (x) ⋅ g (x) = + ∞.

���
∞+→���

��� f (x) = + ∞, 
∞+→���

��� g (x) = + ∞�������
∞+→���

��� (f (x) - g (x)) = 2.

���
∞+→���

��� f (x) = + ∞, 
∞+→���

��� g (x) = + ∞�������
∞+→���

��� (f (x) - g (x)) = + ∞.

���
∞+→���

��� f (x) = 0, 
∞+→���

��� g (x) = + ∞�������
∞+→���

���
�����

�����
 = + ∞.

5. ** �
� �
�������
� �������
� �

� ���

����
��������
	�����������������
	

C. �
������
��������������
����
���

���
������
��������������
��������-

�
������������������������
��������

����

��������

������

C

B

A

�

���
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46.  ** ���f (x) = � n 
��

	����
, ����������

����
�����
�
����
����	�f

������������
∞+→���

��� f (x), 
∞−→���

��� f (x),   
	���

���
→

f (x),  

���

���
→

f (x).

7.  ** 	������������������
������������
������

�

���
	��
�
������

��������
������������� A B M

�
����
��

����

�
��

��
������	��
�����
�������������
������
�

8.  ** �����
�����
������������������
������


��
������������������

	������
�	������
-

��	�Ox ����Oy�������������������
���	�

�����������������
����������

�������

�

�  ��� �	� �
�������� ��	� ������

����	����

������

���

������ ������� �
� ���
� �

� �����
�� ����

��→ + ∞������������→ 1.

� y

x

N

2

0 1 M  ( , 0 )�

A (1 ,2 )

49.  **  ���������	�����������	� �������
���������� f, g�����h�����
��������

�����������������

y

x

1

0 1– 1

C f

��� ���

1 /2
1

2
y

x0

C g
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���

1

2– 1

– 1

y

x0

C h

��� �����������
�����
�
����
�������
����������

��� �����������������:  

+→ �����
��� f (x), 

∞+→���
��� f (x), 

∞+→���
��� g (x), 

∞−→���
��� g (x), 

∞−→���
��� h (x), 

∞+→���
��� h (x).

0. ** �� �
�������� f ����� �������

���������� �

� ��������� ��
� ��-

������������

��������������
�����
�
����
�����

�
�������
���	�f.

�����������
�����������

∞+→���
��� f (x),   

∞−→���
��� f (x),

+→ 
���
��� f (x) ,    

−→ 
���

��� f (x),

+→����
��� f (x),     

−→����
��� f (x),

�

�
���

���
→

f (x)

1

1 /2

2– 1

– 4

y

x0

����������
������������������������
���
���������	�
�����	�����	���	�
�

�

������������

���������
	�
���
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��������������
�����
���	�f, �����������������������	������

	����������

f1 (x) = 
�����

�����

+
+

, f2 (x) = 
����

�
� +

,   f3 (x) = 
�������

�
�

,  f4 (x) = 
����

�
� −

������������������������������
��������g (x) = 
�����

�
.

1.  ** "�
�������������������������������������

����������	��
����	�
��������������y = x + 1

�����
������
���	����������������x��������

�����������
������
� �����������������
���-

�����f (x) = (OM) ���������x ∈  R.

���������
���������

�x �������f (x) = 1;

��������
���������

�x ��������������������-

�������	

y= x+ 1

– 1

1

x

M

0

f(x )

�����������������������
∞+→���

��� f (x), 
∞−→���

��� f (x)�����������������������
�����

�����������������
��
��������

��������
������������
∞+→���

��� (f (x) - �  (x + 
�

�
)) = 0.

52.  ** �
��
�
������	��������	��������������������������������������������x

�����������������������������
�����
�f (x) = 
	����

	������

+
+

.

��������
��������������f (x) = 8 + 
	����

��

+
.

����������������������������������������������
�������������
�
��

����������������������������
�
���������������

��
��
�
�����������		
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53.  ** "�������
�������
������������������������������������
����	��������	

��	���
��	���	��
���������

�����

�t�����������������������


�(t) ����
����e-t)

��

����������������������

������������������������������
��������
������t ≥ 0.

��������������
�
∞+→���

��� 
 (t).

������������������������������������������

54.  **  �������	������������������������������������ t ���	����������������

���	���������
	�����������������
������������������	���������
��������

f (t) = 










>+⋅

≤≤
+

���������
�

�
������

�

�
��

������
���������������������

		

�
�

�


���������������������	������������������

���������
	��������������
����



���������������������������

��������������
������������������������������������������

���������
	


���������e ≈ 2,718).

���������������������
�
��������������

����
������������������������

����������
������������t0 = 4.

���!����
�����
���	�������������������������������	

��������
�����������������
���
����	�������	��

���������
	�
�������	����

����������������������
�����

55.  **  �����
���	����	������������	������������������������������������

�
�����
�

P (t) = 6 
�

�

�

�������

����






+
+

 ���������	�����������

��

�t 
�����
	���������	�
����������������	�����

����	���	��
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!����������	������������������
���������
����	������������	�����������


�

�������	���
���������������
����

�����
��
����������������
�����-

���������
�����
�

P (t) = 6 
�

�

�
����������

����







++
+

 ���������	�����������

��

�t 
�����
	���������	������	����������
��������

�������

�

������������������
���������

�����������
������
������	������������	���	

��������	������	������������

�������	�

��������������
������
�����������������

���
���
����

����������
���

������

�������

�

��������������
������
������	�����������

���
���
����

����������
���

������

�������

�

����������������������
���������

�
�����������
	��������
����	�
��
���-

��
�
����
����	��

56.  ** "��������
���
������������
��
�
�����������������������������������

������������������
����

���
���

�� �������	�� (t) �������������

��-

�

�������������������������������������������������
�����
�

� (t) = M (1 - e- 0,5t)

��

�M 
��
�
����	�������	��������������

���
���

����� t 
�����
	���

�����	�
���������������

�����
��
�������������).

���	�������	�
�
���������������������
��
���
�������	��

������
��

�

���������!�	��
�����������
��	
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57.  ** 	��
��������������������
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
��
�
��
�
��
�

���	�


������

���

0

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
��
�
��
�
��
�

���	�


������

���

0

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
��
�
��
�
��
�

���	�


������

����

0

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
��
�
��
�
��
�

���	�


������

�����

0

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
��
�
��
�
��
�

���	�


������

����

0

����
����������	���������������
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������������
����������������������������������
���������
���
���
���-

�������	����������������������
�����������������
���

������������!����������
����������������������

���������������������


�

��
�����

��

���
�������������������

������
���������

������������������

�����������	����������
����
������
����������
����������������������

��
� ������ �
� �������
� ����������������� ������������ ��

�
��������������
����������������������������������
���
-

���
�

���"
���������� �
������

�
��������������
����
���	���� ������������� �


�����������

���	�����������

������� � 
 �

����	�

�

���������������������������

������������������
���
����������������

����������


	�����������

��������	�


	������������
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58.  ** 	�������
����������������	������������
����������

x f (x) g (x) h (x) ��(x) ��(x)

1 23 23 23 33 33

2 24 27 25 32 29

3 26 30 27 30 26

4 29 32 29 27 24

5 33 33 33 23 23

�������������������

������

���

0

                            ������

����

0

������

�����

0
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������������
����������������������������������������������	�����������
-

��������	��
�������
���	��
���������

����	�

� � �� ���

��
�	����

��������������������������������������������������	�
���
���	��
��������	�

59.  ** ���������������
��������f ���
��������f (- 1) = - 1, f (1) = 1, f �
����	

��
����������( -1, 1)��������������
�������������	�����������

����������



�����f (�) = 0.



���������� � � �����������

���� ���	������
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II. O������������
���

�����
�	��������	���
�	��������������������������

1. � 27. �

2. � 15. � 28. �

3. � 16. � 29. �

4. � 17. � 30. �

5. � 18. � 31. �

6. � 19. � 32. �

7. � 20. � 33. �

8. � 21. � 34. �

9. � 22. � 35. �

10. � 23. � 36. �

11. � 24. � 37. �

12. � 25. � 38. �

13. � 26. � 39. �

14. � 40. �
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�����
�	��������	���
�	����������
��	�����
�

1. � 12. 
 23. �

2. 
 13. 
 24. �

3. 
 14. � 25. �

4. � 15. 
 26. 


5. 
 16. � 27. 


6. 
 17. � 28. 


7. � 18. � 29. �

8. 
 19. � 30. �

9. � 20. B 31. �

10. � 21. � 32. 


11. 
 22. �
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�����
�	��������	���
�	����������������

1. 1 � 2. 1 �

2 � 2 �

3 � 3 �

4 �

3. 1 � 4. 1 �

2 � 2 �

3 � 3 �

4 � 4 �

5 �

5. 1 � 6. 1 �

2 � 2 �

3 � 3 �

4 �

�����
�	��������	���
�	�����������

1.  ����≤������≤�������≤�������≤����

 

2.  ����������������������

 



212

�����
�	���������	��	��������	���
�	������������

�������- 2 ���0 ���2 ���3 	��1

����2  ��4

2.  1 + 
�

�

3.  - 1

 

4.  0

5.  
�

�

 

������ 
��

�
���- 66

 

7.  ������������������
�

�

8.  ����������������
�

�������� +
���	����	������


9.  1 ⋅ 2 ⋅ … ⋅����������⇒ �������

 

�	����������� ���- 
�

�

11.  
���	����
	��
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�
��������������
���
0 = h ������������������	�����������

��������Df = (0, e) ��������
+
������∞�������-������∞

�� R

18.�����
�

	
, 
�

	
, 1, 2 ���
��

20.  �� + ∞,  - ∞,  2,  2 �� 0

21.  ���	������������	��������
�����
������⋅ 2x+1 - 1

22.  f (x) = 
�� + ex
�������

+→ ����
�
� f (x) = - ∞

23.  ���
��������
���


�������������	�����������������	�����������������������������������	�

��������	���	����

�
���������
�����2 (x2���������2
��
���������2 x (x + 1),  x ≠ 0, - 1, 1

��������������	����������
���	1���	2�����	1 ⋅�	2.

26.  ���
����
��

� - 1) - (x - 1) = (x - 1) ���
���������������������������

���� �����	���������������	�� ��������� ���� ���������������� ���	�
������ ��

���	���������������������
����������

29.  ���
���������
������������������������
�

���� +
)
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	�������y = 2 ∈  [1, 225], x2
������	����
��� � ∈  (1, 1,5).

	�������∈ ������������	�� 	  ∈  (1,5, 2).


�������Df = [2, 6] ���f (A) = [- 2, 2]

	��
�

	
 ∈ �������������������������������������� 

33.  
+→ ����

�
� g (x) = - ∞������
∞+→���

�
� g (x) = + ∞�����!��
�������
�����x+1 + 
��  - 1



������
���
�	����
1�"�����������
1��"����
������
���

�������	������������

�������������
1��#��������"�
1 < 7.

36.  ��������$���!��$���������	�������
������	�������������������	������������

������������������������������	��������
�������$����!��$������������ �


�������h (x) = f (x + 
�

�
) - f (x)   x ∈  [0, 

�

�
]

���h (x) = f (x + 
�

�
) - f (x)   x ∈  [0, 

�

�����
 ������
������

�

�
, 
�

�
, …, 

�

�����

38.  OT ⊥ �%&����	������
��⊥ ������
���
����
��

�	��
��

��
 = 

��

��
����������→ 

�

�
 …

39.  
�����

�����
 = 

�

��

��







��������

�����
	�������������������	���
��

�� → 1,

�	��
��

��
+ 1 →�����	��

��

������ +
 →  2.

�	������- ∞ ���0 ���0 ���0 	��+ ∞
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���������������	������
�	�
�������������"�������#������"���"����������������

��������������������≠ 1

���
�	�
�������������"���"������"���������

���������"���"������#���������

��������1 ���0 ���0

�
������(0, + ∞) ���+ ∞, + ∞ ���0

�����������
��
 ���
����

�
� +

, 20x2
���
�����������

45.  
��

���
���
���
∞+→���

�
� ���
��

����
∞+→���

�
� ( �� ���� + - x) = … = 0

47.  
��
����������
����
��
��������
������
�→ + ∞

48.  �	�
���
�#����'��������
��(��
���)������������������


���
������)���
����

��
���������� = 

����

� �


�������
���������
������

����	�
�����������������������!��
����

2 + (x + 1)2

���+ ∞, - ∞

52.  
∞+→���

�
� f (x) = 8



������������ ���
∞+→���

�
� ��������-t�����

��� ����������	��

����������������	�������������������������
���������


�	�
������������
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���������������������
�	������	�����

���
�����

�
�
→

f (t) = 
+→����

�
� f (t) = e3
�������
*�
�	�
���

������$�������

���$���*

�������������
�	����������������
*�

�	����
��������������	���
������������	�*�������������������*�



���������$����















≤<





++

+

≤≤





+
+

������������
�����������������������

����������
��

�����������
�������

����
����

�

�

�

�

�

�

��������� �������� ���
��

56.  
∞+→���

�
� ���$�����

57.  ��

�

���� � � �

������!!� � ��� �+

��������
�����������
�	������������������������(

���������� �����	����� ���: ������������������	����	
�������
����	��

����
�������
�����
����	������������������

���������� �����	�����+�(��	
�����������	� �����������	�����	��� ����

���� 
������� �
������
����� ��� �����	������ ���� ��������� ��������

��������������
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58. ��

������!!� � �� ���

��������� ���
� f (x) g (x)

��������
�����������
�	������������������������(

������������

0

�����������

0

�
K

�
3

59. ���������������	���������
�	����������������
�	�����:

2

1

�0

– 1

– 1
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���� �� ��� ���� ���

�� �	
	����� ��	� �������

���� ����
���
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��	
�
�����

I.  �����������

�������

��

1.�������������������f (x) = lnx, x > 0, ������

f (x⋅y) = f (x) + f (y). � 


2.�������������������f (x) = ex, x ∈  R, ������

f (x + y) = f (x) ⋅ f (y).

� 


3.���	����
��������������
����������
� � �����
�����
���

��������������x�x. � 
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��

1.  	��� �������
����
��	���������	����
���������������������
������� ��


��	�����

��

y

0
x

B.

y

0 x

��

y

0 x
��

y

0 x

��

y

0 x
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2.  �����
�������������
����������
�f (x) = ln (2x - 1) ���������������

�� R �� (- ∞, 
�

�
) �� [

�

�
, + ∞)

�� (
�

�
, + ∞) E. (- ∞, 

�

�
) ∪  (

�

�
,+ ∞)

3.  ��������
� ������������ ����
� ��
�	����
�
����������
� ��
����������


f (x) = x6 + x4 + x2 + 1 �������������x�x �����

�� 6 B. 5 �� 4 �� 3 E. 0

4.  ��������������������f (x) = x3 + 
x2 + �x - 5��	��f (1) = 8�
���f (- 1) = 4, �

�������
����������
�
������������������

�� 0 B. 8 �� 13 �� - 11 E. 11

5.  ���� ��� ���������� f, ��
� �����
� �

	����
�� ���������� ��������� ���


������������������������  

��������������

B.�������	�����
��������������	����∞)

����������������

���������	�����
���������������	����∞)

���
�����������������	������

y

0 x
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��

1.��������� �� ���������� f (x) = 
�����

����+
. ��� ��������������� 
���� ��������� ��


�����
�	��������
�������������������
������
�����������
��
�������������

���
���������
��

�

���
�
���

������� �������

1. f (2x)

 

 

2. 2f (x)

 

 

3. f (x2)

 

 

4. [f (x)]2


� 
�����

����
�

� +

�� 
�

�

�������

������+

�� 
�����

�������� +


� 
�����

����+

���
	�����

	����+

���
�
����

1 2 3 4
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2.�������������������
����������������
������
�	�����	����
����
����������

��������
�������������������������
��
���������������
���������
��

�

���
�
���

������� �������

1. f (x) = x2 - 1

 

 

 

2. f (x) = x - 1

 

 

 

3. f (x) = 




>+
≤

����������


������������

 

 

 

4. f (x) = �����

y

x0
– 1

1

��

y

x0– 1 1

��

y

x0

1��

y

x0

1

1

��

y

x0

1

– 1

��

���
�
����

1 2 3 4
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3.������������������ ��������
��������
�� 
�����
������ ���������������� ��

������	����������������������������������������
������������������������

	����
�
�����������
���������
��������������
����
��������������������

��������	����������������� 
���� ������� ��� 
��������� 
��	������������-

�������
���������
��

�

���
�
���

1. 2. 3. 4.


� �� �� 
�

���
�
����

1. 2. 3. 4.
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��

1. ���� 
������� ������ ���������� ��

	����
�
�����������
������������-

�����f (x) = 
�

�
 x 
���g (x) = ��x.

���������������
������������������

��
� 	����
�
� ���������
� ��
� ��-

�������
�  h (x) = f (x) + g (x)   	��

x = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

y

0
1  2  3  4  5  6

�������

1. �������������������������������
����
��������
�
��������	�
����	������
������


�����������
����������		�
����	������
������������������
��������������-


�������������������
�����			�
����	���
����������������������
�������

�
�����
���������������������������������
�������������
����
��
�

�
����������������	����
���������������
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����	��������������

�������

��

1. �����������������f (x) = 
�

�
 - 1.


������
+→ 
���

�
� f (x) = 0 = 
−→ 
���

�
� f (x). � 


2. 	��	������������������������f�����R, �������f (x1) = 1 
��

f (x2) ������������������x0 ∈  (x1, x2
�������������f (x0) = e. � 


3.  	��������������f�������������
�����x0 ���f (x0) ≠ 0, ����


���������x0 �������
���
�f �������������
�����f (x0). � 


4.������ ������������ f (x) = 






≥

<+

�����������

�����������

�
�� 
������ ���� �� f

������������
�����R - {1}. � 
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��

1. 	��h (x) ≤ f (x) ≤ g (x) ���x ∈ ��	���
�
���
����

�
�
→

h (x) = 
����

�
�
→

g (x) = 3, �����������

���

���
����

�
�
→

f (x) = 
�

�
�� 

����
�
�

→
[f (x) - g (x)] = 3

�� 
����

�
�
→

[h (x) - f (x)] = 3 �� 
����

�
�
→

f (x) = 3

�������������������������

2.  	��
�

����
�
�
→

f (x) = 	�
���
�

����
�
�
→

g (x) = + ∞�������������������������

�� 
�

����
�
�
→

[f (x) ⋅ g (x)] = 0 B. 
�

����
�
�
→

[f (x) ⋅ g (x)] = + ∞

���	�������������
����������
�f⋅g ����x0�������������
�������������

�� 
�

����
�
�
→

[f (x) ⋅ g (x)] > 0 E. 
�

����
�
�
→

[f (x) ⋅ g (x)] < 0

3.�������������������� f ������
����������� ���R �������� ������������
�
��

��������������f

�� ��������������	�����
��������

B.�
������������������������

������������������������

�� f (1) = f (- 1)

E.������������������������

4.  ��������������������f (x) = 
���	�

������
�

�

+
++

���������f (102004) �����		���������

�
���������
���
���������������������

�� 1,4 B. 104 �� 0,75 �� 0,25 E. 
�

�

��
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1.  ���������������� ��������
�� 

���������
���� 	����
���������������� ��
������	���������
��
��������������������������
����������������������������

���
�
���

������� �������

1.

2.

3.

x

y

�

x 0

f(x0 )

x

y

�

x 0

x

y

� x 0


� 
−→ �����

�
� f (x) = - ∞�����
��

+→ �
����

�
� f (x) = + ∞

�� 
�

����
�
�
→

f (x) ≠ f (x0)

�� 
+→ �

����

�
� f (x) = f (x0) ≠ 
−→ �

����

�
� f (x)


��
−→ �����

�
� f (x) = f (x0) ≠ 
+→ �����

�
� f (x)

���
+→ �

����
�
� f (x) = - ∞������
��

−→ �
����

�
� f (x) = + ∞

���
�
����

1 2 3
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2.�����������������������f ������
�
���	�����
�����������������
����������

������������������
���������������
������
�	�������������������
������
��

��������
��
���������������
���������
��

�

���
�
���

������� �������

������������� ����	�����
�

1.  ����������

2. ���������


3. ����������

4. ���������



� (
����

�
�
→

f (x), 
����

�
�
→

f (x))

���[f (�
��
����

�
�
→

f (x))

���(
����

�
�
→

f (x), f (�
�


��[f (�
��f (�
�

���[f (�
��
����

�
�
→

f (x))

���(
����

�
�
→

f (x), f (�
�

���
�
����

1 2 3 4
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��

1.  	��
�������������������������������x0 = 1 ����������������f, g, h, ���s ����-

������
�
����������

h (x) ≤ g (x) ≤ f (x) ≤ s (x) ≤ ��(x) �������	���
����x ∈  (
�

�
, 1) ∪  (1, 

�

�
)

���
������������
��������
�
����������������������
�������������
����
������-

	��������

2.� ��������������
� f, g ��������������
�����R, �������
�
��� �������� f 	�����


�������, g 	�����
��������� 
���f (2) = g (2). ���
�����������������������-

��������
�������������	����������
�����
����
������
�


� f (e) - g (e) ���f (�) - g (�) ���f (0) - g (0)


� f (2) - g (2) ���f (3) - g (3)

�������

1.  �������� ���� ������ 	�� 
��� ����� ����
����

�������
����������������������������������� A B M

��������������	���
��

��
��
���
�����������
�������������������
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������������������������

�� ��	��		�
	��� �	
	�
���
�� �
		����
� ���� �

��
	�� ����� ��

�
��
��

��� �������	��� ��	��


���� ��������������
��
� �����������

���� ���	� �
��������	� �	�� �
��

������	� 
��	
�
���� �
� ����

	� ���

�
��
��� ����� ��	�

���
� ��	� ��	� 
�
����� ���� ��	��	���	�������	��

��	��


����������	�
�
���
������
��������
	��������������	�
�����

��

� ����
�� ���		������ �	��� ��	� �


���� �������� �	
	��������


�	���	�	� ��	��		
�������	� ���� �	�
	��� �	�� ��	��	
��
�	�� 
	!� ��


��	���
�����������������	��	��"������ �����

������
�������		����

���	� �
������ ���	� �	�	��
��� ��	� 

	�����	� Assuan �	�� Assiout.
������� �
��� �
�	�	
	
�� �����

��
	�� �
� ��		����� ������ ��� ������

������	�
����
��

����	���	

���������
�			��


���	����Göttingen���
���
�������
���	��	���	���!	�


�	!	��	�
����� �����	�
����� ��	����	� �	���	���!	� (Klein - Hilbert - Minkowski ���������� ���	� �
	
�	�
�
������������		
�������������Göttingen�����������
	
�	���	��������	�����������������
�	

�
�����		��

���� 
	!� ��� ����� �
	
�	�� �	�������� ���������
�	

�� ���� Breslaw. ��� ����� �
	
�	�
�	������� �	�������� ���� �		
��������� ���� Göttingen� �	�� ��	���
�	�� ��	� Felix Klein� ���	
���		�����

�� �	���	����� ��
	� ���	� ��
!���� ��� ����� �
	
�	�� �	������� �	�������� ���

�		
��������������

��
	���

��� ��
�� �� 
���	���� ����
	���� ��	� �
�����
�
� ��	� 		� �
�		!�
�� ��� ��	�����		
��������� ���

���
	��� ��� ��

����	
	�
���
�� �	��
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������
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�����
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�	�� 	�	���	#����� ��� ��
�

�
	
�	���	��������	�������������		
���������������	������������	��������
�����
��������������

	�	���	#���������	
��
	��

���	�����
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�		���	������

�	�

����
�	"����	����
�	������	���
����������	�
������
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�!	����
�	
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�	���!	��� ���	�����
���� 
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