Ασκήσεις στο θεώρημα Rolle και στο Θεώρημα Μέσης Τιμής
1

Ασκήσεις 

Στο Θεώρημα Rolle, και στο Θεώρημα Μέσης Τιμής 

1. Έστω  (:(((*+   δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση και μια ευθεία (ε) η οποία τέμνει τη γραφική παράσταση 
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της ( σε τρία διαφορετικά σημεία. Να αποδειχθεί ότι:
i)     υπάρχουν τουλάχιστον δυο σημεία της
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,  στα οποία οι εφαπτόμενες είναι παράλληλες,
ii)    υπάρχει ένα τουλάχιστον ξε( ώστε ("(ξ)=0, 
iii)   αν η (ε) τέμνει τον άξονα  χ'χ  στο σημείο Δ(δ, 0), να αποδείξετε ότι δύο τουλάχιστον εφαπτόμενες της 
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  διέρχονται από το Δ.
2. Έστω συναρτήσεις (, ( συνεχείς στο [α, β] και παραγωγίσιμες στο (α,β) με ((α)=((β)=0 και (΄(χ)((χ)⋅((χ)(΄(χ) για κάθε χ ( [α, β]. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση ((χ)=0 έχει ρίζα στο (α, β).
3. Δίνεται συνάρτηση ( τρεις φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] με ((α)=(΄(α)=0 και ((β)=(΄΄ (β)=0.Δείξτε ότι υπάρχει ξ((α, β) τέτοιο ώστε (΄΄΄(ξ)=0.
4. Δίνεται η συνάρτηση (:[0,1](( συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιμη στο (0, 1). Αν ((1) = ((0) + 
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 δείξτε ότι η εξίσωση (΄(χ)=χ έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1).
5. Αν η συνάρτηση (:(.((. έχει συνεχή παράγωγο στο ( και υπάρχουν α, β>0 με α<β ώστε α(΄(α)+β(΄(β)=0, να αποδειχθεί ότι η ( έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο.
6. Μια συνάρτηση ( είναι συνεχής στο [α, β], δυο φορές παραγωγίσιμη στο (α, β), ((α)=α, ((β)=β και ((γ)=γ για κάποιο γ( (α, β). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξε(α, β) τέτοιο ώστε (΄΄(ξ)=0.
7. Αν η συνάρτηση ( είναι συνεχής στο διάστημα [α, β], έχει συνεχή παράγωγο στο (α, β) και υπάρχει     γ((α, β) τέτοιο ώστε 
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<0, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ( (α, β) τέτοιο ώστε (΄(ξ)=0.
8. Δίνεται συνάρτηση ( συνεχής στο [α, β] και δυο φορές παραγωγίσιμη στο (α, β). Αν γ((α, β) τέτοιο ώστε   2γ=α+β   και   ((α)+((β)=2((γ), αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ( (α, β) τέτοιο ώστε (΄΄(ξ)=0.
9. Αν η ( είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β), να αποδείξετε ότι ανάμεσα σε δύο ρίζες της εξίσωσης ((χ)=0 υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  2((χ)+(΄(χ)=0.
10. Αν η ( είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β), να αποδείξετε ότι για κάθε λ((., ανάμεσα σε δύο ρίζες της εξίσωσης ((χ)=0 υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  λ((χ)+(΄(χ)=0.
11. Δίνεται η συνάρτηση  (:[α, β](( η οποία είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β) με ((α)=α και ((β)=β.  Να αποδειχθεί ότι:
i) υπάρχει γ((α, β) τέτοιο ώστε ((γ)=α+β-γ
ii) υπάρχουν χ1 και χ2 ((α, β), με  χ1(χ2,  για τα οποία ισχύει (΄(χ1)·(΄(χ2)=1.
12. Δίνεται συνάρτηση (:[α,β](( δυο φορές παραγωγίσιμη για κάθε χ([α,β]. Δίνεται ότι [α,β] υποσύνολο του (* και ((α)=((β)
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,  όπου κ([α,β]. Να αποδείξετε ότι.
i)  Η εξίσωση (χ-κ)·(΄(χ)=((χ) έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  διάστημα (α,β).
ii) Αν (΄΄ (χ)(0 για κάθε χ ( (α,β), τότε το θ((α,β) είναι μοναδικό.
iii) Η εφαπτομένη της ( στο (θ,((θ)) διέρχεται από το σημείο (κ, 0).
13. Δίνονται οι συναρτήσεις (,( οι οποίες είναι παραγωγίσιμες στο ( και ικανοποιούν τις σχέσεις ((χ)=χ2·((χ), ((1)=1 ((2)=1/4, ((χ)(0 για κάθε χ((.
 i) Να αποδείξετε ότι υπάρχει θ((1,2) ώστε η εφαπτομένη της ( στο σημείο (θ,((θ)) να είναι παράλληλη στον χ'χ και η εφαπτόμενη της ( στο σημείο (θ,((θ)) να διέρχεται από το σημείο (
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,0).
ii)    Αν ισχύει ((χ)=χν·((χ), ((1)=1 ((ν)=
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, ((χ)(0 για κάθε χ((, να αποδείξετε ότι υπάρχει θ((1,ν) ώστε η εφαπτομένη της ( στο (θ, ((θ)) να είναι παράλληλη στον χ'χ και η εφαπτόμενη της ( στο  (θ, ((θ)) να διέρχεται από το σημείο 
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14. Εστω συνάρτηση ( παραγωγίσιμη στο ( με ((α+1)=e ·((α), όπου α((. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ((α,α+1) τέτοιο ώστε ( ΄(ξ)=((ξ).
16. Δίνεται συνάρτηση ( συνεχής στο [0,α] και παραγωγίσιμη δυο φορές για κάθε χ((0,α). Δίνεται επίσης ότι 
((0)=2α, ((α)=2α-1 α>Ο.
i )     Να βρείτε το α ώστε η συνάρτηση ((χ) = ((χ)+αχ να ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [0,α].
ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει θ((0,α) ώστε (΄(θ)+1= 0

iii) Αν (΄΄(χ)(0, για κάθε χ((0,α), να αποδείξετε ότι το θ του προηγούμενου ερωτήματος είναι μοναδικό.
17. Δίνεται συνάρτηση ( δυο φορές παραγωγίσιμη στο [α,γ)((γ,β].
Αν τα σημεία χ1, χ2, χ3((α,γ)((γ,β) και το χ1 είναι θέση μεγίστου ενώ τα χ2, χ3 θέση ελαχίστου, τότε υπάρχουν τουλάχιστον ένα ή δύο σημεία θ1, θ2 ((α,γ)((γ,β) ώστε   (΄΄(θ1 )=0, (΄΄ (θ2 )=0.

18. Δίνεται συνάρτηση ( δυο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] ώστε να ισχύει ((α)(΄(α)-((β)(΄(β) = 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον θ((α,β) τέτοιο ώστε (΄΄(θ)·((θ)+((΄(θ))2=0.
19. Δίνεται συνάρτηση (:[α,β]((, δυο φορές παραγωγίσιμη για κάθε χ([α,β], Αν ((α)=α2 και ((β)=β2 και υπάρχει γ((α,β) ώστε ((γ)=γ2, να αποδείξετε ότι υπάρχει θ((α,β) ώστε (΄΄(θ)=2.
20 . Δίνεται συνάρτηση (:[1,4](( δυο φορές παραγωγίσιμη για κάθε χ([1,4], ώστε να ισχύει ((1)=1,     ((2)=-2, ((3)=3,
((4)=-4. Να αποδείξετε ότι υπάρχει θ((1,4) ώστε (΄΄(θ)·(΄(θ)=Ο.
21. Δίνεται συνάρτηση ( συνεχής στο [0, 5], παραγωγίσιμη στο (0,5) ώστε να ισχύει ((0)+((2)+((4) = ((1)+((3)+((5). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν θ1, θ2, θ3 ((0,5) ώστε (΄(θ1)+(΄(θ2)+(΄(θ3) = 0
22. Δίνεται συνάρτηση (συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β) με ((α) = ((β) . Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ((α,β) τέτοια ώστε (ν-1)(΄(ξ1)+(΄(ξ2) = 0
23. Δίνεται συνάρτηση ( συνεχής στο [ν,ν+1], παραγωγίσιμη στο (ν,ν+1), όπου ν( (*, ώστε να ισχύει ((ν)·(ν+1)=((ν+1)·ν.

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ( (ν,ν+1) τέτοιο ώστε (΄(ξ)= 
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23. Έστω συνάρτηση ( συνεχής στο [1,5] και παραγωγίσιμη στο (1,5). Αν η (΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο (1,3) και γνησίως αύξουσα στο (3,5), να συγκρίνετε τους αριθμούς ((5)-((1) και 2·(((4)-((2)).
24. Έστω συνάρτηση ( συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β), Αν είναι ((α)=-β και ((β)=-α, να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ( (α,β) τέτοια ώστε (΄(ξ1)(΄(ξ1) =1
25. Έστω συνάρτηση ( συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β), με ((α)(((β). Να αποδείξετε ότι:
i) Υπάρχει ξ( (α,β) τέτοιο ώστε (κ+1)·((ξ)=κ·((α)+((β), όπου κ((*  
ii ) Υπάρχουν χ1 ,χ2 ( (α,β) τέτοια ώστε (β-ξ)·(΄(χ2)=κ·(ξ-α)(΄(χ1).
26. Έστω συνάρτηση ( συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β), με σύνολο τιμών το [α,β].
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ( (α,β) τέτοιο ώστε |(΄(ξ) | <1
27. Έστω συνάρτηση ( συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β), με σύνολο τιμών το
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,  όπου 0<α<β.  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ( (α,β) τέτοιο ώστε | (΄(ξ) | < 
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28. Έστω συνάρτηση (συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β), με ((α) = (β+1)2 και ((β) = (α+1)2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει θ((α,β) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 
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 της (στο (θ,((θ)) να είναι κάθετη στην ευθεία με εξίσωση (η): x-(α+β+2)ψ+α2+β2-4=0. Δίνεται οτι α+β+2(0 
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