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ΓΕΛ Ν ΑΡΤΑΚΗΣ    Ορφανός Αντώνης 

1. Α) Δίνεται η συνάρτηση  
x

x
xf

ln
)(   ,  x>0. 

α) Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία , τα ακρότατα και τα σημεία καμπής, 

β) Αποδείξτε ότι  
  )1(1 

 , για κάθε α>e, 

γ) Αποδείξτε ότι   eπ > πe, 

Β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ln(x2 +1) +x +1 = 0 έχει μοναδική πραγματική ρίζα. 

 

2. 

Α) Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο R συναρτήσεις f,g για τις οποίες ισχύει: )()()( xgxgxfe x  , για 

κάθε χ και f(0)=g(0)=0. 

α) Να δείξετε ότι ,
)(

)(
xe

xg
xf   

β) Αν η f έχει πλάγια  ασύμπτωτη στο + την ευθεία ψ=χ-2 , να δείξετε ότι .2/1
)(

)(
lim

2


 xx exxxg

xg
 

Β) Να βρείτε τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς α,β,γ για τους οποίους η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f(x)= 12  xxax   έχει ασύμπτωτη στο + μια ευθεία παράλληλη προς την ευθεία 

ψ=2χ-11  και στο - οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία           ψ=-1. 

 

3. Θεωρούμε τη συνάρτηση 
xxeaxxf )( . 

α) Να προσδιοριστεί ο αR , ώστε η γραφική παράσταση της f να έχει στο σημείο ))0(,0( f εφαπτομένη 

παράλληλη προς την ευθεία 072:)(  yx , 

β) Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο R, 

γ) Να αποδειχθεί ότι η ευθεία y = x είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f  στο + , 

δ) Να υπολογιστεί το εμβαδόν Ε(λ) του καμπυλόγραμμου χωρίου, που ορίζεται από τη γραφική παράσταση 

της f, την ευθεία y = x και τις ευθείες   x = 0 και x = λ  (λ>0),               

ε) Να βρεθεί το )(lim 





. 

4. Α) Θεωρούμε τη συνάρτηση f  για την οποία ισχύει:     ,2 323 xxfxxf   για κάθε Rx . Αν 

 
x

xf

x 0
lim


=λ  , να προσδιορίσετε το λ. 

Β) Μια συνάρτηση IRIR: f είναι παραγωγίσιμη στο 00 x  και ικανοποιεί τη σχέση 

      xxxfxxxfxf 22 2223  , για κάθε Rx . 

α) Να αποδείξετε ότι το 
 
x

xf

x 0
lim


 είναι πραγματικός αριθμός, 

β) Να βρείτε τον αριθμό  0'f . 

 

5. Α) Δίνεται η συνάρτηση f στο  με την ιδιότητα:  ,1))(()(  xfofxf  για κάθε xR και  f(10)=9. Να 

δείξετε ότι η f δεν είναι 1-1. 

Β)  Δίνεται η γνησίως μονότονη συνάρτηση g στο R  η οποία διέρχεται από τα σημεία Α(5,9) και Β(3,2).  

α) Να αποδείξετε ότι η g είναι γνησίως αύξουσα, 

β) να λύσετε την εξίσωση:  g(2+g-1(χ2+2χ))=9.    

Γ) Δίνονται οι συναρτήσεις f,g παραγωγίσιμες στο R και επιπλέον η f΄ είναι 1-1. Αν οι συναρτήσεις f   και  

fog  παρουσιάζουν ακρότατο στο 1  και είναι g΄(χ)0 για κάθε xR , να αποδείξετε ότι g(1)=1. 

 

6. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = 2x + x3 . 
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α) Nα δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα, 

β)  Να λύσετε την εξίσωση 
3232931 )1()93(22

22

  xxxx
, 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι= 






2003

3

2002
2

1





dxex x

, όπου ρ1 < ρ2 είναι οι ρίζες της παραπάνω 

εξίσωσης. 

7.  

Α) Δίνεται η συνάρτηση f(χ)=e+xlnx-2x , x>0. 

α) Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία της, 

β) Να διατάξετε τους αριθμούς f(e),  f(π) και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι   ee-2π . ππ >1. 

Β) α) Να αποδείξετε ότι  xlnx+1>x ,  για κάθε χ>1, 

β) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση ,
1

ln
)(



x

x
xh  

γ) Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό α που ικανοποιεί τη σχέση: 

(α2+α+1).ln(α2+5) =(α2+4).ln(α2+α+2). 

 

8. Α) Δίνεται η συνάρτηση f(χ)=αχ3+βχ+γ. Αν η f είναι περιττή, παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο χο=1  και  

 

2

0

2)( dxxf , να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α,β,γ. 

Β) H συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,1] και g  πολυωνυμική συνάρτηση τέτοια ώστε g(0)=0 και 

 

1

0

)( dxxf g(1).  Δείξτε ότι υπάρχει ξ(0,1) τέτοιο ώστε f(ξ)=g΄(ξ). 

 

9. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο R για την οποία ισχύει   f ΄(x) + 2xf (x) = 
2xxe 
,  για κάθε xR . 

α)  Δείξτε ότι η συνάρτηση g(x) = 
xx exfe )(

2

 είναι σταθερή στο R , 

β)  Βρείτε την συνάρτηση g εάν 1
)(

lim
0




 x

xxxg

x


, 

γ)  Να βρείτε τη συνάρτηση f, 

δ) Δείξτε ότι υπάρχει ξ(0,1) ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  στο σημείο (ξ ,f(ξ)) να 

είναι παράλληλη στον άξονα x΄x, 

ε)  Δείξτε ότι η παραπάνω εφαπτομένη είναι μοναδική. 

 

10. Α) Θεωρούμε τη συνάρτηση 









x

x
xf

6)1(
)(  , με χ>-1  (α,βR)  η οποία έχει ασύμπτωτες τις 

ευθείες ψ=2 και χ=-1. 

α) Να αποδείξετε ότι ι τύπος της f είναι  
1

62
)(





x

x
xf ,  χ>-1, 

β) Να βρείτε συνάρτηση g τέτοια ώστε να ισχύει  g΄(χ)=f(χ), για κάθε χ>-1, της οποίας η γραφική παράσταση 

διέρχεται από το σημείο Μ(0,2), 

γ) Να μελετήσετε τη μονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης  h(χ)=
1

)(



g
 ,χ>-1. 
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Β) Έστω f,g:RR  συναρτήσεις  , τέτοιες ώστε να ισχύει f(χ)-g(χ)=χ-4 ,                              για κάθε χR.  Αν 

η ευθεία ψ=3χ-7 είναι ασύμπτωτη της f στο + , να αποδείξετε ότι  2
)(

lim 
 x

xg

x
 , 

.
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11. Α) Δίνεται η συνάρτηση f(χ)=2χ-ημχ , χ[0,π]. 

α) Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της f στο [0,π], 

β) Να δειχθεί ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να βρεθεί το σύνολο τιμών της, 

γ) Να λυθεί η εξίσωση 1f  (χ)=χ, 

δ) Αποδείξτε ότι  .2)( 2
2

0

1 
 



dxxf  

 

 

12. A)  Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το για την οποία ισχύει : 

2f(x)+f(2022-x)= -x , για κάθε x  . 

α) Να βρείτε τον τύπο της f  

β) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης  g(x)=
x

xf

ln

)(
. 

Β) Δίνεται η παραγωγίσιμη στο R  συνάρτηση f για την οποία ισχύει : 

f ΄(x)+f(x)=1 , για κάθε x  και f(0)=e+1 . 

α) Να βρεθεί ο τύπος της f, 

β) Να δείξετε ότι η f  είναι κυρτή στο R , 

γ) Να βρείτε το όριο 
 y

lim (
2 x

lim


f(xy)) . 

 

13. Α)  α) Αν f  είναι μια παραγωγίσιμη στο R  συνάρτηση και η εξίσωση f ΄(x) = 0 έχει 

           το πολύ ν διακεκριμένες πραγματικές ρίζες (νΝ) , τότε η εξίσωση f(x) = 0  

           έχει το πολύ  ν+1 διακεκριμένες πραγματικές ρίζες . 

Α) α) Έστω η συνάρτηση f  ορισμένη στο [α , β] .Αν η f είναι αντιστρέψιμη και 

           έχει συνεχή πρώτη παράγωγο στο [α , β] , να δείξετε ότι : 

            




dxxf )( + 


)(

)(

1 )(





f

f

dxxf  = βf(β) – αf(α) . 

       β) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex +x5 . Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα :   




1

1

1 )(

e

dxxf . 

14. Α) α) Αν f συνεχής συνάρτηση στο [α,β] με  f(x)0 , για κάθε χ  [α,β] και ( ) 0f dx





  , να δείξετε ότι 

f(x)=0, για κάθε χ  [α,β]. 

β) Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0 , 1] , τέτοια ώστε  f(x) > 0 για κάθε x[0 , 1]        και   

  
1

0

2 )(ln dxxf  =2 dxf 

1

0

4
2 )

2
)(ln(


  . 

    β1)   Να δείξετε ότι f(x) = 
2xe , για κάθε x[0 , 1]  

    β2)   Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:    Ι=  

1

0
)()1(

)(
dx

xfxf

xf
 . 



ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ   4 

ΓΕΛ Ν ΑΡΤΑΚΗΣ    Ορφανός Αντώνης 

Β)  Έστω η συνάρτηση f τρεις φορές παραγωγίσιμη στο  , τέτοια ώστε :      

f ΄(25) + f ΄(20) = f ΄(35) + f ΄(10) . 

α)   Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1 , ξ2 (10 , 35) με ξ1 < ξ2 τέτοια ώστε  f ΄΄( ξ1) = f ΄΄( ξ2) . 

β)   Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(10 , 35) τέτοιο ώστε f (3)(ξ) = 0 . 

 

 

15. A) Η συνάρτηση f : [-π,π]R   είναι συνεχής με την ιδιότητα  

2 2
( )

1
f

e

 



   
    

   
, για κάθε χ [-π,π]. 

Να αποδείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα  (-π,π). 

B) Δίνεται η συνάρτηση f με την ιδιότητα 
( ) ( )f x x f xx e   , για κάθε χ>1. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν 

εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f με συντελεστή διεύθυνσης 1. 

Γ) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R R με ( ) 0f x  , για κάθε x R . Αν ισχύει 

( ) ( ) 1f xe af x  , για κάθε x R  και f(1)=0 , να βρείτε το α. 

 

16. ) α) Έστω f:[α,β]R δύο φορές παραγωγίσιμη, κυρτή συνάρτηση. Δείξτε ότι  

( ) ( )
( )

2 2

f a f
f
   

 . 

β) Δίνεται η συνάρτηση ( ) ln(ln )f x x  , x>1. Δείξτε ότι είναι κυρτή στο (1,+ ) και ότι για α,β>1 ισχύει  

ln( ) ln ln
2

a
a





   . 

B) Έστω f :ΔR δύο φορές παραγωγίσιμη με f(χ)>0, για κάθε χΔ. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

g(χ)=ln(f(x))  είναι κυρτή στο Δ   2
)()()( xfxfxf  , για κάθε χΔ. 

 

17. A) Έστω f:[-2,2]R παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(-2)=-2 , f(2)=2. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2  (-

2,2):   
1 2

1 1
2

( ) ( )f f 
 

 
. 

B) Έστω f στο συνεχής [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)=α , f(β)=β.                         Να αποδείξετε ότι 

α)  υπάρχει γ(α,β):   f(γ)=α+β-γ 

β)  υπάρχουν ξ1,ξ2   (α,β) με 1 2  :   1 2( ) ( ) 1f f    . 

Γ) Έστω f  παραγωγίσιμη στο  [0,3] με f(0)=f(3). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν α,β,γ (0,3)  : 

( ) ( ) ( ) 0f a f f      . 

 

18. A) Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f:(0,+ )R για την οποία ισχύουν  

1

3 ( ) xx f x e   , για 

κάθε χ>0, f(1)=e και  f΄(1)=0. 

α) να βρείτε τον τύπο της f 

β) να βρείτε το σύνολο τιμών της f 

γ) να αποδείξετε ότι   
1

x
x

e e

 
 

 
, για κάθε χ>0 

δ) να αποδείξετε ότι  f(10)+f(12)>2f(11). 

B) Έστω f: RR παραγωγίσιμη στο [1,2] συνάρτηση και ΄΄1-1΄΄ με  

(2) 1

1

(1) 2

( ) ( )

f

f

f x dx f x dx   . Να 

αποδείξετε ότι υπάρχει χο(1,2):  0 0 0( ) ( ) 0f x x f x  . 
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19. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο (χ) = -χ2+(α+1)χ-α, όπου α>1. Σημείο Α=(α,0) κινείται πάνω στον άξονα 

με ταχύτητα 2cm/sec.  

α. Την χρονική στιγμή κατά την οποία είναι α = 3 να υπολογιστεί ο ρυθμός μεταβολής:  

 της μέγιστης τιμής της συνάρτησης  

 Του εμβαδού του χωρίου το οποίο ορίζεται : από την  και τον άξονα χχ΄ 

β. Με την προϋπόθεση ότι το σημείο Μ είναι εκείνο στο οποίο η  παρουσιάζει τη μέγιστη τιμή της τότε 

να αποδειχθεί ότι το σημείο Μ κινείται σε κλάδο παραβολής όταν το α διατρέχει το σύνολο (1,+) 

20. Δίνεται η συνάρτηση (χ) = χ+ημχ , χ[0,2π] 

α. Να γίνει η μελέτη και η γραφική παράσταση της C  

β. Να αποδειχθεί ότι η  αντιστρέφεται  

γ. Με την προϋπόθεση ότι ορίζεται η -1, να βρεθεί το εμβαδόν που περικλείεται μεταξύ των 

γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων   και -1  

21. Έστω η συνάρτηση (χ) =
2




, χ>0 και α>0 (σταθερός). i) Να βρείτε το εμβαδό Ε(λ) του χωρίου 

Ω που περικλείεται από την C, τον χχ΄και τις ευθείες με εξισώσεις χ=1 και χ=λ, λ>1, ii) Να βρείτε το 

x
lim


 Ε(λ) , iii) Να βρείτε την ευθεία ε: χ=β, β(1,λ) η οποία χωρίζει το χωρίο Ω σε δύο ισεμβαδικά 

χωρία. 

22. Έστω η συνάρτηση : με την ιδιότητα 3(x)+3(x) = x, γιά κάθε χ 

Α. Να αποδειχθεί ότι  

i) η  είναι συνεχής, ii) η  είναι παραγωγίσιμη, iii) η  αντιστρέφεται ,  iv)η  έχει σύνολο τιμών 

το  

Β. i) Να ορισθεί η -1, ii) Να λυθεί η (x) = x, iii) Να βρεθεί η μονοτονία της  με δύο 

τρόπους ,  iv) Να δικαιολογήσετε ότι η  είναι συνεχής (χωρίς αναφορά στο Α), iv) Να 

υπολογιστεί το I = 
4

0
f (x)dx  

 

 


