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ΦΥΛΛΟ 4 
 

11..  Έστω  τα  διανύσματα    και      με  
3

4,   2  και  ( , )
4


   = = = .  Να  υπολογίσετε  

τα  εσωτερικά  γινόμενα : 

i)    ,                ii)  ( ) ( )2   −  +  

 

22..  Αν  ( 1,  2),   (2,  4) = − =   και  (0,  5) = ,  να  λυθεί  η  εξίσωση  ( )x x  = + . 

 

33..  Αν  (2,  5) =   και  (4,  2) = − ,  να  βρείτε  διάνυσμα  u ,  ώστε  u    και  14u = . 

 

44..  Αν  ισχύουν  10,   4  και  ( , ) 120   = = = ,  να  βρείτε  το μέτρο  του  διανύσματος  

4 + . 

 

55..  Δίνονται  τα  διανύσματα  ,     και       με  0  + − =   και  3,   2,  1  = = = .  Να  

υπολογίσετε  την  τιμή  της  παράστασης    − − . 

 

66..  Για  δύο  διανύσματα  ,       ισχύουν  2,   6 = =   και  (4 2 ) (3 4 )   − ⊥ + .  Να  

δείξετε  ότι   ⊥ . 

 

77..  Να  υπολογίσετε  το  μέτρο  των  διανυσμάτων  ,      για  τα  οποία  ισχύει  

( ) ( ) ( ),   , =  και  2 7 7
3


       + ⊥ − + = . 

 

88..  Για  τα  διανύσματα  ,   u v   του  επιπέδου  ισχύουν  1,   u u v= ⊥   ( ) ( )και  3 2u v u v− ⊥ + .  

Να  υπολογίσετε  το  2u v+ . 

 

99..  Αν  4,   3 = =   και  ( , ) 30  = ,  να  βρεθεί  το  διάνυσμα  x   για  το  οποίο  είναι  

( )  και  ( )x x   + ⊥ − . 

 

1100..  Για  τα  διανύσματα  ,     και        ισχύουν  0  + + =   και  
2 3

 
 = = .  Να  

αποδειχθεί  ότι :   i)             ii)     

 

1111..  Έστω  ,       διανύσματα  με  ( , ) 60  = .  Αν  4x  = +   και  2y  = − ,  τότε : 

i) Να  αποδείξετε  ότι τα  x , y   είναι  μη  μηδενικά. 

ii) Αν  επιπλέον  1 =   και  4 = , να  βρείτε  τη  γωνία  των  x , y .   

 



Φύλλο 4 : Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων 

 

2 

 

1122..  Αν  είναι  γνωστό  ότι  2 6 0  − + =   και  6,   3,   1  = = = ,  να  βρείτε  τη  γωνία  

( ,  )  . 

 

1133..  Έστω  ,  u v   διανύσματα  του  επιπέδου  με  2,   1u v= =   και  2 3 5u v u v+ ⊥ − .  Να  βρείτε  

τη  γωνία  των  διανυσμάτων  ,  u v . 

 

1144..  Αν  2 0+−  =   και  6,   2 3 =  =  = ,  να  αποδείξετε  ότι : 

i) Τα  σημεία  Α, Β, Γ  είναι  συνευθειακά. 
ii) Το  σημείο  Γ  είναι  ανάμεσα  στα  σημεία  Α, Β. 

iii) ˆ 90 = . 

iv) Το  διάνυσμα  v = +   είναι  κάθετο  στο   . 

 

1155..  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  και  σημείο  Ρ  του  επιπέδου,  τέτοιο  ώστε  2+  =  .  Αν  

10  και  10 3 =  =  = ,  να  δείξετε  ότι : 

i) Τα  σημεία  Β, Γ και Ρ  είναι  συνευθειακά. 
ii) Το  Ρ  είναι  μέσον  της  ΒΓ. 

iii) ˆ 90 =  

iv) ( ), 150  =  

v) ( ) ⊥  +   

 

1166..  Δίνονται  τα  διανύσματα   ,     με   ⊥   και  2 = ,  5 = .  Αν  για  ένα διάνυσμα     

έχουμε  3 = ,  ( , ) 30  =   και  ( , ) 60  = ,  να  γράψετε  το     ως  γραμμικό  συνδιασμό  

των     και  . 

 

1177..  Να  αναλύσετε  το  διάνυσμα  (4,  7)v =   σε  δύο  συνιστώσες,  μία  παράλληλη  και  μια  κάθετη  

προς  το  διάνυσμα  ( 1,  2) = − . 

 

1188..  Δίνονται  τα  διανύσματα  ,    και  u v w   με  1   και  3u w v= = =   και  ( ),  
3

u v


= .  Αν  

( ) ( )2 5 4u w u w+ ⊥ − ,  να  αναλύσετε  το  διάνυσμα  v   σε  δύο  μη  μηδενικές  συνιστώσες  

παράλληλες  των  διανυσμάτων  ,   u w . 

 

1199..  Να  αναλύσετε  το  διάνυσμα  (16,  12)u =  σε  δύο  συνιστώσες,  μια  παράλληλη  με  το  

διάνυσμα  ( 4,  6) = −   και  μια  παράλληλη  με  το  (6,  3) = . 

 

2200..  Δίνονται  τα  σημεία  Α(1, 1),  Β(3, λ+2)  και  2( 2,  3) − .  Να  βρείτε  για  ποιες  τιμές  του  

   το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  ορθογώνιο  στο  Α. 

 

2211..  Δίνεται  τρίγωνο  με  κορυφές  τα  σημεία  ( ) ( ) ( )1,  2 ,   Β 1,  2   και  Γ 3, 4 − − − .  Να  βρείτε  τη  

γωνία  που σχηματίζει  η  διάμεσος  ΑΜ  με  την  πλευρά  ΑΓ. 
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2222..  Δίνεται  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  κορυφές  Α(6, 3),  Β(0, 1)  και  ( 4,  5) − .  Αν  ΑΔ  είναι  το  ύψος  

του  τριγώνου,  να  βρείτε  τις  συντεταγμένες  του  σημείου  Δ. 
 

2233..  Δίνεται  παραλληλόγραμμο  ΑΒΓΔ  με  2   και  2    = +  = − .  Αν  2 = =   και  

( ),
3


  = ,  να  βρείτε  τα  μήκη  των  διαγωνίων  του  παραλληλογράμμου. 

 

2244..  Θεωρούμε  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  ( )3 3 1 ,   2 3 = −  =   και  ˆ 60 = .  Να  βρείτε  το  

μέτρο  της  διαμέσου  ΒΜ  και  τη  γωνία  ˆ . 
 

 

2255..  Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ.  Να  βρεθεί  ο  γεωμετρικός  τόπος  των  σημείων  Μ  για  τα  οποία  ισχύει  

 =  . 
 

2266..  Έστω  Ο  και  Α  δύο  σταθερά  σημεία  με  3 = .  Να  βρείτε  το  γεωμετρικό  τόπο  των  

σημείων  Μ  του  επιπέδου  για  τα  οποία  ισχύει  ( )2 7  −  = . 


