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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Μζςα ςε οριηόντιο κυλινδρικό ςωλινα ρζει νερό με ταχφτθτα u1 = 0,6 m/s. Σο εμβαδόν τθσ διατομισ 

τοφ ςωλινα είναι A1 = 25 cm2 και ι πίεςθ ςτο εςωτερικό του Ρ1 =4·104 N/m2. O ςωλινασ ζχει μία 

ςτζνωςθ, όπου το εμβαδόν τθσ διατομισ του είναι A2=5 cm2. Να υπολογιςτοφν, ι ταχφτθτα του 

νεροφ και ι πίεςθ ςτθ ςτζνωςθ. 

Απάντηςη 

Από τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ ζχουμε ότι: 

                   
  

  
        

 

 
         

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ των δφο 

διατομϊν Α1 και Α2, λαμβάνοντασ ωσ επίπεδο αναφοράσ τθσ υψομετρικισ πίεςθσ το οριηόντιο 

επίπεδο που διζρχεται κατά μικοσ του άξονα του κυλινδρικοφ ςωλινα. Ζτςι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

           
⇒        

    
 

 
   

     
 

 
   

        
 

 
    

    
               

 

  
 

 

2. Ζνασ οριηόντιοσ ςωλινασ αποτελείται από δφο τμιματα, των όποιων τα εμβαδά των διατομϊν 

ζχουν λόγο Α1/Α2 = 3. ΢το ςωλινα ρζει υγρό πυκνότθτασ ρ, που θ ταχφτθτά του ςτο τμιμα με τθ 

μεγαλφτερθ διατομι είναι u1. Να υπολογιςτεί ι διαφορά πιζςεωσ μεταξφ των δφο τμθμάτων. 

Απάντηςη 

Από τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ ζχουμε ότι: 

                   
  

  
                   

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ των δφο διατομϊν Α1 και Α2, λαμβάνοντασ ωσ επίπεδο 

αναφοράσ τθσ υψομετρικισ πίεςθσ το οριηόντιο επίπεδο που διζρχεται κατά μικοσ του άξονα του 

κυλινδρικοφ ςωλινα. Ζτςι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

           
⇒             

 

 
    

    
  

     
⇒         

  

 

3.  Ο οριηόντιοσ ςωλινασ του ςχιματοσ 

αποτελείται από δφο τμιματα, με 

διατομζσ Α1 = 4 cm2 και Α2= 1 cm2. ΢το 

ςωλινα ρζει νερό, με τθν ταχφτθτα 

ροισ του ςτο ςτενότερο ςθμείο του να 

είναι u2=0,8 m/s. ΢τα δφο τμιματα του 

ςωλινα είναι προςαρμοςμζνοι δφο 

κατακόρυφοι ςωλινεσ Β και Γ. Αν h1 

=27 cm, πόςθ πρζπει να είναι θ u1 ϊςτε να είναι h2 = 0 ; Δίνονται g = 10 m/s2 και Α1/Α2 =  4.  

Απάντηςη 

Από τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ ζχουμε ότι: 

                   
  

  
                   

Για τθν πίεςθ του υγροφ ιςχφει ότι: 

  
 

 
   

 

 
   

  

 
   

   

 
   

    

 
               

Όπου ρ θ πυκνότθτα του υγροφ και h το φψοσ τθσ ςτάκμθσ του από το επίπεδο αναφοράσ τθσ 

h1 
h2 
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υψομετρικισ πίεςθσ, που λαμβάνεται το οριηόντιο επίπεδο το οποίο διζρχεται κατά μικοσ του 

άξονα του κυλινδρικοφ ςωλινα. 

Αν μθδενιςτεί το φψοσ του υγροφ ςτο ςωλινα Γ, κα είναι P2=0. 

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ των δφο διατομϊν Α1 και Α2: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

           
⇒         

    
 

 
   

  
 

 
   

 
         
⇒         

 

 
   

    
 

 
   

     √
 

  
          

 

 
 

 

4. Μζςα ςε ςωλινα ρζει νερό. ΢ε κάποιο ςθμείο ι ταχφτθτα τοφ νεροφ είναι υ1 = 1 m/s και ι πίεςθ Ρ1 = 

4·105 N/m2. Να υπολογιςτεί θ πίεςθ ςε κάποιο άλλο ςθμείο, ποφ βρίςκεται h = 20 m πιο χαμθλά 

από το προθγοφμενο, αν το εμβαδόν τθσ διατομισ του ςωλινα ςτο δεφτερο ςθμείο είναι το μιςό 

από εκείνο ςτο πρϊτο ςθμείο. Δίνονται g = 10 m/s2 και ρ = 103 kgr/m3. 

Απάντηςη 

Από τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ ζχουμε ότι: 

                   
  

  
   

                 

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ 

των δφο διατομϊν Α1 και Α2, λαμβάνοντασ ωσ 

επίπεδο αναφοράσ τθσ υψομετρικισ πίεςθσ 

το οριηόντιο δάπεδο. Ζτςι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

        

             
⇒               

 

 
    

    
      

     
⇒        

 

 
   

              
 

  
 

 

5.  ΢ε ζνα βεντουρίμετρο θ διαφορά πιζςεωσ μεταξφ του κφριου ςωλινα και τθσ ςτζνωςθσ είναι 105 

N/m2. Σα εμβαδά των διατομϊν των δφο τμθμάτων είναι 0,1 m2 και 0,05 m2. Να υπολογιςτεί θ 

παροχι ςτο κεωροφμενο βεντουρίμετρο. Δίνονται, θ πυκνότθτα τοφ νεροφ ρ = 103 kgr/m3 και g = 10 

m/s2. 

Απάντηςη 

Από τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ ζχουμε ότι: 

                   
  

  
   

                 

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ των δφο 

διατομϊν Α1 και Α2, λαμβάνοντασ ωσ επίπεδο 

αναφοράσ τθσ υψομετρικισ πίεςθσ το οριηόντιο 

επίπεδο που διζρχεται κατά μικοσ του άξονα του 

κυλινδρικοφ ςωλινα. Ζτςι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

             
⇒          

    
 

 
    

    
  

     
⇒     

 

 
   

     √
   

  
      √

 

 

 

 
             

΢υνεπϊσ:       

h1 

h 

h2 

𝑢       

𝑢       

A1 

A2 
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⇒             

  

 
 

 

6.  ΢ε ζνα βεντουρίμετρο που ρζει νερό, θ διαφορά πιζςεωσ μεταξφ του κφριου ςωλινα και τθσ 

ςτζνωςθσ είναι ΔΡ = 104 N/m2. Ό λόγοσ των ακτίνων των δφο διατομϊν του βεντουρίμετρου είναι 

R1/R2 = 2. Να υπολογιςτεί ι ταχφτθτα τοφ νεροφ ςτο τμιμα με τθ μεγαλφτερθ διατομι. Δίνονται, θ 

πυκνότθτα τοφ νεροφ ρ = 103 kgr/m3 και g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Από τθ γεωμετρία τθσ ςωλινωςθσ: 

  

  
 

   
 

   
  

  

  
 (

  

  
)
 

         
⇒       

  

  
            

Από τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ ζχουμε ότι: 

                   
  

  
  

     
⇒                  

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ των δφο διατομϊν Α1 και Α2, λαμβάνοντασ ωσ επίπεδο 

αναφοράσ τθσ υψομετρικισ πίεςθσ το οριηόντιο επίπεδο που διζρχεται κατά μικοσ του άξονα του 

κυλινδρικοφ ςωλινα. Ζτςι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

           
⇒        

    
 

 
    

    
  

     
⇒     

  

 
   

     √
   

   
             

 

 
   

 

7. Ζνα μεγάλο ανοιχτό δοχείο περιζχει νερό ςε βάκοσ Η. ΢το κατακόρυφο τοίχωμα του δοχείου 

ανοίγουμε μία μικρι τρφπα ςε βάκοσ h κάτω από τθν επιφάνεια τοφ νεροφ. Σότε παρατθροφμε ότι 

το νερό εκτοξεφεται οριηόντια και ςυναντάει το οριηόντιο ζδαφοσ ςε κάποιο ςθμείο:  

α) Να υπολογιςτεί θ απόςταςθ x αυτοφ τοφ ςθμείου από τθ βάςθ τοφ δοχείου.  

β) Για ποια τιμι του h θ απόςταςθ x γίνεται μζγιςτθ; Δίνεται το g. 

Απάντηςη 

α) ΢φμφωνα με το κεϊρθμα του Toricelli από το ςθμείο Γ, που 

ανοίγουμε τθν τρφπα, το νερό κα εκτοξευκεί με ταχφτθτα 

μζτρου: 

   √              

Από το ςθμείο Γ το νερό εκτοξεφεται οριηόντια και ςφμφωνα 

με τισ εξιςϊςεισ τθσ οριηόντιασ βολισ, o χρόνοσ για να φκάςει 

ςτο δάπεδο ιςοφται με:  

  √
  

 
   √

      

 
            

Οπότε, το βελθνεκζσ κα ιςοφται με: 

      
            
⇒        √                   

β) Σο x γίνεται μζγιςτο όταν θ υπόριηθ ποςότθτα τθσ εξίςωςθσ (3) μεγιςτοποιείται. Επειδι το 

άκροιςμα των h και H-h είναι ςτακερό και ίςο με Η, το γινόμενο h(H-h) γίνεται μζγιςτο όταν οι δφο 

παράγοντεσ του γινομζνου εξιςϊνονται. ΢υνεπϊσ: 
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8. Ζνα δοχείο περιζχει νερό φψουσ Η = 80 cm και βρίςκεται πάνω ςε οριηόντιο δάπεδο. Ανοίγονται δφο 

οπζσ ςτο ίδιο πλευρικό τοίχωμα του δοχείου, ςε φψθ h1 = 50cm και h2 από το δάπεδο και 

διαπιςτϊνουμε ότι το νερό που εκρζει από τισ δφο οπζσ προςπίπτουν ςτο ίδιο ςθμείο του δαπζδου. 

΢ε ποιο φψοσ ανοίχκθκε θ δεφτερθ οπι; 

Απάντηςη 

΢φμφωνα με το κεϊρθμα του Toricelli από τα 

ςθμεία (1) και (2), που ανοίγουμε τισ οπζσ, το 

νερό κα εκτοξευκεί με ταχφτθτεσ μζτρου: 

   √                      

   √                   

 Από το ςθμείο (1) και (2) το νερό εκτοξεφεται 

οριηόντια και ςφμφωνα με τισ εξιςϊςεισ τθσ 

οριηόντιασ βολισ, o χρόνοσ για να φκάςει ςτο 

δάπεδο ιςοφται με:  

  √
  

 
   √

      

 
            

Οπότε, το βελθνεκζσ κα ιςοφται με: 

       
            
⇒         √                  

       
            
⇒         √                  

Για να είναι ίδιο το βελθνεκζσ, πρζπει: 

     

         
⇒                     

        
⇒                   

    
              

Από τθ λφςθ του τριωνφμου προκφπτουν δφο ρίηεσ: h2 = 50 cm και h2=30 cm,  που είναι και θ δεκτι.  

Η ςυνκικθ που πρζπει να ικανοποιοφν τα δφο φψθ είναι:  h1 + h2 = H. 

  

9. Ζνα μεγάλο δοχείο περιζχει νερό ποφ ςτθν ελεφκερθ επιφάνεια του αςκείται πίεςθ 1,2 · 105 N/m2. 

΢το κατακόρυφο τοίχωμα του δοχείου υπάρχει μία μικρι τρφπα ςε βάκοσ 5m κάτω από τθν 

επιφάνεια τοφ νεροφ. Να υπολογιςτεί ι ταχφτθτα εκροισ τοφ νεροφ. Δίνονται, θ πυκνότθτα τοφ 

νεροφ ρ = 103 kgr/m3 , g = 10 m/s2 και Ρ0 = 105 Ν/m2 θ ατμοςφαιρικι πίεςθ. 

Απάντηςη 

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ τθσ επιφάνειασ του 

υγροφ που ςυμπιζηεται και του ςτομίου εξαγωγισ του: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

   
  

             
 

 
       √ (

 

 
   )           

Η εξίςωςθ (1) προζκυψε από τθ κεϊρθςθ ότι θ ταχφτθτα με τθν 

οποία κατζρχεται το νερό ςτθν επιφάνεια Α είναι ςχεδόν μθδενικι 

ςε ςχζςθ με τθν ταχφτθτα εξόδου από τθν οπι. ΢τθν επιφάνεια Α θ πίεςθ προκφπτει από τθν 

ατμοςφαιρικι Po και του εξωτερικοφ παράγοντα, ενϊ θ πίεςθ ςτθν οπι είναι μόνο θ ατμοςφαιρικι. 

Με αντικατάςταςθ ςτθν (1) προκφπτει ότι              . 
 

Επίπεδο αναφοράσ 

Α 



Φυςική Προςανατολιςμοφ Γ’ Λυκείου  Ρευςτά ςε Κίνηςη 
 

Μιχάλησ Πετρόπουλοσ 
5 

10.  Ζνασ κθπουρόσ κρατάει ςε φψοσ h = 1 m πάνω από τo ζδαφοσ ζνα λαςτιχζνιο ςωλινα, με 

διάμετρο δ = 2 cm, με τζτοιο τρόπο, ϊςτε τo νερό να εκτοξεφεται οριηόντια από το ςτόμιο του 

ςωλινα. Σο νερό ςυναντάει το ζδαφοσ ςε οριηόντια απόςταςθ s = 2m από το ςτόμιο τοφ ςωλινα. 

Να υπολογιςτεί θ παροχι τοφ ςωλινα. Δίνεται g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Σο εμβαδόν διατομισ του λάςτιχου είναι: 

   
  

 
                     

Από τισ εξιςϊςεισ τθσ οριηόντιασ βολισ ζχουμε: 

  
 

 
      √

  

 
           

και  

    
     
⇒     √

 

  
  √   

 

 
         

΢υνεπϊσ: 

    
      
⇒                

  

 
  

 

11. Για τθν περίπτωςθ του ςχιματοσ δίνεται ότι θ πάνω οπι 

ζχει εμβαδόν 1 cm2, ενϊ θ κάτω ζχει εμβαδόν 0,5 cm2. Να 

υπολογιςτοφν:  

α) Οι ταχφτθτεσ εκροισ u1 και u2.   

β) Οι αποςτάςεισ x1 και x2  

γ)H ολικι παροχι υγροφ από τισ δφο οπζσ. Δίνεται g = 10 m/s2.  

Απάντηςη 

α) Από το κεϊρθμα Toricelli: 

   √    √             √ 
 

 
 

   √    √              √ 
 

 
 

β) Από τισ εξιςϊςεισ τθσ οριηόντιασ βολισ: 

          √
   

 
 √ √

     

  
         

          √
   

 
  √ √

     

  
         

γ) Από τθν εξίςωςθ τθσ παροχισ: 

                                
  

 
    

 

12. Ζνα μεγάλο κλειςτό δοχείο περιζχει νερό ςε βάκοσ 5m. O αζρασ ποφ υπάρχει πάνω από τθν 

επιφάνεια τοφ νεροφ είναι υπό πίεςθ 5·105 N/m2. Σο δοχείο είναι τοποκετθμζνο πάνω ςε μία 

οριηόντια επιφάνεια ποφ βρίςκεται ςε φψοσ 5m πάνω από το ζδαφοσ. Ανοίγουμε μία τρφπα ςτο 

κατακόρυφο τοίχωμα τοφ δοχείου, ακριβϊσ πάνω από τθ βάςθ του. Αν το εμβαδόν τθσ τρφπασ είναι 

1 cm2, να υπολογιςτοφν:  

α) Η οριηόντια απόςταςθ του ςθμείου όπου το νερό ςυναντάει το οριηόντιο ζδαφοσ, από τθν οπι. 

h 

𝒖    

s 
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β) Η οριηόντια δφναμθ ποφ αςκείται ςτο δοχείο, εξαιτίασ τθσ εκτόξευςθσ τοφ νεροφ.  

Δίνονται: πυκνότθτα τοφ νεροφ ρ = 103 kgr/m3, g = 10 m/s2 και Ρ0 = 105 Ν/m2 θ ατμοςφαιρικι πίεςθ. 

Απάντηςη 

α) Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ τθσ 

επιφάνειασ του υγροφ που ςυμπιζηεται και του 

ςτομίου εξαγωγισ του: 

   
 

 
   

             
 

 
   

     
        
⇒      

           
 

 
       √ (

     
 

   )   

  

     
 

 
         

Από τισ εξιςϊςεισ τθσ οριηόντιασ βολισ: 

         √
  

 
   √

   

  
      

β) ΢ε χρόνο Δt από το ςτόμιο εκτοξεφεται μάηα νεροφ Δm. Από τον οριςμό τθσ πυκνότθτασ: 

  
  

  
   

  

    
   

  

      
                       

Η μεταβολι τθσ ορμισ τθσ μάηασ Δm, κεωρϊντασ εφλογα ότι αρχικά ιταν ακίνθτθ, είναι: 

                                    
    
⇒                        

Η δφναμθ που αςκικθκε ςτθ μάηα είναι: 

  
  

  

    
⇒               

Από δράςθ - αντίδραςθ, τόςθ κα είναι και θ δφναμθ που κα αςκείται ςτο δοχείο. 
 

13. ΢τον πυκμζνα δοχείου, που είναι διαρκϊσ γεμάτο με ιδανικό ρευςτό, ανοίγουμε οπι 

διαμζτρου δ1 = 2 cm, με ςυνζπεια το υγρό να αρχίηει να ρζει από τθν οπι με ταχφτθτα μζτρου u1 = 5 

cm/s. Πόςθ κα είναι θ διάμετροσ τθσ φλζβασ 40 cm κάτω από τον πυκμζνα του δοχείου;  Δίνεται g = 

10 m/s2. 

Απάντηςη 

Αφοφ το ρευςτό είναι ιδανικό, ιςχφει θ εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ: 

                 
  
 

 
    

  
 

 
       

        
            

Σο ρευςτό κατεβαίνει υπό τθν επίδραςθ του βάρουσ του και ςυνεπϊσ 

εκτελεί κίνθςθ ομαλά επιταχυνόμενθ με αρχικι ταχφτθτα. Από τισ εξιςϊςεισ 

κίνθςθσ ιςχφει ότι: 

   √  
                  

   
         
→      

        
 √  

         
√  

√  
     

 
               

 

14. ΢ε δοχείο, που είναι γεμάτο με υγρό πυκνότθτασ 0,78 g/cm3, βυκίηουμε κατακόρυφο ςωλινα 

που είναι ανοικτόσ και από τα δφο άκρα. ΢το άνω άκρο του ςωλινα πλθςιάηουμε θλεκτρικό 

πιςτολάκι, που «ςπρϊχνει» τον αζρα, δθμιουργϊντασ ρεφμα πυκνότθτασ 1,2 kg/m3. Με ποια 

ταχφτθτα πρζπει να κινείται το αζριο ρεφμα, ϊςτε εντόσ του ςωλινα να υψϊνεται ςτιλθ 10 cm; 

Η 
Επίπεδο 

αναφοράσ 

Po 

P1 

u1 



Φυςική Προςανατολιςμοφ Γ’ Λυκείου  Ρευςτά ςε Κίνηςη 
 

Μιχάλησ Πετρόπουλοσ 
7 

Δίνονται: πυκνότθτα τοφ νεροφ ρ = 103 kgr/m3, g = 10 m/s2 και Ρ0 = 105 Ν/m2 θ ατμοςφαιρικι πίεςθ. 

Απάντηςη 

Η φλζβα του αζρα διευρφνεται κακϊσ απομακρφνεται 

από το Α προσ το Β και κατά ςυνζπεια θ ταχφτθτα του 

αζρα κα ελαττϊνεται. Θεωροφμε δφο νοθτζσ διατομζσ 

τθσ φλζβασ, τθ μία ςτο Α, πάνω από το ςτόμιο του 

ςωλινα και τθν άλλθ ςτο Β, ςε μεγάλθ απόςταςθ από 

το Α και πρακτικά ςθμείο όπου θ ταχφτθτα του αζρα 

ζχει μθδενιςτεί και θ πίεςθ είναι θ ατμοςφαιρικι. 

Εφαρμόηοντασ το νόμο του Bernoulli για τισ δφο διατομζσ, ζχουμε: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

     
⇒       

 

 
   

      

     
⇒       √

        

 
          

 Η πίεςθ ςτθν επιφάνεια του υγροφ ςτο δοχείου είναι θ ατμοςφαιρικι (Ρο), ενϊ ςτθν επιφάνεια του 

υγροφ ςτο ςωλινα είναι ΡΑ, μιασ και εκεί το υγρό ιςορροπεί. ΢υνεπϊσ: 

                         

   
    
→    √

     

 
      √

                 

   
        

 

 
 

 

15. Δφο λεπτά ςτρϊματα γλυκερίνθσ, που ι μεταξφ τουσ απόςταςθ είναι l = 4 mm, κινοφνται με 

ταχφτθτεσ u1= 4 cm/s και u2 = 3 cm/s. Αν κάκε ςτρϊμα ζχει επιφάνεια 

εμβαδοφ Α = 10 cm2, να υπολογιςτεί ι δφναμθ εςωτερικισ τριβισ ποφ 

αναπτφςςεται μεταξφ των δφο ςτρωμάτων. Δίνεται, θ = 0,83 Ν ·s · m-2 

ό ςυντελεςτισ εςωτερικισ τριβισ τθσ γλυκερίνθσ. 

Απάντηςη 

Για τθ δφναμθ εςωτερικισ τριβισ ιςχφει ότι: 

    
  

 
     

     

 
               

 

16. Φλζβα νεροφ, με διάμετρο διατομισ δ = 2 cm, προςπίπτει κάκετα ςε ακλόνθτο κατακόρυφο 

τοίχο, με ταχφτθτα μζτρου u = 15 m/s. Σο νερό μετά τθν πρόςπτωςθ κινείται παράλλθλα προσ τθσ 

επιφάνεια. Ποια θ δφναμθ που αςκείται από τθ φλζβα νεροφ ςτον τοίχο;  Δίνεται θ πυκνότθτα του 

νεροφ ρ = 103 kgr/m3. 

Απάντηςη 

Σο εμβαδόν διατομισ τθσ φλζβασ νεροφ είναι: 

   
  

 
                  

Η ποςότθτα του νεροφ που προςπίπτει ςτθν επιφάνεια ςε χρόνο Δt είναι: 

       
               
⇒                                  

Η ορμι με τθν οποία προςπίπτει θ δζςμθ νεροφ ςτον τοίχο είναι: 

       
    
⇒                  

     
⇒     

 

 
                       

Μετά τθν πρόςκρουςθ το νερό κινείται ςε κατακόρυφθ διεφκυνςθ και ςυνεπϊσ δεν υπάρχει ορμι 

ςτθν αρχικι οριηόντια διεφκυνςθ τθσ ροισ τθσ φλζβασ. Αν κεωριςουμε ωσ κετικι τθ φορά προσ τα 

δεξιά ζχουμε: 

Α Β 

PΑ 

Pο 
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⇒   

 

 
                     

 

17. Η παροχι μιασ κάνουλασ (βρφςθσ) είναι Π. Αν θ διατομι τθσ κάνουλασ είναι Α, να προςδιο-

ριςκεί θ δφναμθ που αςκείται από το νερό  ςτθν κάνουλα. Δίνεται θ πυκνότθτα του νεροφ ρ. 

Απάντηςη 

 Σο νερό ςτο οριηόντιο τμιμα τθσ βρφςθσ ζχει ταχφτθτα        και ςτο 

ςτόμιο εξαγωγισ ταχφτθτα        . Σα μζτρα των δφο ταχυτιτων είναι ίςα, 

κακϊσ θ παροχι είναι ςτακερι. Οι αντίςτοιχεσ ορμζσ κα ζχουν ίςα 

μζτρα και κα ςχθματίηουν μεταξφ τουσ γωνία 90ο. Η μεταβολι τθσ 

ορμισ που υφίςταται θ φλζβα του νεροφ, κακϊσ αλλάηει διεφκυνςθ 

κα είναι: 

                                   √    
      

     √     
   

    √         √                   

Σα τοιχϊματα τθσ βρφςθσ αςκοφν δφναμθ ςτο νερό:  

  
  

  

    
⇒   

√       

  
 
          
⇒         √    

  

  
     

 
         
⇒        √      

 

 
   √  

   

 
 

Από δράςθ – αντίδραςθ, το νερό αςκεί δφναμθ       , που είναι ίςθ και αντίκετθ τθσ δφναμθσ   . 
  

18. Οριηόντια φλζβα νεροφ, διατομισ A = 0,1 m2 και ταχφτθτασ u = 6 m/s, προςπίπτει ςτα πτερφγια 

υδραυλικοφ τροχοφ, με εμβαδόν πτερυγίου S > α. Κάκε πτερφγιο περιςτρζφεται με ςτακερι 

γραμμικι ταχφτθτα μζτρου u1 = 3 m/s. Να υπολογιςτοφν: 

α. Η δφναμθ που αςκείται ςε κάκε πτερφγιο του τροχοφ, κεωρϊντασ ότι το νερό προςπίπτει κάκετα 

ςτα πτερφγια. 

β. Σθν ιςχφ, και  

γ. το ςυντελεςτι απόδοςθσ τθσ διάταξθσ. 

Απάντηςη 

΢ε κάκε πτερφγιο προςπίπτει ανά δευτερόλεπτο μάηα νερου ίςθ με: 

          
               
⇒            

  

  
               

Σο νερό τελικά κινείται με ταχφτθτα ίςθ με τθν ταχφτθτα κίνθςθσ των 

πτερυγίων, μζτρου u1. Η μεταβολι τθσ ταχφτθτασ που υφίςταται θ 

φλζβα του νεροφ είναι κατά μζτρο u – u1. Από το κεμελιϊδθ νόμο τθσ 

μθχανικισ ζχουμε ότι: 

  
  

  
   

      

  
 
      
⇒                                       

Η ιςχφσ του τροχοφ είναι:                                    

Σο νερό προςπίπτει με κινθτικι ενζργεια    
 

 
     και με ιςχφ:  

   
  

  
    

 

 

     

  
 
      
⇒     

 

 
          

 

 
                                

Η απόδοςθ τθσ διάταξθσ είναι: 

  
 

  
 

    

     
                   

 

𝑢𝑖     

𝑢       

𝑭    

𝑭      

Δ𝑝  
𝑝𝜏𝜀𝜆         

 𝑝𝛼𝜌𝜒               

45
ο 

A 
𝒖    𝒖𝟏      
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19. Σο γειτονικό ςχιμα απεικονίηει ζνα ςιφϊνιο, ςυςκευι που 

χρθςιμοποιείται  για τθν εξαγωγι υγρϊν από δοχεία.  Ο ςωλινασ 

ABC αρχικά γεμίηει με το υγρό και ακολοφκωσ αυτό ρζει μζςω του 

ςωλινα μζχρισ ότου θ επιφάνεια του υγροφ ςτο δοχείο να φκάςει 

ςτο ςθμείο Α, όπου και το ςτόμιο ειςαγωγισ του ςωλινα. Σο υγρό 

ζχει πυκνότθτα 1000 kg/m3 και αγνοιςιμο ιξϊδεσ. Οι αποςτάςεισ του 

ςχιματοσ είναι h1 = 25 cm, d = 12 cm και  h2 = 40 cm.  

α. Ποια θ ταχφτθτα εκροισ του υγροφ από το ςτόμιο C; 

β. Εάν θ ατμοςφαιρικι πίεςθ είναι Po = 105 N/m2, πόςθ είναι θ πίεςθ 

του υγροφ ςτο ςθμείο Β, όπου ο ςωλινασ καμπυλϊνει ςτο μζγιςτο 

φψοσ του; 

γ. Ποιο είναι κεωρθτικά το μζγιςτο φψοσ h1 που δφναται το ςιφϊνιο 

να ανυψϊςει το υγρό; 

Απάντηςη 

α. Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ ενόσ ςθμείου D τθσ επιφάνειασ του υγρου ςτο δοχείο 

και του ςτομίου εξαγωγισ C: 

   
 

 
   

          
 

 
   

          √
        

 
             

           

Οι δφο πιζςεισ ςτα ςθμεία C και D είναι ίςεσ με τθν ατμοςφαιρικι, ενϊ θ ταχφτθτα uD  τθσ κακόδου 

τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ του υγροφ ςτο δοχείο μπορεί να κεωρθκεί αγνοιςιμθ ςε ςχζςθ με τθν 

ταχφτθτα εκροισ uC, κακϊσ θ διατομι του ςωλινα είναι πολφ μικρότερθ τθσ διατομισ του δοχείου. 

Με ικανοποιθτικι προςζγγιςθ καταλιγουμε ότι: 

       √             √                
 

 
 

β. Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ του ςθμείου Β ςτθν κορυφι τθσ καμπφλωςθσ του 

ςωλινα και του ςτομίου εξαγωγισ C: 

   
 

 
   

          
 

 
   

                          

                                    

γ. Πρζπει     , οπότε: 

                 
  

  
            

  

  
                

΢υνεπϊσ το μζγιςτο κεωρθτικό φψοσ είναι ςτα 10,3 m. 

 

20. Σωλήνασ Pitot. Για τθ μζτρθςθ τθσ 

ταχφτθτασ ςτα αεροπλάνα, ςε ςχζςθ με τον 

αζρα, χρθςιμοποιείται ο ςωλινασ Pitot. 

Θεωρϊντασ ότι θ ταχφτθτα του αζρα είναι 

μθδενικι ςτο ςθμείο B (εξαιρετικι προςζγγιςθ), 

να αποδειχκεί ότι θ ταχφτθτα ςτο ςθμείο A 

δίνεται από τθ ςχζςθ: 

   √
     

 
 

Όπου: ρυ θ πυκνότθτα του υδραργφρου, ρ θ 

πυκνότθτα του αζρα και h θ διαφορά ςτάκμθσ του υδραργφρου ςτο ςωλινα U. 

Δh 

D 

Επίπεδο 

αναφοράσ 

https://fysikafysikh.files.wordpress.com/2015/07/c-kat-askiseis-tou-dri-ask-10_1.jpg
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Απάντηςη 

Ο ςωλινασ Pitot είναι ςυςκευι μζτρθςθσ τθσ ταχφτθτασ του αζρα. Σοποκετείται με τρόπο ϊςτε το 

άνοιγμα (γ) να είναι παράλλθλο προσ το ρεφμα του αζρα, ενϊ τα ςθμεία (α) και (β) βρίςκονται 

μακριά από το ςθμείο ειςόδου του ρεφματοσ αζρα (γ). Ζτςι, θ κανονικι ροι του αζρα, που ζχει 

διαταραχκεί ςτο ςθμείο (γ), λόγω κάποιου πυκνϊματοσ, αποκακίςταται ςτο ςθμείο (α)  και θ 

ταχφτθτα του αζρα είναι θ κανονικι, χωρίσ αλλοίωςθ. ΢το ςθμείο (β) θ ταχφτθτα του αζρα ζχει 

ςχεδόν μθδενιςτεί, ςε ςχζςθ με τθν ταχφτθτα ειςαγωγισ ςτο ςθμείο (γ).  

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ τθσ επιφάνειασ του υγροφ που ςυμπιζηεται και του 

ςτομίου εξαγωγισ του: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

   
       

 

 
   

             

              
⇒                  

 

 
   

     √
        

 
            

Όπωσ μποροφμε να δοφμε από το ςχιμα: 

                                       

   
        
→      √
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ΚΙ ΑΛΛΕΣ … 20 ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Πόςο γεμίηει;… Μια δεξαμενι γεμίηει νερό από βρφςθ ςτακερισ παροχισ Π = 0,6 m3/mn. ΢τον 

πυκμζνα τθσ δεξαμενισ υπάρχει οπι διατομισ Α = 0,1 dm2. Μζχρι ποιο φψοσ κα φτάςει το νερό 

ςτθ δεξαμενι. Δίνεται g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Σο νερό ςτθ δεξαμενι κα φκάςει μζχρι το φψοσ εκείνο όπου θ 

ποςότθτα του νεροφ που παρζχεται από τθ βρφςθ κα ιςοφται με 

τθν ποςότθτα του νεροφ που εξζρχεται από τθν οπι. 

Από τθν εξίςωςθ τθσ ςυνζχειασ μεταξφ τθσ επιφάνειασ τθσ 

δεξαμενισ και τθσ οπισ ζχουμε ότι: 

                 
 

 
      

 

 
         

Εφαρμόηουμε το νόμο του Bernoulli μεταξφ των δφο διατομϊν Α1 

(επιφάνεια δεξαμενισ) και Α2 (επιφάνεια οπισ), λαμβάνοντασ ωσ 

επίπεδο αναφοράσ τθσ υψομετρικισ πίεςθσ το οριηόντιο επίπεδο που διζρχεται από τθν οπι. Ζτςι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

             
⇒            

  
 

  
       

Οι πιζςεισ ςτα δφο ςθμεία είναι ίςεσ με τθν ατμοςφαιρικι           , ενϊ θ ταχφτθτα υ1=0, 

κακϊσ θ ςτάκμθ του νεροφ διατθρείται ςτακερι. Ουςιαςτικά καταλιξαμε ςτο κεϊρθμα του 

Torricelli. 
 

2.  Παιδικά (;) παιχνίδια… ΢τα νεροπίςτολα ζνα ζμβολο κινεί το νερό από ζνα μεγάλο ςωλινα 

διατομισ Α1 ςε ζνα μικρότερο ςωλινα διατομισ Α2, όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα. Η ακτίνα του 

μεγάλου ςωλινα είναι 1cm, ενϊ εκείνθ του μικροφ ςωλινα 1 

mm. Ο μικρότεροσ ςωλινασ βρίςκεται 3 cm πάνω από το 

μεγαλφτερο ςωλινα. 

α) Εάν το πιςτόλι κρατείται οριηόντια και ςε φψοσ 1,5 m, πόςοσ 

χρόνοσ απαιτείται για το νερό για να φκάςει από το  

ακροφφςιο ςτο ζδαφοσ; Να αγνοθκεί αντίςταςθ του αζρα. 

β) Αν το επικυμθτό βελθνεκζσ είναι 8,00 m, με ποια ταχφτθτα 

υ2 πρζπει το νερό να εκτοξευκεί από το  ακροφφςιο;  

γ) Με ποια ταχφτθτα υ1 πρζπει το ζμβολο Α1 να κινθκεί, προκειμζνου να επιτευχκεί το επικυμθτό 

βελθνεκζσ; 

(δ) Ποια είναι θ πίεςθ ςτθν ακροφφςιο;  

ε) Ποια θ πίεςθ που αναπτφςςεται ςτο μεγαλφτερο ςωλινα.  

ςτ) Πόςθ δφναμθ πρζπει να αςκθκεί ςτθ ςκανδάλθ για να επιτευχκεί το επικυμθτό βελθνεκζσ; 

Δίνονται θ ατμοςφαιρικι πίεςθ Ρο=1,013·105 Ν/m2, g = 9,8 m/s2 και ρ=103kg/m3. 

Απάντηςη 

α) Από τισ εξιςϊςεισ τθσ οριηόντιασ βολισ ζχουμε ότι ο χρόνοσ για να φκάςει το νερό ςτο ζδαφοσ 

είναι: 

  √
  

 
                  

 β)  Από τθν εξίςωςθ του βελθνεκοφσ ςτθν οριηόντια βολι λαμβάνουμε: 

          
 

 
          

 

 
          

γ) Από τθν εξίςωςθ ςυνεχείασ ζχουμε: 

𝜐      
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       (

  

  
)
 

           
 

 
         

 

δ) Σο ακροφφςιο είναι άμεςθ επαφι με τθν ατμόςφαιρα. ΢υνεπϊσ:  Ρ2=Ρο= 1,013·105 Ν/m2    (4) 

ε) Από τθν εξίςωςθ του Bernoulli και με επίπεδο αναφοράσ το οριηόντιο επίπεδο που διζρχεται 

από το μζςο του μεγάλου δοχείου: 

   
 

 
   

          
 

 
   

             
 

 
    

    
           

                             

ςτ) Από τον οριςμό τθσ πίεςθσ: 

  
  
  

                                          

 

3. Και ο Hooke ςτθν παρζα…  ΢το διπλανό ςχιμα το ελατιριο ζχει 

ςτακερά 3·104 N/m και βρίςκεται προςδεμζνο μεταξφ μιασ 

άκαμπτθσ δοκοφ ςτο ζνα του άκρο και του μεγάλου εμβόλου ενόσ 

υδραυλικοφ πιεςτθρίου ςτο άλλο του. Ζνα κενό δοχείο αμελθτζα 

μάηασ τοποκετείται ςτο ζμβολο ειςόδου (μικρό ζμβολο). Σο 

ζμβολο ειςόδου ζχει επιφάνεια Ai, και θ ζμβολο εξόδου ζχει 

εμβαδόν 18A1. Αρχικά το ελατιριο βρίςκεται ςτο φυςικό του 

μικοσ. Πόςα κιλά άμμου πρζπει να είναι ρίξουμε με αργό ρυκμό μζςα το δοχείο, ϊςτε να  

ςυμπιεςτεί το ελατιριο κατά  5 cm; Δίνεται g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Για να ςυμπιεςτεί το ελατιριο κατά 5 cm, τθ ςτιγμι που το ζνα του άκρο είναι ακλόνθτο, πρζπει το 

μεγάλο ζμβολο να ανυψωκεί κατά το ίδιο ποςό. Σότε το ελατιριο κα αςκεί δφναμθ ςτο ζμβολο 

προσ τα κάτω ίςθ με                                      

Σο ζμβολο κα βρίςκεται ςε κατάςταςθ ιςορροπίασ, οπότε με τθ ςειρά του κα αςκεί δφναμθ 

μζτρου F2 = 1500 N προσ τα πάνω.  

Από τθν αρχι του Pascal για το υδραυλικό μασ πιεςτιριο ζχουμε: 

  
  

 
  

  
 

  

  
 

  

    
   

  

   
           

 

4.  Πόςο ψθλά;… Ζνα βαρζλι είναι γεμάτο με νερό και ςε βάκοσ h1=0.80 m κάτω από τθν επιφάνεια 

του νεροφ πυκμζνα ζχει μια ζνα ςωλινα εξαγωγισ του νεροφ με  κάνουλα. 

α) Όταν ο ςωλινασ εξαγωγισ είναι οριηόντιοσ και θ κάνουλα ζχει κατακόρυφο ςτόμιο,  πόςο 

γριγορα εξζρχεται το νερό;  

β) Εάν θ κάνουλα ζχει το ςτόμιο προσ τα πάνω, πόςο ψθλά κα φκάςει το ςιντριβάνι του νεροφ που 

κα δθμιουργθκεί;  

Σο νερό να κεωρθκεί ωσ ιδανικό ρευςτό. Δίνεται g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Σο νερό ςτθν επιφάνεια του βαρελιοφ βρίςκεται υπό ατμοςφαιρικι πίεςθ. Σο νερό που εκρζει από 

τθν κάνουλα είναι επίςθσ υπό ατμοςφαιρικι πίεςθ, δεδομζνου ότι είναι ςε επαφι με τον αζρα. Ωσ 

επίπεδο αναφοράσ για τθ λφςθ κα κεωριςουμε το οριηόντιο επίπεδο που διζρχεται από το ςωλινα 

εξαγωγισ. 

Δοχείο 

Ελατήριο 

Δοκόσ 
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α)  Εφαρμόηουμε του Bernoulli εξίςωςθ ςε δφο ςθμεία: 1 ςθμείο ςτθν 

επιφάνεια του νεροφ και το ςθμείο 2 που το ρεφμα του νεροφ εκρζει: 

   
 

 
   

          
 

 
   

        

           
⇒         

 

 
   

       
 

 
   

          

Από το νόμο τθσ ςυνζχειασ μεταξφ των ςθμείων (1) και (2) ζχουμε ότι: 

                   
  

  
  

     
⇒                  

   
   
⇒    √         

 

 
            

Πρακτικά, ξαναδείξαμε το κεϊρθμα του Toricelli. 

β) Εφαρμόηουμε του Bernoulli εξίςωςθ ςε δφο ςθμεία: 1 ςθμείο ςτθν 

επιφάνεια του νεροφ και το ςθμείο 2, που το ρεφμα του νεροφ φκάνει 

ςτο μζγιςτο φψοσ του. Σότε: 

   
 

 
   

          
 

 
   

        

             
⇒                                    

Αυτό που μασ δείχνει θ (4) είναι ότι το ςιντριβάνι κα φκάςει μζχρι τθν 

ελεφκερθ επιφάνεια του νεροφ ςτο βαρζλι!!! ΢τθν πράξθ, λόγω 

τριβϊν, ιξϊδουσ, αντίςταςθσ του αζρα φκάνει λίγο χαμθλότερα. 
 

5. Δυνάμεισ… ΢το διπλανό υδραυλικό ςφςτθμα ο κατακόρυφοσ λεπτόσ 

ςωλινασ ζχει ακτίνα r=2 cm και φψοσ μεγαλφτερο από ζνα μζτρο. Σο 

κυλινδρικό δοχείο  είναι κλειςτό, ζχει φψοσ H=60 cm και ακτίνα βάςθσ 

R=10 cm. Ο ςωλινασ είναι ςυνδεδεμζνοσ ςτο μζςον του δοχείου. Σο 

υδραυλικό ςφςτθμα γεμίηει με νερό μζχρι ότου το φψοσ του νεροφ μζςα 

ςτον κατακόρυφο λεπτό ςωλινα να γίνει ίςο με h=100cm μζςα ςτο 

ςωλινα και ςτθ ςυνζχεια φράςςεται με κινοφμενο ζμβολο το οποίο 

μάηασ m=2 kg. Να υπολογίςετε:  

(α) Σθ δφναμθ που αςκεί το ρευςτό ςτθ βάςθ Α του κυλινδρικοφ δοχείου.  

(β) Σθ δφναμθ που αςκεί το ρευςτό ςτθ βάςθ Β του κυλινδρικοφ δοχείου.  

Δίνονται θ ατμοςφαιρικι πίεςθ Ρο= 105 Ν/m2, g = 10 m/s2 και ρ=103kg/m3. 

Απάντηςη 

΢το κινοφμενο ζμβολο αςκείται θ ατμοςφαιρικι πίεςθ Ρο. 

Η πίεςθ που αςκείται από το ζμβολο λόγω του βάρουσ του είναι: 

    
 

 
     

  

   
                          

΢τθ βάςθ Α, εκτόσ τθσ ατμοςφαιρικισ πίεςθσ και τθσ πίεςθσ από το βάροσ του εμβόλου, αςκείται 

και θ υδροςτατικι πίεςθ, που οφείλεται ςτο νερό που βρίςκεται υψομετρικά πάνω από το 

επίπεδο τθσ βάςθσ Α και θ οποία είναι: 

           (  
 

 
)                              

Ωσ επίπεδο αναφοράσ λαμβάνουμε το επίπεδο επί του οποίου βρίςκεται θ βάςθ Β.  

Με το ίδιο ςκεπτικό, ςτθ βάςθ Β θ υδροςτατικι πίεςθ είναι: 

           (  
 

 
)                               

Η ολικι πίεςθ ςτθ βάςθ Α είναι: 

R A 

B 

H 

h 

h1 

h2 
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Και θ αςκοφμενθ δφναμθ ςτθν επιφάνεια α είναι:  

                               

Η ολικι πίεςθ ςτθ βάςθ Α είναι: 

                                       

Και θ αςκοφμενθ δφναμθ ςτθν επιφάνεια α είναι:  

                               

 

6.  Επειγόντωσ τθν Πυροςβεςτικι… Ζνα πολφ απλοποιθμζνο 

διάγραμμα αποςτράγγιςθσ ομβρίων υδάτων μιασ οικίασ φαίνεται 

ςτο ςχιμα. Η βροχι ρζει πάνω ςτθν κεκλιμζνθ ςτζγθ και ειςάγεται 

ςε υδρορροζσ γφρω από τθν άκρθ τθσ οροφισ. Σα νερά 

ακολουκοφν τθ διαδρομι του αγωγοφ αποςτράγγιςθσ Μ μζςα ςτο 

υπόγειο, ο οποίοσ  μεταφζρει το νερό ςε ζνα ακόμθ μεγαλφτερο 

ςωλινα κάτω από το δρόμο. ΢το ςχιμα βλζπουμε και ζνα ςιφϊνιο 

απορροισ ςτο δάπεδο του υπογείου, που καταλιγει και αυτό ςτο 

ςωλινα Μ. Ασ υποκζςουμε ότι ιςχφουν τα εξισ:  

1. οι υδρορροζσ ζχουν φψοσ h1 = 11 m.  

2. το ςιφϊνιο του υπογείου ζχει φψοσ h2 = 1,2 m.  

3. Ο αγωγόσ αποςτράγγιςθσ Μ ζχει ακτίνασ διατομισ R = 3 cm. 

4. Σο ςπίτι ζχει πλάτοσ w = 30 m και μικοσ l = 60 m.  

5. Όλο το νερό τθσ βροχισ που πζφτει ςτθ ςκεπι διοχετεφεται ςτισ υδρορροζσ κι ακολοφκωσ ςτον 

αγωγό Μ. 

6. Η αρχικι ταχφτθτα του νεροφ ςε όταν ειςζρχεται ςτον αγωγό Μ είναι αμελθτζα. 

7. Η ταχφτθτα του ανζμου είναι αμελθτζα (θ βροχι πζφτει κατακόρυφα).  

Σο ερϊτθμα: ςε ποιο ρυκμό βροχόπτωςθσ, ςε εκατοςτόμετρα ανά ϊρα, απειλείται το υπόγειο να 

κατακλυςτεί από τα όμβρια φδατα, κακϊσ κα ανζλκουν από το ςιφϊνιο;  Δίνεται g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Θζτουμε ωσ επίπεδο αναφοράσ το οριηόντιο τμιμα του αγωγοφ Μ που βρίςκεται ςτο υπζδαφοσ. 

Θα εφαρμόςουμε τθν εξίςωςθ του Bernoulli μεταξφ τθσ ειςόδου τθσ κατακόρυφθσ υδρορροισ και 

τθσ ειςόδου του ςιφωνίου του υπογείου ςτο δάπεδο αυτοφ. Είναι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

            
 

 
   

          √           

      
 

 
            

κακϊσ εφλογα κεωριςαμε ότι θ πίεςθ ςτθν είςοδο τθσ υδρορροισ και θ πίεςθ ςτο δάπεδο του 

υπογείου είναι ίςεσ με τθν ατμοςφαιρικι.   

Από τθν εξίςωςθ ςυνεχείασ μεταξφ τθσ ςκεπισ και του αγωγοφ απορροισ Μ ζχουμε: 

                   
  

  
      

   

   
    

            
 

 
         

  

 
  

Κάπωσ ζτςι μποροφμε να καταλάβουμε μία από τισ αιτίεσ που ςτισ απότομεσ νεροποντζσ καλοφν 

την πυροςβεςτική για άντληςη υδάτων από τα υπόγεια, που λζνε ςτα κανάλια… 
 

7. Και θ ενζργεια ςτο παιχνίδι… ΢ε ςυγκοινωνοφντα δοχεία τθσ ίδιασ διατομισ Α = 1 cm2, περιζχεται 

νερό ςε ςτιλθ φψουσ h = 10 cm. ΢το ζνα δοχείο τοποκετοφμε αβαρζσ ζμβολο και αρχίηουμε να 

ςιφώνιο 
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ςυμπιζηουμε μζχρισ ότου να διωχκεί όλο το νερό που υπάρχει ςτο δοχείο αυτό. Να υπολογιςκεί το 

ζργο που δαπανικθκε για τθν ενζργεια αυτι. Δίνεται g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Αρχικά και πριν από τθν τοποκζτθςθ του εμβόλου θ ςτάκμθ 

του υγροφ ςτα δφο δοχεία βριςκόταν ςτο ίδιο φψοσ. Με τθν 

τοποκζτθςθ του εμβόλου, για κάκε μετατόπιςθ αυτοφ προσ τα 

κάτω κατά y πραγματοποιείται μια ίςθ μετατόπιςθ προσ τα 

πάνω ςτο άλλο δοχείο, μιασ και το νερό κεωρείται 

αςυμπίεςτο. 

Θεωρϊντασ ότι ςε κάκε κζςθ του εμβόλου το ςφςτθμα 

βρίςκεται ςε κατάςταςθ ιςορροπίασ, θ δφναμθ που οφείλουμε 

να αςκοφμε για να μειϊνεται θ ςτιλθ του νεροφ ςτο δοχείο 

είναι: 

                            

μζχρισ ότου το ζμβολο κατζλκει ςτο επίπεδο Ε. ΢υνεπϊσ, για τθ 

δφναμθ F: 

               
       
⇒     {

      
         

                     

κακϊσ κάκε κατζβαςμα του εμβόλου κατά y προκαλεί διαφορά 

ςτάκμθσ μεταξφ των δφο δοχείων κατά 2y. Η δφναμθ είναι 

ανάλογθ τθσ μετατόπιςθσ του εμβόλου και το ζργο τθσ κα 

εξαχκεί από το εμβαδόν τθσ γραφικισ παράςταςθσ F=f(y).  

 Όπωσ φαίνεται και από τθ γειτονικι γραφικι παράςταςθ, το 

ζργο τθσ δφναμθσ που αςκικθκε για να μετατοπιςτεί το ζμβολο είναι: 

  
 

 
                         

 

8.  Πάλι δυνάμεισ… Κυλινδρικό δοχείο, εμβαδοφ βάςθσ Α και φψουσ h, που ακινθτεί ςε οριηόντιο 

ζδαφοσ, αρχίηει να πλθροφται με νερό, πυκνότθτασ ρ, από βρφςθ ςτακερισ παροχισ Π, θ οποία 

βρίςκεται ςε φψοσ Η πάνω από το ζδαφοσ. Ποια θ δφναμθ, ςε ςυνάρτθςθ με το χρόνο, που 

αςκείται ςτον πυκμζνα; Δίνεται θ επιτάχυνςθ τθσ βαρφτθτασ g. 

Απάντηςη 

Σο νερό βγαίνει από τθ βρφςθ με ταχφτθτα μζτρου υο και προςπίπτει ςτθν υδάτινθ επιφάνεια ςτο 

δοχείο με ταχφτθτα υ, θ οποία ςφμφωνα με το κεϊρθμα Toricelli ιςοφται με: 

  √  
                        

 Από τθν εξίςωςθ τθσ παροχισ: 

          
 

 
              

Με πολφ καλι προςζγγιςθ μποροφμε να κεωριςουμε ότι το 

νερό προςκροφει ςτθν επιφάνεια του νεροφ ςτο δοχείο, 

μθδενίηοντασ τθν ορμι του. ΢υνεπϊσ, θ δφναμθ που αςκείται  

λόγω τθσ πρόςπτωςθσ ςτοιχειϊδουσ μάηασ Δm νεροφ ςτο 

δοχείο είναι: 

   
   

  
    

     

  

                           
⇒                       

          
   
⇒                    

Η ςτάκμθ του νεροφ μετά από χρόνο t, από τθ ςτιγμι που ανοίξαμε τθ βρφςθ και κεωρείται ότι 

h 

h 
y 

y 

𝑭    E 

F 

y 2h 

Fmax 

E 

Η 

h 
y 

𝝊𝝄      

𝑭𝟏      

𝒘     
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είναι θ ςτιγμι to=0, βρίςκεται ςε φψοσ y και κατά ςυνζπεια ςτον πυκμζνα αςκείται και το βάροσ 

του υπερκείμενου υγροφ w: 

                               

Επειδι θ παροχι είναι ςτακερι, το φψοσ y τθσ ςτάκμθσ του νεροφ κα είναι: 

  
  

  
   

   

 
   

 

 
              

Η ςυνολικι δφναμθ που κα αςκείται ςτθν επιφάνεια του πυκμζνα του δοχείου κα είναι: 

      
                   
⇒                  [    √

  

  
   (  

 

 
 )    ]           

 

9.  Η παλάντηα… ΢το ζνα τςιγκζλι ευαίςκθτου ηυγοφ ακριβείασ τοποκετοφμε πλαςτικό δοχείο νεροφ 

και ςτον άλλο ςτακμά, ϊςτε ο ηυγόσ να ιςορροπεί. Κάποια ςτιγμι ανοίγουμε με βελόνα ςτον 

πυκμζνα οπι εμβαδοφ Α. Σι πρζπει να κάνουμε ϊςτε ο ηυγόσ να παραμείνει ςε ιςορροπία; Δίνεται 

θ επιτάχυνςθ τθσ βαρφτθτασ g. 

Απάντηςη 

Με το άνοιγμα τθσ τρφπασ ςτον πυκμζνα του δοχείου, αρχίηει 

να ρζει νερό με ταχφτθτα, που ςφμφωνα με το κεϊρθμα του 

Torricelli δίνεται από τθ ςχζςθ: 

  √             

Όπου h το φψοσ τθσ ςτάκμθσ του υγροφ ςτο δοχείο.  

Η δφναμθ που αςκείται  από το τθν ποςότθτα Δm τθσ μάηασ του 

νεροφ που εκρζει ςτο δοχείο είναι: 

  
   

  
   

    

  

                           
⇒                              

   
⇒                      

Η δφναμθ αυτι αςκείται προσ τα πάνω. Για να διατθρθκεί θ ιςορροπία πρζπει να αφαιρζςουμε 

ςτιγμιαία ςτακμά, που το βάρουσ τουσ να είναι ίςο κατά μζτρο με F. Βζβαια, λόγω τθσ μείωςθσ τθσ 

ςτάκμθσ του νεροφ, πρζπει να ελαττϊνουμε ανάλογα τα ςτακμά ςτον δίςκο, ϊςτε να διατθρείται 

διαρκϊσ θ ιςορροπία του ηυγοφ.  
 

10. Η ζνεςθ… Μία ςφριγγα αποτελείται από τον οριηόντιο κφλινδρο, εντόσ του οποίου μπορεί να 

ολιςκαίνει χωρίσ τριβζσ το ζμβολό τθσ, που ζχει διατομι Α1. Εντόσ του κυλίνδρου περιζχεται υγρό 

πυκνότθτασ ρ. Σο ακροφφςιο τθσ ςφριγγασ ζχει διατομι Α2. Τπό τθν άςκθςθ ςτακερισ δφναμθσ    ,  

το ζμβολο μετατοπίηεται με ςτακερι ταχφτθτα        και το υγρό εκρζει, κεωρϊντασ τθ ροι ςτρωτι.  

Ποια θ ταχφτθτα εκροισ; 

Απάντηςη 

Σο ζμβολο μζςα ςε χρονικό διάςτθμα Δt μετατοπίηεται κατά Δx, 

και θ δφναμθ    παράγει ζργο ίςο με: 

      
          
⇒                              

Ζςτω Δm  θ ποςότθτα του υγροφ που μετατοπίηεται ςτον κφλινδρο, 

με ταχφτθτα μζτρου υ1, και ιςοφται με: 

       
                
⇒                                    

Θεωρϊντασ το υγρό αςυμπίεςτο, εφαρμόηουμε το νόμο τθσ ςυνζχειασ μεταξφ του κυλίνδρου και 

του ακροφυςίου: 

                   
  

  
               

𝝊    

𝐹  

𝜐      
𝜐      
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Από το κεϊρθμα μεταβολισ τθσ κινθτικισ ενζργειασ ζχουμε: 

     
 

 
     

  
 

 
     

      
              
⇒        

 
                

 
(  

  
  

 

  
   

 )              
√

  

  
 

 

  
  

 

  
 

               

΢τθν πράξθ είναι Α2<<Α1, οπότε από τθν (4) προκφπτει πωσ θ ταχφτθτα  εκροισ ςτο ακροφφςιο 

είναι: 

       √
  

  
                     

 

11.  Βάρθ.. Δίνεται ςφςτθμα τριϊν ςυγκοινωνοφντων δοχείων, που  περιζ-

χουν νερό και τα οποία καταλιγουν ςε κατακόρυφουσ κυλινδρικοφσ 

ςωλινεσ που ζχουν ακτίνεσ R1=9 cm, R2=4 cm και R3=5 cm. Σα αντίςτοιχα 

ζμβολα που φράςουν τουσ ςωλινεσ αυτοφσ ζχουν μάηεσ m1=8,5 kg, 

m2=2 kg και m3=8 kg. Σο ςφςτθμα βρίςκεται ςε  κατάςταςθ ιςορροπίασ. 

Να υπολογιςτεί θ υψομετρικι διαφορά μεταξφ των τριϊν εμβόλων. 

Δίνονται: πυκνότθτα νεροφ ρ = 103 kg/m3 και g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Ωσ επίπεδο αναφοράσ ωσ προσ το οποίο κα μετριςουμε τισ πιζςεισ λαμβάνουμε το νοθτό επίπεδο 

ΑΒ, επί του οποίου βρίςκεται το ζμβολο 3.  

΢φμφωνα με τθν αρχι του Pascal, θ πίεςθ ςτο επίπεδο ΑΒ κα 

είναι παντοφ θ ίδια και κατά ςυνζπεια κα ζχουμε: 

                      

H απλοφςτερθ περίπτωςθ είναι του ςθμείου (3), όπου θ πίεςθ 

προκαλείται από το βάροσ w3 του εμβόλου μάηασ m3 και τθν 

ατμοςφαιρικι πίεςθ Ρο που δρα πάνω ςτο ςυγκεκριμζνο ζμβολο. 

Δθλαδι: 

      
  

  

         
     

⇒              
    

   
  

           

H πίεςθ ςτο ςθμείο (2) είναι ίςθ με τθν υδροςτατικι πίεςθ τθσ ςτιλθσ νεροφ θ οποία βρίςκεται 

πάνω από το ςθμείο αυτό και θ οποία ζχει φψοσ h2, ςυν τθν πίεςθ που προκαλεί το βάροσ w2 του 

εμβόλου μάηασ m2 ςυν τθν ατμοςφαιρικι πίεςθ Po που αςκείται ςτο ζμβολο:  

      
  

  
       

         
     

⇒              
    

   
  

                

 H πίεςθ ςτο ςθμείο (1) είναι ίςθ με τθν υδροςτατικι πίεςθ τθσ ςτιλθσ νεροφ θ οποία βρίςκεται 

πάνω από το ςθμείο αυτό,  φψουσ h1, ςυν τθν πίεςθ που προκαλεί το βάροσ w1 του εμβόλου μάηασ 

m1, ςυν τθν ατμοςφαιρικι πίεςθ Po που αςκείται ςτο ζμβολο: 

      
  

  
       

         
     

⇒              
    

   
  

                

Από τισ εξιςϊςεισ (1), (2) και (3) λαμβάνουμε: 

         
    

   
  

            
    

   
  

    
 

   
(
  

  
  

  

  
 )           

Από τισ εξιςϊςεισ (1), (2) και (4) λαμβάνουμε: 

         
    

   
  

            
    

   
  

    
 

   
(
  

  
  

  

  
 )           
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12.  Διακλαδϊςεισ ςτον κιπο…. Οριηόντιοσ ςωλινασ κιπου. διατομισ A1=0,20 m2 διακλαδίηεται ςε 

δυο οριηόντιουσ ςωλινεσ, από τουσ οποίουσ ο ζνασ ζχει διατομι A2=0,03 m2 και ο άλλοσ A3=0,07 

m2. Σο νερό ρζει από τον αρχικό ςωλινα και εκρζει ελεφκερα ςτον αζρα από τα άκρα των 

ςωλινων τθσ διακλάδωςθσ. Για τθν μζτρθςθ τθσ πίεςθσ P1 ςτον κεντρικό ςωλινα ζχει προςαρ-

μοςτεί ςωλινασ ςχιματοσ U,  που περιζχει υδράργυρο. Σο ζνα ςτόμιο  του ςωλινα U είναι ςυνδε-

δεμζνο ςτον κεντρικό ςωλινα, ενϊ το αριςτερό είναι ανοιχτό ςτον ατμοςφαιρικό αζρα. Ο 

υδράργυροσ μζςα ςτο ςωλινα U ιςορροπεί ζτςι ϊςτε θ δεξιά ελεφκερθ ςτάκμθ να είναι πιο ψθλά 

από τθν αντίςτοιχθ αριςτερι ςτάκμθ κατά ζνα διάςτθμα h = 7,50 cm. Να υπολογιςτοφν οι 

ταχφτθτεσ υ1, υ2 και υ3 του ρευςτοφ ςτον κεντρικό ςωλινα και ςτουσ ςωλινεσ διακλάδωςθσ, 

αντίςτοιχα. Δίνονται θ ατμοςφαιρικι πίεςθ Ρο= 105 Ν/m2, g = 10 m/s2, θ πυκνότθτα του νεροφ 

ρ=103 kg/m3 και θ πυκνότθτα του υδραργφρου είναι ρHg = 13600 kg/m3.  

Απάντηςη 

Η διάταξθ που περιγράφεται ςτθν εκφϊνθςθ 

φαίνεται ςτο γειτονικό ςχιμα. Σο άνοιγμα του 

δεξιοφ άκρου του ςωλινα U είναι ςυνδεδεμζνο 

με το υγρό που ρζει ςτον κεντρικό ςωλινα, 

οπότε υφίςταται τθν πίεςθ P1 του ρευςτοφ. Σο 

άλλο άνοιγμα είναι ανοικτό ςτον ατμοςφαιρικό 

αζρα, οπότε θ ελεφκερθ επιφάνεια του 

υδραργφρου υφίςταται τθν ατμοςφαιρικι πίεςθ 

Po. Επειδι θ πίεςθ P1 μζςα ςτον κεντρικό ςωλινα 

είναι μεγαλφτερθ από τθν ατμοςφαιρικι πίεςθ 

Po, ο υδράργυροσ μζςα ςτο ςωλινα U ιςορροπεί 

ζτςι ϊςτε θ ελεφκερθ ςτάκμθ να είναι πιο ψθλά 

από τθν αντίςτοιχθ δεξιά ςτάκμθ κατά h = 7,50 cm. 

Η πίεςθ Ρ1 ςυνεπϊσ είναι: 

                                                              

Εφαρμόηουμε τθν εξίςωςθ του Bernoulli μεταξφ των διατομϊν Α1 και Α2: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

           
⇒         √  

  
        

 
            

 Εφαρμόηουμε τθν εξίςωςθ του Bernoulli μεταξφ των διατομϊν Α1 και Α3: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

          
⇒        √  

  
        

 
            

Παρατθροφμε από τισ εξιςϊςεισ (2) και (3) ότι:                   

Από το νόμο τθσ ςυνεχείασ μεταξφ του κεντρικοφ ςωλινα και των ςωλινων μετά τθ διακλάδωςθ 

ζχουμε ότι: 

                       

       
⇒                    

  

     
           

   
    
→ 

  

     
   √  

  
        

 
    √

        

 

   
    

   

  
     

    
   

  

         
 

 
           

   
        
→               

 

 
      

 

P1 

𝝊𝟏      

𝝊𝟐      

𝝊𝟑      

h 

Po 

P2=Po 

P3=Po 

A1 

A2 

A3 
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13.  Διακλαδϊςεισ ςτο ςπίτι… Μια οικία αποτελείται από ζνα ιςόγειο (Ι), ζνα όροφο (Ο) και ζνα 

υπόγειο (Τ). Κάκε όροφοσ τθσ οικίασ ζχει φψοσ h=4 m. Σο δίκτυο φδρευςθσ που τροφοδοτεί τθ 

ςυγκεκριμζνθ οικία βρίςκεται ςε βάκοσ h1=1 m ςτο ζδαφοσ και διακλαδίηεται ςε κάκε όροφο μα 

κατακόρυφο ςωλινα παροχισ.. Η βρφςθ ςε κάκε όροφο ζχει άνοιγμα εκροισ με διάμετρο δ = 1,2 

cm και απζχει απόςταςθ h2=1,2 m από το αντίςτοιχο πάτωμα.  

Να υπολογίςετε τθν παροχι Π με τθν οποία εταιρεία φδρευςθσ πρζπει να τροφοδοτιςει τθν οικία, 
ςτθν περίπτωςθ που, όταν και οι τρεισ βρφςεσ είναι ανοιχτζσ, θ παροχι τθσ βρφςθσ του ορόφου 
(Ο) είναι ίςθ με ΠΟ = 8·10–4 m3/s.  
Δίνονται: H επιτάχυνςθ βαρφτθτασ g = 10 m/s2 και θ πυκνότθτα του νεροφ ρ=103 kg/m3. Σο νερό 

που ρζει ςτουσ ςωλινεσ φδρευςθσ να κεωρθκεί ωσ ιδανικό ρευςτό. 

Απάντηςη 

΢το διπλανό ςχιμα γίνεται απεικόνιςθ 

τθσ οικίασ, όπωσ περιγράφθκε. Για τισ 

ανάγκεσ τθσ άςκθςθσ κα κεωριςουμε ωσ 

επίπεδο αναφοράσ (Ε) το επίπεδο ςτο 

οποίο βρίςκεται ο κεντρικόσ ςωλινασ 

παροχισ. ΢ε αυτόν θ παροχι από το 

δίκτυο είναι Π, θ ταχφτθτα ροισ του 

νεροφ υ και θ ςτατικι πίεςθ P. Όταν όλεσ 

οι βρφςεσ είναι ανοικτζσ, κάκε μία ζχει 

τθ δικι τθσ παροχι και ταχφτθτα εκροισ 

του νεροφ, αλλά ςε όλεσ θ πίεςθ ςτο 

ςτόμιο τουσ είναι ίςθ με τθν 

ατμοςφαιρικι, Po.  

Με βάςθ τα δεδομζνα τθσ εκφϊνθςθσ, το εμβαδόν διατομισ του ςτομίου κάκε βρφςθσ είναι: 

   
  

 
                         

Ενϊ θ ταχφτθτα εκροισ του νεροφ ςτον όροφο (Ο) είναι: 

           
  

 
    

      

         
         

 

 
               

Η βρφςθ του ιςογείου (Ι) βρίςκεται ςε φψοσ  yI= h1 + h2 = 2,2 m   (3) από το επίπεδο αναφοράσ και 

από τθν εφαρμογι τθσ εξίςωςθσ Bernoulli μεταξφ του επιπζδου αναφοράσ και του επιπζδου του 

ςτομίου τθσ βρφςθσ του ιςογείου (Ι) ζχουμε: 

  
 

 
           

 

 
   

        
    
⇒       

 

 
       

 

 
   

                 

Η βρφςθ του ορόφου (Ο) βρίςκεται ςε φψοσ  yO = h1 + h2 + h = 6,2 m   (5) από το επίπεδο αναφοράσ 

και από τθν εφαρμογι τθσ εξίςωςθσ Bernoulli μεταξφ του επιπζδου αναφοράσ και του επιπζδου 

του ςτομίου τθσ βρφςθσ του ορόφου (Ο) ζχουμε: 

  
 

 
           

 

 
   

        
    
⇒       

 

 
       

 

 
   

                 

Σα πρϊτα μζλθ ςτισ ςχζςεισ (4) και (6) είναι ίςα, άρα και τα δεφτερα. ΢υνεπϊσ: 

   
 

 
   

          
 

 
   

       
 

 
   

  
 

 
   

             

    √  
           

            
⇒                

 

 
             

΢υνεπϊσ, θ παροχι τθσ βρφςθσ του ιςογείου (Ι) ιςοφται με:   

       

        
⇒                  

  

 
           

h1 

h2 

h2 

h2 

(Ι) 

(Τ) 

(Ο) 
h 

h 

h 

h2 

yΙ 

yΟ 

yΤ 

Π 

υ 

P 

Πο 

υo 

Po 

ΠΙ 

υΙ 

Po 

ΠΥ 

υΥ 

Po 

(Ε) 
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Η βρφςθ του υπογείου (Τ) βρίςκεται ςε βάκοσ  yΥ = -h + h1 + h2 = -1,8 m   (9) από το επίπεδο 

αναφοράσ και από τθν εφαρμογι τθσ εξίςωςθσ Bernoulli μεταξφ του επιπζδου αναφοράσ και του 

επιπζδου του ςτομίου τθσ βρφςθσ του υπογείου (Τ) ζχουμε: 

  
 

 
           

 

 
   

        
    
⇒       

 

 
       

 

 
   

                  

Σα πρϊτα μζλθ ςτισ ςχζςεισ (6) και (10) είναι ίςα, άρα και τα δεφτερα. ΢υνεπϊσ: 

   
 

 
   

           
 

 
   

       
 

 
   

  
 

 
   

             

    √  
           

            
⇒                

 

 
              

΢υνεπϊσ, θ παροχι τθσ βρφςθσ του υπογείου (Τ) ιςοφται με:   

       

         
⇒                   

  

 
            

Η ολικι παροχι του δικτφου φδρευςθσ κα είναι: 

          

         
⇒                  

  

 
 

 

14. Na και θ τριβι… Ζνα δοχείο που ζχει μεγάλο εμβαδόν βάςθσ περιζχει νερό πυκνότθτασ ρ. Σο 

δοχείο με το νερό ζχει μάηα m και βρίςκεται ςε οριηόντιο επίπεδο. ΢ε βάκοσ h κάτω από τθν ελεφ-

κερθ επιφάνεια του υγροφ υπάρχει ς’ ζνα τοίχωμα τοφ δοχείου μια μικρι οπι με εμβαδόν Α. 

Πόςοσ πρζπει να είναι ο μζγιςτοσ ςυντελεςτισ τριβισ ανάμεςα ςτο δοχείο και ςτο οριηόντιο 

επίπεδο ϊςτε το δοχείο να ολιςκαίνει; 

Απάντηςη 

Ζςτω Δm  θ ποςότθτα του νεροφ που εξζρχεται από το 

ςωλινα, με ταχφτθτα μζτρου υ, και ιςοφται με: 

       
               
⇒                                  

Η ορμι με τθν οποία εκτοξεφεται θ δζςμθ νεροφ είναι: 

         
    
⇒                            

Η δφναμθ που αςκείται ςτθ μάηα Δm για να εκτοξευτεί είναι: 

   
   

  
 

    

  

    
⇒   

         

  
   

                      

Από το κεϊρθμα του Torricelli ζχουμε ότι: 

   √                   

   
   
⇒                          

Από δράςθ – αντίδραςθ τόςθ είναι κατά μζτρο και θ δφναμθ που κα αςκείται από τθ μάηα του 

νεροφ επί του δοχείου, αλλά με αντίκετθ φορά.  

Για τθ δφναμθσ τθσ τριβισ ζχουμε:   Σ=n·w      (6).  

Για να ξεκινιςει τθν ολίςκθςθ το δοχείο πρζπει: 

   
        
⇒                     

      

 
 

΢υνεπϊσ, οριακά δεχόμαςτε ότι είναι ο μζγιςτοσ ςυντελεςτισ τριβισ ανάμεςα ςτο δοχείο και ςτο 

οριηόντιο επίπεδο ϊςτε το δοχείο να ολιςκαίνει είναι    
      

 
. 

 

15. Ολίγθ από ςτροφικι… Ζνασ ιςοδιαμετρικόσ ςωλινασ είναι κατακόρυφοσ και ςτο κάτω άκρο 

του ζχει ςτραφεί κατά ζνα μικρό τμιμα του ϊςτε να ςχθματίηει ορκι γωνία. Σο πάνω άκρο τοφ 

𝑭    
𝒘     

𝜯    
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ςωλινα ζχει ςυνδεκεί με ζναν ελαςτικό ςφνδεςμο, ϊςτε να μπορεί 

να ςτρζφεται. Όταν από το ςωλινα βγαίνει νερό με ςτακερι 

παροχι, ο ςωλινασ αποκλίνει από τθν κατακόρυφθ κζςθ κατά 

γωνία 30°. Αν ό ςωλινασ είναι αβαρισ και ζχει μικοσ l = 0,9 m, να 

υπολογιςτεί θ ταχφτθτα τοφ νεροφ. Δίνεται g = 10 m/s2. 

Απάντηςη 

Ζςτω Δm  θ ποςότθτα του νεροφ που εξζρχεται από το ςωλινα, με 

ταχφτθτα μζτρου υ.  

Η ποςότθτα του νεροφ που προςπίπτει ςτθν επιφάνεια ςε χρόνο Δt 

είναι: 

       
               
⇒                                  

Η ορμι με τθν οποία εκτοξεφεται θ δζςμθ νεροφ είναι: 

         
    
⇒                            

Η δφναμθ που αςκείται ςτθ μάηα Δm για να εκτοξευτεί είναι: 

   
   

  
 

    

  

    
⇒   

         

  
                       

Από δράςθ – αντίδραςθ τόςθ είναι κατά μζτρο και θ δφναμθ που κα αςκείται από τθ μάηα του 

νεροφ ςτο ςθμείο καμπισ του ςωλινα, αλλά με αντίκετθ φορά. Λόγω του βάρουσ του νεροφ που 

περιζχεται ςτον αβαρι ςωλινα, τελικά επιτυγχάνεται ιςορροπία υπό γωνία κ ωσ προσ τθν 

κατακόρυφο.  

Σο βάροσ του νεροφ που περιζχεται ςτο ςωλινα κάκε ςτιγμι, μιασ και θ παροχι είναι ςτακερά, 

λαμβάνεται από τθ ςχζςθ: 

     
              
⇒                              

Όπου m θ ςτακερι ποςότθτα του νεροφ που εμπεριζχεται κάκε ςτιγμι ςτο ςωλινα. 

Για να ιςορροπεί, άρα και να μθν περιςτρζφεται ο ςωλινασ, ωσ προσ το ςφνδεςμο Ο κα ιςχφει ότι 

θ ολικι ροπι κα ιςοφται με μθδζν: 

∑                      

 

 
     

 

 
     

        
⇒     

        
 

 
           

 

 
      

√   

 
      

 

 
 

 

16. Να’ ςου και  ο Αρχιμιδθσ…. Η διάμετροσ 

του μεγάλου εμβόλου υδραυλικοφ πιεςτθρίου 

είναι 50 cm και του μικροφ εμβόλου √   cm. 

Eφαρμόηουμε δφναμθ μζτρου F = 20 N ςτο 

άκρο μοχλοφ, που ενεργεί επί του μικροφ 

εμβόλου. Αν ο μοχλοβραχίονασ τθσ δφναμθσ 

είναι l = 1,2 m και ο μοχλοβραχίονασ τθσ 

αντίςταςθσ είναι l1 = 0,3 m, να βρεκεί το βάροσ που μποροφμε να ανυψϊςουμε ε το ςυγκεκριμζνο 

πιεςτιριο. Η ράβδοσ του μοχλοφ να κεωρθκεί αβαρισ. (Δαςοπονικι Θεςςαλονίκθσ)  

Απάντηςη 

 Από τθν αρχι του Pascal ςτο υδραυλικό πιεςτιριο ζχουμε ότι: 
  
  

 
  

  
       

  

  
            

Όταν ζχουμε ανυψϊςει το μζγιςτο βάροσ, μποροφμε να κεωριςουμε ότι ςυγκρατοφμε το μοχλό 

ακίνθτο. Για τισ ροπζσ των αςκουμζνων δυνάμεων ςτο μοχλό, ωσ προσ το ςθμείο Ο, ζχουμε: 

𝝊    

𝑭    

𝒘     

𝒘𝒙       
𝒘𝒚       

θ 

θ 

l/2 
l 

Ο

l 

O 
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∑                  
 

  
           

Και φυςικά, το εμβαδόν του κάκε εμβόλου δίνεται από τθ ςχζςθ: 

   
  

 
           

Οπότε: 

   
          
⇒        (

  

  
)
 

 
 

  
              

 

17. Και ο Boyle ζχει λόγο… Βυκίηουμε μζςα ςε δοχείο υδραργφρου ζνα ςωλινα  μικουσ l = 20 cm, 

που είναι ανοικτόσ και από τισ δφο άκρεσ, μζχρι να γεμίςει ο ςωλινασ μζχρι τθ μζςθ του. 

Ακολοφκωσ κλείνουμε με ζνα δάκτυλο το ελεφκερο ςτόμιο του ςωλινα όςο πιο ςτεγανά γίνεται 

και τον αναςφρουμε από το δοχείο.  

α) Να δείξουμε ότι οπωςδιποτε από το ςωλινα κα «ςτάξει» υδράργυροσ. 

β) Όταν ο ςωλινασ πάψει να ςτάηει, ποιο το φψοσ που καταλαμβάνει ο υδράργυροσ; 

γ) Ποιο είναι τότε θ πίεςθ του αζρα που ζχει αποκλειςκεί μζςα ςτο ςωλινα; 

Δίνεται  θ ατμοςφαιρικι πίεςθ Ρο = 75 mm Hg.    (Bacc. Poitiers) 

Απάντηςη 

α) Όταν αναςφρουμε το ςωλινα από το δοχείο, αφοφ ζχουμε 

ςφραγίςει με το δάκτυλό μασ το ελεφκερο ςτόμιο, οι 

υφιςτάμενεσ πιζςεισ είναι του εγκλωβιςμζνου αζρα, που είναι 

ίςθ με τθν ατμοςφαιρικι Ρο, του υδραργφρου ΡHg, και οι δφο 

προσ τα κάτω, ενϊ ςτο κάτω ςτόμιο, που δεν είναι ελεφκερο, 

υφίςταται θ πίεςθ τθσ ατμοςφαίρασ προσ τα πάνω.  Οι προσ τα 

κάτω πιζςεισ υπεριςχφον των προσ τα πάνω, οπότε ο ςωλινασ 

κα αρχίηει να «ςτάηει», μζχρισ ότου οι πιζςεισ προσ τα κάτω και 

προσ τα πάνω εξιςορροπθκοφν: 

                  

β) Όταν επιτευχκεί θ εξιςορρόπθςθ και ο ςωλινασ δε ςτάηει πλζον, θ ςτιλθ του υδραργφρου ζχει 

μειωκεί ςε φψοσ h, ενϊ ο χϊροσ που καταλαμβάνει ο παγιδευμζνοσ αζρασ ζχει αυξθκεί.  

Για τον παγιδευμζνο αζρα μποροφμε να κεωριςουμε ότι υφίςταται ιςόκερμθ εκτόνωςθ, κακϊσ 

ςε όλθ τθ διαδικαςία που πραγματοποιείται οι κερμοκραςιακζσ ςυνκικεσ δε μεταβάλλονται 

ουςιαςτικά, οπότε ιςχφει ο νόμο του Boyle: 

                    
 

 
          

   
⇒   

 

 
 (      )       

 
 

      
   

   

  
          

  

       
   

 

  
              

Από τθ λφςθ του τριωνφμου λαμβάνουμε ωσ δεκτι λφςθ τθν τιμι:             (2) 

Αφήνεται ςτον αναγνώςτη να εξηγήςει γιατί 
   

  
 

 

  
        . Δεν είναι δφςκολο. 

γ) Από τθ ςχζςθ (3) ςυμπεραίνεται ότι θ πίεςθ του υδραργφρου όταν ζχει αποκαταςτακεί θ 

ιςορροπία ιςοφται με 8,69 cm Hg. Οπότε εφκολα προκφπτει από τθν (1) ότι θ τελικι πίεςθ του 

εγκλωβιςμζνου αζρα κα είναι 66, 31 cm Hg.   
 

l/2 

l 

h 

Po 

Po 

Po 

P1 
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18. Παράλλθλθ ςυγκοινωνία… Σα δοχεία 

Δ1 και Δ2 του διπλανοφ ςχιματοσ, που 

βρίςκονται ςε παράλλθλα κατακόρυφα 

επίπεδα και ςε ικανι κατακόρυφθ απόςτα-

ςθ, περιζχουν το ίδιο υγρό. Από τον πυκ-

μενα του δοχείου Δ1 ξεκινά οριηόντιοσ 

ςωλινασ ΑΒ, που παρουςιάηει ςτζνωςθ 

ςτο ςθμείο Γ και καταλιγει ςε βρφςθ ςτο 

Β. Η ςτζνωςθ ζχει τθ μιςι διατομι ςε 

ςχζςθ με τθ διατομι του ςωλινα ΑΒ. 

Κατακόρυφοσ ςωλινασ ξεκινά από τθ ςτζ-

νωςθ και καταλιγει ςτο δοχείο Δ2. Αν h1 = 

20 cm το φψοσ του υγροφ ςτο δοχείο Δ1, 

ποιο το φψοσ h2 του υγροφ ςτο ςωλινα ΓΔ,  

α) αν θ βρφςθ είναι κλειςτι, 

β) αν θ βρφςθ είναι ανοικτι και θ ροι είναι ςτρωτι,  

πριν τθν ειςαγωγι του ςωλινα ΓΔ ςτο δοχείο Δ2; 

Απάντηςη 

α) Όταν θ βρφςθ είναι κλειςτι, πριν τθν ειςαγωγι του ςωλινα ΓΔ ςτο δοχείο Δ2 εγκλωβίηεται 

αζρασ υπό πίεςθ ίςθ με τθν ατμοςφαιρικι Ρο. ΢τθν επιφάνεια  του δοχείου Δ2 θ πίεςθ επίςθσ είναι 

ίςθ με τθν ατμοςφαιρικι Ρο. ΢υνεπϊσ, ςτθν περίπτωςθ αυτι, όταν το ςτόμιο Δ του ςωλινα ΓΔ 

βυκιςτεί ςτο υγρό του δοχείου Δ2, θ ανφψωςθ του υγροφ κα είναι μθδενικι (h2 = 0). 

β)  Όταν θ βρφςθ είναι ανοικτι, πριν τθ βφκιςθ του ςτομίου Δ ςτο δοχείο Δ2, το υγρό ρζει ςτο 

ςωλινα ΑΒ και θ ταχφτθτά του ςτο ςθμείο Α ςφμφωνα με το κεϊρθμα του Toricelli ιςοφται με: 

   √                  

 Από το νόμο τθσ ςυνζχειασ μεταξφ των ςθμείων Α και Β ζχουμε ότι: 

               

     
⇒                  

 Από το νόμο τθσ ςυνζχειασ μεταξφ των ςθμείων Β και Γ ζχουμε ότι: 

               

             
⇒                        

Από τθν εξίςωςθ Bernoulli μεταξφ των ςθμείων Γ και Β ζχουμε ότι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

                          
⇒                    

         
 

 
   

     
 

 
   

    
    

      

       
⇒                    

19. Μία αντλία ζχει βυκιςτεί ςτον πάτο 

πθγαδιοφ βάκουσ h1=35 m και 

λειτουργεί ϊςτε να μεταφερκεί νερό ςε 

ςπίτι που βρίςκεται ςε υψόμετρο h2 από 

το χείλοσ του πθγαδιοφ. Οι ςωλθνϊςεισ 

μεταξφ του χείλουσ του πθγαδιοφ και 

του ςπιτιοφ παρουςιάηουν κλίςθ 30ο κι 

ζχουν μικοσ s= 100 m. Η πυκνότθτα του 

νεροφ είναι ρ = 103 Km/m3 και κεωρεί-

ται ιδανικό ρευςτό, αγνοϊντασ τριβζσ, 

ιξϊδεσ και πικανζσ τυρβϊδεισ ροζσ. 

α) Οι οικιακζσ ανάγκεσ των ενοίκων 

Δ1 

Δ2 

Β 
Α Γ 

h2 

h1 

Δ 

Po 

Po 

΢ 

Πθγάδι 

΢πίτι 

΢ 
h2 

h1 
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ανζρχονται ςε 0,35 m3 θμζρα.  Η αντλία λειτουργεί ςυνολικά 2 ϊρεσ θμερθςίωσ.  

i) Ποιο το ελάχιςτο απαιτοφμενο ζργο για τθν άντλθςθ του νεροφ ανά θμζρα; 

ii) Ποια θ ελάχιςτθ ιςχφσ τθσ αντλίασ; 

β) Εντόσ του ςωλινα ςτο πθγάδι το νερό ρζει με ταχφτθτα μζτρου 0,5 m/s, ενϊ θ ςωλινωςθ ζχει 

διάμετρο 3 cm. Ο ςωλινασ ςφνδεςθσ του πθγαδιοφ με το ςπίτι ζχει διάμετρο 1,5 cm.  

i) Ποια θ ταχφτθτα ροισ του νεροφ ςτο ςτόμιο μιασ βρφςθσ, που βρίςκεται ςτθν αυλι του ςπιτιοφ 

κοντά ςτο δάπεδο; 

ii) Πόςθ είναι θ πίεςθ ςτθν αντλία, ϊςτε το νερό να εκρζει από τθ βρφςθ υπό ατμοςφαιρικι πίεςθ; 

Δίνονται θ ατμοςφαιρικι πίεςθ Ρο= 105 Ν/m2, g = 10 m/s2, θ πυκνότθτα του νεροφ ρ=103 

kg/m3Απάντηςη 

α) i) Η μάηα του νεροφ που καταναλϊνεται θμερθςίωσ είναι: 

  
 

 
                       

Η υψομετρικι διαφορά μεταξφ του ςθμείου άντλθςθσ του νεροφ και του ςπιτιοφ είναι 85 m. 

΢υνεπϊσ το απαιτοφμενο ζργο για τθν ανφψωςθ του νεροφ είναι: 

                                                         

ii) Η ιςχφσ τθσ αντλίασ ιςοφται κατ’ ελάχιςτον με: 

    
 

 
 

      

      
                      

β)  Από το νόμο τθσ ςυνζχειασ μεταξφ του πθγαδιοφ και τθσ οικίασ Γ ζχουμε ότι: 

                   
       

   

       
⇒               

 

 
          

Από τθν εξίςωςθ Bernoulli μεταξφ του πθγαδιοφ και του ςπιτιοφ ζχουμε ότι: 

   
 

 
   

          
 

 
   

      

          
⇒       

    
 

 
   

     
 

 
   

                  
 

 
    

    
                  

             
 

  
 

 

20. Μια δεξαμενι νεροφ είναι γεμάτθ με νερό ςε  φψοσ h1 , και βρίςκεται προςδεμζνθ πάνω ςε 

τροχιλατθ επιφάνεια, θ οποία δεν 

παρουςιάηει τριβι με το οριηόντιο 

δάπεδο. ΢ε φψοσ h2 από τον πυκμζνα 

του δοχείου υπάρχει μικρι οπι, πολφ 

μικρότερθσ διατομισ ςε ςχζςθ με εκείνθ 

του δοχείου. Πίδακασ νεροφ εκρζει 

οριηόντια από τθν οπι με κατάλλθλο 

μθχανιςμό. Ο πίδακασ προςπίπτει ςε 

ακλόνθτο πτερφγιο, που ςτθρίηεται ςτθν 

τροχιλατθ επιφάνεια, που ςχθματίηει γωνία κ ωσ προσ το δάπεδο.  Να υπολογίςετε τθν τάςθ 

οριηοντίου νιματοσ, που ςυνδζει τθν τροχιλατθ επιφάνεια με κατακόρυφο τοίχο, ϊςτε το 

ςφςτθμα να διατθρείται ακίνθτο. Τποκζςτε ότι θ ταχφτθτα και θ διατομι του πίδακα παραμζνουν 

ςτακερζσ μετά τθν ζξοδο από τθ δεξαμενι και ότι θ ταχφτθτα του κατά μζτρο διατθρείται ςτακερι 

μετά τθν πρόςπτωςθ ςτο πτερφγιο.  

Απάντηςη 

Από το κεϊρθμα του Torricelli το νερό εκρζει από τθ μικρι οπι με ταχφτθτα μζτρου: 

   √                        

𝜐      νήμα 

h1 

h2 
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Η μάηα του νεροφ αρχικά κινείται οριηόντια ςτον πίδακα και μετά τθν πρόςπτωςθ ςτο πτερφγιο 

εκτρζπεται κατά γωνία κ ωσ προσ το οριηόντιο δάπεδο. 

Ζςτω Δm θ μάηα του νεροφ του πίδακα, θ οποία εκρζει ςε χρόνο Δt. Σότε: 

      
               
⇒                                   

όπου Α θ διατομι του πίδακα. 

Η ορμι με τθν οποία κινείται θ μάηα Δm του πίδακα κατά μζτρο είναι: 

        

        
⇒             

               

Η ορμι τθσ μάηασ Δm διατθρείται ςτακερι κατά μζτρο μετά τθν πρόςπτωςθ ςτο πτερφγιο, όμωσ, 

ζχει υποςτεί εκτροπι κατά γωνία κ από τθν αρχικι διεφκυνςθ.  

Επειδι το νιμα είναι οριηόντιο, μασ ενδιαφζρουν οι όποιεσ 

μεταβολζσ τθσ ορμισ ςτον οριηόντιο άξονα xx’. 

Όπωσ φαίνεται από το ανυςματικό διάγραμμα του γειτονικοφ 

ςχιματοσ, θ μεταβολι τθσ ορμισ τθσ μάηασ Δm κατά τον άξονα x’x 

είναι: 

                                

               

   
⇒           

                        

Κατά ςυνζπεια και θ δφναμθ που αςκεί θ μάηα του νεροφ ςτο τροχιλατο ςφςτθμα είναι: 

   
   

  

      
⇒           

                      

Η δφναμθ Fx είναι αρνθτικι (ςυνκ - 1 < 0), δθλαδι ζχει φορά αντίκετθ τθσ αρχικισ ροισ του πίδακα, 

κάτι αναμενόμενο, κακϊσ το ςφςτθμα «αντιδρά» ςτθ μεταβολι τθσ ορμισ του. 

Για να ιςορροπεί το ςφςτθμα, το νιμα πρζπει να αςκεί δφναμθ: 

        
           

 κατά τθν αντίκετθ φορά από τθν Fx, δθλαδι προσ τον κατακόρυφο τοίχο. 
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