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                                                  Λυµένες  ασκήσεις  
 

1. Σε  µια  φθίνουσα  ταλάντωση  το  πλάτος  µειώνεται  σύµφωνα  µε  την  εξίσωση: 

     t

( t ) o
A A e−Λ−Λ−Λ−Λ= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅ .  

     α) Να δείξετε ότι η σχετική µείωση του πλάτους ανά περίοδο δίνεται από τη σχέ- 

     ση: 

                  
k k 1 T

k k

A A A
1 e

A A

++++ −Λ−Λ−Λ−Λ∆ −∆ −∆ −∆ −
= = −= = −= = −= = −  . 

 

     β) Να δείξετε ότι η σχετική µείωση της ενέργειας ανά περίοδο δίνεται από τη σχέ- 

     ση: 

               
k k 1 2 T

k k

E E E
1 e

E E

++++ − Λ− Λ− Λ− Λ∆ −∆ −∆ −∆ −
= = −= = −= = −= = −  . 

 

     Λύση 

 

     α) Από τη σχέση  t

( t ) o
A A e−Λ−Λ−Λ−Λ= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅   προκύπτει ότι στη διάρκεια της πρώτης περιό-     

     δου Τ :  

                       T

1 o
A A e−Λ−Λ−Λ−Λ= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅    ή   T1

o

A
e

A

−Λ−Λ−Λ−Λ====    (1) 

 

     Η σχετική µείωση του πλάτους, ανά περίοδο, είναι: 

 

                
k k 1 k 1

k k k

A A A A
1

A A A

++++ ++++
∆ −∆ −∆ −∆ −

= = −= = −= = −= = −    (2) 

 

     Αλλά για τη συγκεκριµένη φθίνουσα ταλάντωση ισχύει: 

 

             o 1 k

1 2 k 1

A A A
...

A A A ++++

= = == = == = == = =    ή   1 k 1

o k

A A

A A

++++====  

 

     Έτσι από την εξίσωση (1) προκύπτει: tk 1

k

A
e

A

−Λ−Λ−Λ−Λ++++ ====    (3) 

 

     Τελικά από (2) και (3) βρίσκουµε ότι:   
T

k

A
1 e

A

−Λ−Λ−Λ−Λ∆∆∆∆
= −= −= −= −  . 
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      β) Η σχετική µείωση της ενέργειας ανά περίοδο είναι: 

 

               

                     k k 1 k 1

k k k

E E E E
1

E E E

+ ++ ++ ++ +
∆∆∆∆ −−−−

= = −= = −= = −= = −    (4) 

 

     Αλλά:  2

k k

1
E D A

2
= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅    και    2

k 1 k 1

1
E D A

2
+ ++ ++ ++ += ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅  

 

 

     Έτσι η εξίσωση (4) δίνει: 

                                                  

2

k 1

k k

E A
1

E A

++++
∆∆∆∆     

= −= −= −= −     
    

     (5) 

 

     Οπότε µε βάση την εξίσωση (3)  tk 1

k

A
e

A

−Λ−Λ−Λ−Λ++++ ====  , η εξίσωση (5) δίνει: 

 

                           (((( ))))2
T

k

E
1 e

E

−Λ−Λ−Λ−Λ∆∆∆∆
= −= −= −= −    ή   

2 T

k

E
1 e

E

− Λ− Λ− Λ− Λ∆∆∆∆
= −= −= −= −  

 

                                      -------------------------------------------- 

 

 

Άσκηση  για  λύση  (1.1) 
 

Σε  µια  φθίνουσα  ταλάντωση  το  πλάτος  µειώνεται  σύµφωνα  µε  την  εξίσωση: 
t

( t ) o
A A e−Λ−Λ−Λ−Λ= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅ . Αν η σχετική µείωση του πλάτους είναι 10 % να βρεθεί η σχετική 

µείωση της ολικής ενέργειας. 

                                    [ Απ. 
k

E
19%

E

∆∆∆∆
====  ] 

                                  

                                      ------------------------------------------------ 
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2.  Σύστηµα (m-K) εκτελεί φθίνουσα ταλάντωση (µε µικρό b) στην οποία το πλάτος  

     µεταβάλλεται µε το χρόνο σύµφωνα µε τη σχέση t

( t ) o
A A e−Λ−Λ−Λ−Λ= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅   (1).  

     α) Αν η αποµάκρυνση (στην αντίστοιχη αµείωτη ταλάντωση) δίνεται από τη σχέ- 

     ση: 
( t )

x 0,06 (20 t)= ⋅ συν π ⋅= ⋅ συν π ⋅= ⋅ συν π ⋅= ⋅ συν π ⋅  (σε m) (2) και το πλάτος µειώνεται κατά  10% ανά  

     περίοδο να βρεθεί η σταθερά Λ. 

     β) Να βρεθεί το πλάτος της ταλάντωσης µετά από χρόνο t=0,3 sec από τη στιγµή 

     που άρχισε η ταλάντωση. 

 

     

 

               Λύση 

 

     α) Αν η ταλάντωση αρχίζει µε πλάτος Αο , τότε µετά την πρώτη περίοδο το πλά- 

     τος θα έχει γίνει το 90% του Αο , δηλ. Α1=0,9Αο . 

      

     ή   
10

10% 0,1
100οοοο

∆Α∆Α∆Α∆Α
= = == = == = == = =

ΑΑΑΑ
   ⇒⇒⇒⇒   1 0,1οοοο

οοοο

Α − ΑΑ − ΑΑ − ΑΑ − Α
====

ΑΑΑΑ
  ⇒⇒⇒⇒   …  ⇒⇒⇒⇒   

1 o
A 0,9 A= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅  

      οπότε από τη σχέση (1) προκύπτει:   T

o o
0, 9 A A e−Λ−Λ−Λ−Λ⋅ = ⋅⋅ = ⋅⋅ = ⋅⋅ = ⋅     ⇒⇒⇒⇒     T 10

e
9

ΛΛΛΛ ====  

 

         ⇒⇒⇒⇒   
10

T n
9

    Λ ⋅ =Λ ⋅ =Λ ⋅ =Λ ⋅ =     
    

ℓℓℓℓ    ⇒⇒⇒⇒    
1 10

n
T 9

    Λ = ⋅Λ = ⋅Λ = ⋅Λ = ⋅     
    

ℓℓℓℓ    (2) 

 

     Από την εξίσωση (2) (της εκφώνησης) προκύπτει ότι: ω=20π (r/s) , οπότε 

 

               
2 2 1

T T sec
T 10

π ππ ππ ππ π
ω = ⇒ = ⇒ =ω = ⇒ = ⇒ =ω = ⇒ = ⇒ =ω = ⇒ = ⇒ =

ωωωω
  (3) 

 

     Έτσι η εξίσωση (2) δίνει:   
10

10 n
9

    Λ = ⋅Λ = ⋅Λ = ⋅Λ = ⋅     
    

ℓℓℓℓ     (4) 

     β) Η εξίσωση (1) µε βάση τη σχέση (4) γίνεται:  

10 3
10 n

9 10

(t )
A 0,06 e

    − ⋅ ⋅− ⋅ ⋅− ⋅ ⋅− ⋅ ⋅    
    = ⋅= ⋅= ⋅= ⋅

ℓℓℓℓ

   

 

         ⇒⇒⇒⇒     
3

3

(t ) ( t ) 310 103 n n
9 9

0,06 0,06 0,06 9
A A 0,06

1010
e e

9

         ⋅⋅⋅⋅                   

    = ⇒ = = = ⋅= ⇒ = = = ⋅= ⇒ = = = ⋅= ⇒ = = = ⋅     
        

    
    

ℓℓℓℓ ℓℓℓℓ

   

         ⇒⇒⇒⇒      
2

(t )
A 4, 374 10 m

−−−−= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅  . 

 

                          ------------------------------------------------ 
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3.  Στη διάταξη του σχήµατος (παραγωγή φθίνουσας ταλάντω- 

     σης µε µικρό b) το σώµα έχει µάζα m=1 Kg και το ελατή- 

     ριο  σταθερά K=100 //m. Εκτρέπουµε το σώµα (m) προς 

    τα κάτω κατά  0,1 m  και το αφήνουµε ελεύθερο. 

     α) Αν η απώλεια ενέργειας, κατά τη διάρκεια  της  πρώτης 

     περιόδου, είναι ∆Ε=0,05 J  να βρεθεί το  πλάτος της ταλά- 

     ντωσης µετά το τέλος της πρώτης περιόδου. 

     β) Να βρεθεί η απώλεια ενέργειας για το  χρονικό  διάστη- 

     µα από 2Τ µέχρι 3Τ. 

 

     Λύση 

 

     α) Από  την  εκφώνηση  προκύπτει  ότι  το  αρχικό  πλάτος  της  ταλάντωσης είναι 

     
o

A 0,1m==== . Έτσι η αρχική ενέργεια του ταλαντωτή είναι:  

 

         2

o o

1
E K A

2
= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅   ⇒⇒⇒⇒   2

o

1 /
E 100 (0,1m) 0,5J

2 m

    = ⋅ ⋅ == ⋅ ⋅ == ⋅ ⋅ == ⋅ ⋅ =    
    

 

 

     Αφού  η   απώλεια   ενέργειας   κατά  τη   διάρκεια   της   πρώτης  περιόδου  είναι  

     ∆Ε=0,05 J  τότε  η  ενέργεια  του  ταλαντωτή στο τέλος της πρώτης  περιόδου  (ή    

     στην  αρχή  της δεύτερης περιόδου) θα είναι: 

                        

                      
1 o

E E E (0, 5 0, 05)J 0,45J= − ∆ = − == − ∆ = − == − ∆ = − == − ∆ = − =  

 

     Αλλά:    2

1 1

1
E K A

2
= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅    ⇒⇒⇒⇒    1

1

2E
A

K
====    ⇒⇒⇒⇒    

1

2 0, 45(J)
A

100(/ / m)

⋅⋅⋅⋅
====  

      

           

                ⇒⇒⇒⇒     
1

9
A m

1000
====     ⇒⇒⇒⇒       

2

1
A 3 10 10 m

−−−−= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅  . 

 

     β) Η ζητούµενη απώλεια ενέργειας θα βρεθεί ως εξής: 

 

           2 2

( 2T 3T) 2 3 2 3

1
E E E K (A A )

2
→→→→∆ = − = ⋅ ⋅ −∆ = − = ⋅ ⋅ −∆ = − = ⋅ ⋅ −∆ = − = ⋅ ⋅ −      (1) 
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     Υπολογισµός Α2  και  Α3 : 

 

     Για τη φθίνουσα ταλάντωση που µελετάµε ισχύει ότι:  k

k 1

A

A ++++

=σταθερό 

     Έτσι:    
2

o 1 1
2

1 2 o

A A A
A

A A A
= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =    ⇒⇒⇒⇒    

2

2

9
m

1000
A

0,1m

    
    
    ====    ⇒⇒⇒⇒   3

2
A 81 10 m−−−−= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅   

      

     Οµοίως:  
2

1 2 2
3

2 3 1

A A A
A

A A A
= ⇒ == ⇒ == ⇒ == ⇒ =    ⇒⇒⇒⇒    

(((( ))))2
3

3

81 10 m
A

3 10
m

100

−−−−⋅⋅⋅⋅
====

    
    
    

   ⇒⇒⇒⇒   
3

A 0,069...m====  

     Έτσι από την εξίσωση (1) προκύπτει: 

             (((( ))))2 2 2

( 2T 3T)

1
E 100(/ / m) 0,081 0,069 m

2
→→→→∆ = ⋅ ⋅ −∆ = ⋅ ⋅ −∆ = ⋅ ⋅ −∆ = ⋅ ⋅ −   

 

                ⇒⇒⇒⇒            (2T 3T)
E 0,09J→→→→∆ =∆ =∆ =∆ =  . 

 

                               ------------------------------------ 

 

4.  Στη διάταξη του σχήµατος παραγωγής φθίνουσας  ταλάντω- 

     σης µε µικρό b, η δύναµη αντίστασης στο σώµα (m) από το 

     αέριο είναι της µορφής:  
( t ) ( t )

F b= − ⋅υ= − ⋅υ= − ⋅υ= − ⋅υ   (1).  

     Αν  εκτρέψουµε το σώµα κατά  Α, από τη θέση ισορροπίας  

     προς τα κάτω και το αφήσουµε ελεύθερο (to=0), 

     α) να γράψετε τη σχέση της δύναµης  αντίστασης  F σε  συ- 

     νάρτηση µε το χρόνο και να κάνετε την αντίστοιχη γραφική  

     παράσταση. 

     β) να γράψετε τη σχέση που δίνει το ρυθµό  απώλειας  ενέρ- 

     γειας σε συνάρτηση µε το χρόνο και να κάνετε την αντίστοι- 

     χη γραφική παράσταση. 

 

     Λύση 

 

     α) Εφόσον τη στιγµή to=0 το σώµα βρίσκεται στη θέση της µέγιστης εκτροπής και 

     µε υ=0, τότε η εξίσωση της αποµάκρυνσης δίνεται από τη σχέση: 

 

                     
( t )

x A ( t ) A ( t)
2

ππππ
= ⋅ ηµ ω + = ⋅ συν ω= ⋅ ηµ ω + = ⋅ συν ω= ⋅ ηµ ω + = ⋅ συν ω= ⋅ ηµ ω + = ⋅ συν ω   (2) 
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     Η εξίσωση της ταχύτητας θα είναι: 
( t )

dx
( A) ( t)

dt
υ = = − ω⋅ ⋅ ηµ ωυ = = − ω⋅ ⋅ ηµ ωυ = = − ω⋅ ⋅ ηµ ωυ = = − ω⋅ ⋅ ηµ ω    (3) 

 

     Έτσι η εξίσωση της δύναµης αντίστασης θα είναι: 

 

       
( t ) ( t )

F b= − ⋅υ= − ⋅υ= − ⋅υ= − ⋅υ    ή   ( t )
F (b A) ( t)= + ⋅ω⋅ ⋅ ηµ ω= + ⋅ω⋅ ⋅ ηµ ω= + ⋅ω⋅ ⋅ ηµ ω= + ⋅ω⋅ ⋅ ηµ ω    (4) 

 

     Η γραφική της συνάρτησης F(t) φαίνεται στο 

     διπλανό διάγραµµα. 

 

     β) Ο ρυθµός απώλειας ενέργειας υπολογίζεται 

     ως εξής: 

 

          
(F) ( t )

( t ) ( t )

dW F dxdE
F

dt dt dt

⋅⋅⋅⋅
= = = ⋅ υ= = = ⋅υ= = = ⋅υ= = = ⋅υ    (5)  (η απώλεια ενέργειας dE είναι ίση µε    

                                                                           το έργο της δύναµης F). 

 

     Με βάση τις εξισώσεις (3) και (4) η εξίσωση (5) γίνεται: 

 

          
2 2 2dE

(b A ) ( t)
dt

= − ⋅ω ⋅ ⋅ ηµ ω= − ⋅ω ⋅ ⋅ ηµ ω= − ⋅ω ⋅ ⋅ ηµ ω= − ⋅ω ⋅ ⋅ ηµ ω     (6)   (το πρόσηµο (-) έχει φυσική σηµασία και                                                                         

                                                                     δείχνει την ¨απώλεια¨). 

 

     Η γραφική παράσταση της συνάρτησης   

     dE/dt=f(t)  φαίνεται  στο  διπλανό  διά- 

     γραµµα. 

 

     Σηµείωση:  Ο  ρυθµός  απώλειας  ενέρ- 

     γειας του συστήµατος είναι η ισχύς της 

     δύναµης αντίστασης P(F) . 

 

 

 

      

                ---------------------------------------------------------------------------------- 
 

2 2b Aωωωω


