
Εξιςώςεισ και ανιςώςεισ που ανάγονται ςε πολυωνυμικζσ 

Ι) Κλαςματικζσ εξιςώςεισ 
Σρόποσ λφςθσ: 

 Παραγοντοποιοφμε όςουσ παρονομαςτζσ γίνεται να παραγοντοποιθκοφν και 
βρίςκουμε το ΕΚΠ των παρονομαςτϊν. 

 Θζτουμε το ΕΚΠ των παρονομαςτϊν ≠0 και βρίςουμε τουσ περιοριςμοφσ. 

 Κάνουμε απαλοιφι παρονομαςτϊν, οπότε θ εξίςωςθ γίνεται πολυωνυμικι. 

 Λφνουμε τθν πολυωνυμικι εξίςωςθ, όπωσ ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα. 

 ΢το τζλοσ, ελζγχουμε αν οι λφςεισ που βρικαμε ικανοποιοφν τουσ 
περιοριςμοφσ. 

Προςοχι: Με τουσ περιοριςμοφσ αςχολοφμαςτε μόνο ςτθν αρχι και ςτο τζλοσ 
και όχι ςτα μεςαία βιματα. Είναι δυνατό π.χ. κάποιεσ από τισ πικανζσ ακζραιεσ 
ρίηεσ τθσ πολυωνυμικισ εξίςωςθσ να απορρίπτονται λόγω των περιοριςμϊν. Δεν 
τισ προςπερνάμε, τισ κοιτάμε κανονικά, γιατί αυτζσ κα μασ βοθκιςουν να 
κάνουμε τθν παραγοντοποίθςθ. Ό,τι είναι να απορρίψουμε, κα το απορρίψουμε 
μόνο ςτο τελευταίο βιμα. 
 
Παράδειγμα (Άςκθςθ τθσ ςελ. 153 του ςχολικοφ βιβλίου) 

   ΕΚΠ=x(x-1)≠0, δθλ. x≠0 και x≠1. 
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3𝑥3 − 𝑥 − 2 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥2 + 3𝑥 − 2 
2x3+4x2-6x=0 
2x(x2+2x-3)=0 
x=0 ι Δ=16, οπότε x=1 ι    x=-3 
απορ   απορ  δεκτι 
 
ΙΙ) Εξιςώςεισ με ρίηεσ 
Σρόποσ λφςθσ: 

 Κρατάμε μία ρίηα μόνθ τθσ ςτο ζνα μζλοσ τθσ εξίςωςθσ. Ό,τι άλλο μπορεί να 
υπάρχει μαηί τθσ το μεταφζρουμε ςτο άλλο μζλοσ. 

 Παίρνουμε περιοριςμοφσ: Θα πρζπει ό,τι είναι κάτω από ρίηα, αλλά και ό,τι 
είναι ίςο με ρίηα να είναι ≥0. Λφνουμε και ςυναλθκεφουμε τισ ανιςϊςεισ για 
να βροφμε τον τελικό περιοριςμό. 

 Τψϊνουμε τα δφο μζλθ τθσ εξίςωςθσ ςτο τετράγωνο, ι ςτθν τρίτθ, ι ςε ό,τι 
άλλθ δφναμθ χρειάηεται για να φφγει θ ρίηα. 



 Αν χρειαςτεί, επαναλαμβάνουμε τα παραπάνω βιματα μζχρι να φφγουν όλεσ 
οι ρίηεσ. 

 Λφνουμε τθν πολυωνυμικι εξίςωςθ που προκφπτει. 

 ΢το τζλοσ, ελζγχουμε αν οι λφςεισ που βρικαμε ικανοποιοφν τουσ 
περιοριςμοφσ. 

 
Παράδειγμα (από τθ ςελ. 151 του ςχολικοφ βιβλίου) 

 
 2𝑥 + 7 = x + 2 

Περιοριςμοί: 2x+7≥0 και x+2≥0. Σελικά x≥-2. Σότε: 
2x+7=(x+2)2 
2x+7=x2+4x+4 
x2+2x-3=0 
x=1     ι     x=-3 
δεκτι απορ. 
 
ΙΙΙ) Εξιςώςεισ με αντικατάςταςθ 
Παράδειγμα (Άςκθςθ τθσ ςελ. 153 του ςχολικοφ βιβλίου) 

 
2θμ3x+1-θμ2x+2θμx-2=0          Θζτουμε θμx=ω 
2ω3-ω2+2ω-1=0 
ω2(2ω-1)+2ω-1=0 
(2ω-1)(ω2+1)=0 
ω=1/2 ι ω2=-1 αδφνατθ.  
Άρα θμx=1/2, θμx=θμ(π/6), κτλ. 
 
IV) Ανιςώςεισ που ανάγονται ςε πολυωνυμικζσ 
Προςοχι: ΢τισ ανιςϊςεισ δεν επιτρζπεται θ απαλοιφι παρονομαςτϊν! 
(Επιτρζπεται μόνο αν το ΕΚΠ των παρονομαςτϊν είναι ςίγουρα κετικό, π.χ. αν 
είναι (x2+1)(x2+4) ι κάτι ανάλογο). 
Σρόποσ λφςθσ: 

 Μεταφζρουμε τα πάντα ςτο πρϊτο μζλοσ, ζτςι ϊςτε ςτο άλλο μζλοσ να 
μείνει το 0. 

 Κάνουμε τα κλάςματα του 1ου μζλουσ ομϊνυμα, χωρίσ να κάνουμε απαλοιφι 
παρονομαςτϊν. 

 Παραγοντοποιοφμε ό,τι μποροφμε και θ ανίςωςθ παίρνει τθ μορφι 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
≥ 0 

ι ≤0. 



 Με τουσ περιοριςμοφσ g(x)≠0, θ τελευταία ανίςωςθ είναι ιςοδφναμθ με τθν 
f(x)g(x)≥0 ι ≤0, γιατί το πρόςθμο του πθλίκου είναι ίδιο με το πρόςθμο του 
γινομζνου. 

 Λφνουμε τθν πολυωνυμικι ανίςωςθ που προκφπτει με πίνακα προςιμων, 
όπωσ ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα.  

Προςοχι: Αν γίνεται απλοποίθςθ ςτο 1ο μζλοσ τθσ ανίςωςθσ, τότε παίρνουμε 
τουσ περιοριςμοφσ πριν κάνουμε τθν απλοποίθςθ! 
Προςοχι: ΢τον πίνακα προςιμων, ςθμειϊνουμε ςτθ γραμμι του x όχι μόνο τισ 
ρίηεσ του κάκε παράγοντα, αλλά επίςθσ και ό,τι απορρίπτεται από τουσ 
περιοριςμοφσ! 
 
Παράδειγμα (Άςκθςθ τθσ ςελ. 154 του ςχολικοφ βιβλίου) 

 

𝑥2 +
2

2𝑥 − 1
−

1

𝑥 2𝑥 − 1 
≥ 0 

𝑥3 2𝑥 − 1 + 2𝑥 − 1

𝑥 2𝑥 − 1 
≥ 0 

 2𝑥 − 1 (𝑥3 + 1)

𝑥(2𝑥 − 1)
≥ 0 

Περιοριςμοί x(2x-1)≠0, δθλ. x≠0 και x≠1/2. Σότε: 
 𝑥 + 1  𝑥2 − 𝑥 + 1 

𝑥
≥ 0 

𝑥 𝑥 + 1  𝑥2 − 𝑥 + 1 ≥ 0 
Ρίηεσ                            0,  -1 Δ=-3<0 
 x -1 0 1/2 

x - - + + 

x+1 - + + + 
x2-x+1 + + + + 

Γινόμενο + - + + 

 

x(-∞,-1](0,1/2)(1/2,+∞). 
 
Παράδειγμα 

Να λυκεί θ ανίςωςθ 
1

x2 ≥
x

x2+4
. 

Και εδϊ, μποροφμε να δουλζψουμε όπωσ πριν. Επειδι όμωσ εδϊ το ελάχιςτο 
κοινό πολλαπλάςιο των παρονομαςτϊν είναι ΕΚΠ=x2(x2+4)≥0, εδϊ επιτρζπεται 
να κάνουμε και απαλοιφι παρονομαςτϊν. Κάτι τζτοιο, γενικά είναι ςπάνιο. 
Όποτε όμωσ μπορεί να γίνει, μασ βοθκάει να κερδίςουμε αρκετι δουλειά! 



Παίρνουμε περιοριςμοφσ: x2(x2+4)≠0, δθλαδι x≠0. Σότε: 

x2(x2+4) 
1

x2≥ x2(x2+4) 
x

x2+4
 

x2+4≥x3 
x3‒x2‒4≤0 

Πικανζσ ακζραιεσ ρίηεσ: ±1, ±2, ±4. Σο 2 είναι ρίηα και, με ςχιμα Horner, 
1 ‒1 0 ‒4 2 

 2 2 4  

1 1 2 0  

(x‒2)(x2+x+2)≤0 
Ρίηεσ: 2, Δ=‒7<0 
 x 0 2 

x‒2 ‒ ‒ + 

x2+x+2 + + + 

Γινόμενο ‒ ‒ + 

Άρα x(‒∞, 0)(0, 2]. 
 
 
Αςκιςεισ για λφςθ (από το ςχολικό βιβλίο, ςελ. 153-154): 
Α’ ομάδα: 1 (ii) (ςφμφωνα με το (Ι)) 
 3 (i), (ii), (iii), (iv), (viii) (ςφμφωνα με το (ΙΙ)) 
 4 (iii), 5 (i), (iii), (v) (ςφμφωνα με το (IV)) 
Β’ ομάδα: 2 (i), 3(i) (ςφμφωνα με το (ΙΙ) ι και το (ΙΙΙ)) 
 2 (ii) (ςφμφωνα με το (III)) 
 5 (ςφμφωνα με το (ΙΙΙ)) 


